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PODSTAWOWE WIADOMOSCI 0 FUNKCJACH
ANALITYCZNYCRH

§1. LICZBY ZESPOLONE
Jesli Hexbie sespolonej = == ol iy zyporzgdknjemy  pankt
na plaszeryzuic o wipoOlrzednych prostokatnych o, g, to miedzy
liczbami zespolonymi i punkigami plaszezyzny (ltdrg nazwiemy
plaszezyzig MieR ue) zespolonef) zachodzié bedzie odpowicdniodcé
wzajemhie jednoznaczng,
Jesli tiezba zespolona 2 Jest rzeczyprista (tam. o= 0, ezyli
& = &), to odpowiedni punkt lezy na osi odcictych — i na odwrot,
Dlatego og odeiotyeh HRZYWBNLY  osiq rzeczypcistq. Jedli liczha
zespolona @ jest wrojona (lun, ¢ 4 M), to odpowiedni punkt lezy
Poza osiy odeietyell — i ng odweot Jesli diezba zespolona z jest
GRYsto wrojone {tzn. » — O, ¥ 5 0, czyli + _ i), to odpowiedni
punkt lezy na osi rzednyeh & — i na odwrdt (z wyjatkiem po-
czatku ukladn wspolrzednyel). Matego o

f rzednyeh NAZYWany
0N wrojong.

Wepdhzedue biegunowe ¥y ¢ punktn rzedstawiajgeego dang
liczbe zesnolong ¢ (gdy jako biegun oblerzemy poczatek ukladu,
&% 03 biegunowsg skiernjemy wzdluz osi odeietyelr) HAZYWamy
odpowiednio wmoduley: i argwmenten: licehy zespolonej 5 modut
I argument oznaczamy symbolami |2 i argr. Oczywiicie 2| = 0,
przy ezym [z = 0 tylko wtedy, gdy 2 = 0. Jedli = 0, to args
ma nieskoliczenic wiele wartodel, ktére otrzymujemy z jukiegod
jednego Argz wedlug wzorg

urgr -- Argry - 2hs
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{k jest dowolng liczbg eatkowita). Dla =z = 0, wartodé args nie
jest okredlona.

! Ze wzordw wyraZajaeych wspdélrzedne prostokatne za pomoesy
wapolrzednych bicgunowyeh wynika, ze

P oo

— 1 g g2 5 Z = Are o

|2 = Va4 y?, arg gm

(przy ezym oezywiscie we wzorze ostatnim bierze si¢ nie wszystkie
’ Y s - = 2. - r — . S

wartodel funkeji wicloznaczne] arvetg). Ze zwigzkdw x = rcosg,

# = rsing wynika, ze

{3.1) : 7 = r{eosptising).

Wyrazenie {3.1) nazywamy posteciq t?'ygonwwifyczmg l%czby
zospolone] z. Jefli, na odwrdét, liezba zespolona s ]t?st zﬂf]'usa_mi
w postaci {3.1), gdzie licsby », ¢ sg rzeczywiste i liczba r jes

nienjemna, to r jest modutem, a ¢ — jednymn z argumentdw

liezhy =z, _ o )

Jesli kazdemm punktowi A plaszezyzny zmiennej zespolonej
-

prayporegdlujemy wektor OM, to ’T)deiemy mogit przedstawiag
liczby zespolone za pomocsy wektordw, L

Dodawanie 1 odejmowanie liczly zespolonych sprowadza sie do
dodawania i odejmowania odpowicdnich_ wektordw, Stad wynika,
ze dla dowolnyeh liezb zespolonych z, i 2,

(3.2) by 24l < 2] 24l
skad przez indukeje
(3.27) 1ot 2t 20 SR (R (2]

. 2]
dla dowolnyeh liczh zespolonyeh z,, 2., ..., 2,. Ze wzorm (3.2)
wynika, ze
{3.3) |2, — 3,

W

|21, — 123,

gdyz z viwnodel 3y = (2, —2.)+ 2, na pod'stawie wzoEu (33}
otrzymujenmy || = |7, — 2,1 |2.], skad dosta;elrfy (3.{3}. {au;di_
my, % hrodul réznicy dwdeh liezb z.espolc?nych. jest rowny odleg
fosci niigdzy punktami przedstawiajgeyini te liczby.
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Przy mnozeniu liczb zespolonyeh moduly mnozymy, a argu-
menty dodajemy. Rzeczywidcie, korzystajac z postaci trygono-
metryeznej liczb zespolonyeh otrzymujemy

2, = ri(eosp, i-tging,), 2z, = r{co8p, -t ising,),
2,8, = 7, [{Cose, co8p,— it 8ing,) +i(cosg, 8ing, 4
+ 8ing, e08¢,)] = r17,[c08 (g + o)+ isinle, | )]

Stad wynika, ze pray dzieleniu liczb zespolonyeh moduty dzielimy,
a argumenty odejmujemny.

Z reguty mnozenia liezb zespolonych wynika, e przy podno-
gzeniu do potegi o wykladniku eatkowilym dedatnim » modul
podnosimy do potegl n-tej, a argument mnozymy prrez o, Wyrazn
to wedr Moivre's

(3.4) (cosg+ taing)" = cosnp-i-isinng,

Jegli we wzorze (3.4) strone lewg roswinieny wedlng dwwinianua
Newtona i wypiszemy oddzielnie czgdcl rzeczywiste | urojone,
to otrzymamy wzory na sinus i eosinug wielokrotnosei kaba:

n{n—1} 3 . s
cosng = cos"p— —T cos" lgsinte ...,
(3.4)
) ) nin-—1){n—2 . .
sinwp = neos™ gsing— - ) cox Ppsinde ...

1-2-3

Postad trygonontetryezna liczh zespolonyeh pozwala sformimuto-
wat prostqg regule wyeiagania pierwiastkow z liczb zespolonych.
Pierwiastek stopnia n-tego z Hezby zespolonej z -~ 0 ma » war-
todei, Niech

g = r{cosp+ ising)

bedzie rozwazang liczbg zespolong i niech

w = p(eosd-i-isin §)
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bedzie jakimé pierwiastkiem stopnia n-tego z tej liczby (tzn.
liczba spetnisjaes rownosé w™ — z). Wowezas

o (cosnh |-Esinnd) = r{cosp+ {sing),

skad o" = r, 10 = ¢-2kx, gdzie k jest dowolng liczbg culkowitq.
Wohee tego

IS i S . -_‘}"i.,._
) i k= I A A i 14
W o= iJ n 08 ! .. | 751N — - - .
e 1

Xa odwrdt, dla kazdei Jiezby catkowitej & ostatnie wyraienie
jest pierwiastkiem stopnia n-tego z liczby 2z (gdyz n-ta potega
tego wyrazenia jest réwna z). Ale wypisane wyrazenie dla roznyeh
wartosel & przedstawia rozne liezby zespolone fylko wtedy, gdy
wartodei & r6znia sie o liczbe nie bedaea wielokrotneodeig n. Stad
wynika, ze¢ jedli obierzemy na k wartosel 0,1,2,...,n—1, to

. - .- L - + - . . ,r
otrzyvmamy wazystkie wartosel ¥2; widzimy wige, ze ilogé tych
-
wartogel jest rowna . Wszystkie wartosel V2 83 okrestone wzorem

S g l-2k= ¢ b2k=
(3.5) Ve = -r‘-'“(cos ! 4 sin 2

n n

(F=0,1,2,...,»n>1).

Punkty odpowiadajgce tym wartodciom lezg na pewnym okregu
o érodkn w punkeie O i dziely ten okrag na » rownych czedel
Wobee tego punkty przedstawiajgce wartodel pierwiastka stopnig
n-tego z liczby zespolone] sa wierzehotkami n-kgta foremnego
o srodku 0.
W szezegdlnodet dla 2 = 1 {(wtedy » — 1, ¢ = 0) otrzyinujemy
"y 2k 2

' 0 0
(3.5") S F1 — enk L 1gin
" i

(e ==0,1,2,...,n—1}.

Jesli 2z == x |- iy, to liezbe zespolong z — & —iy nazywamy
liczbe sprzesonq z liczby 2. Punkty odpowiadajaee liezbom z i Z
%3 polozone symetryeznie wrzgledem osi rzeczywistej, Oeczywiscio
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liczba zespolona jest réwna liczbie z nig sprzezonej wtedy i tylko
wtedy, gdy jest rzeczywista. Sprawdzamy bezposrednio, ze liczby
8przezone z sung, réznics, iloczynem i ilorazem 83 odpowiednio
réwne sunie, réznicy, iloczynowi i ilorazowi liczb sprzezonych, tzn.,

BitR =212, 25—z, = 21— 2y,

== 2y Zy
zlzz ——2122’ —_—f =

Zauwaziny jeszeze, Ze 22 = |z)2,

§ 2. SZEREGI 0 WYRAZACH ZESPOLONYCH

Niech bedzie dany cigg nieskoniczony liczb zespolonych
(3.6) %1y %3

gdzie 2, = x,+14y,. Liczbe z = x+ tY nazywamy granicq tego
ciagu, gdy dla kazdej liczby & > 0 istnieje taki wskaZnik N,
ze dla n > N zachodzi nieréwnogé | —2| < e. Piszemy wéwezas
2, — 2z albo limz, = 2. Geometrycznie oznacza to, ze dla kazdego
kola o $rodku z wszystkie wyrazy ciggu poczynajae od pewnego
wyrazu beda lezaly wewngtrz kola. Ciag liczb zespolonych nie
moze mieé¢ dwoch granic i wobee tego albo ma jedng granice
(mowimy wtedy, ze jest zbiezny), albo nie ma granicy (méwimy
wtedy, ze jest rozbieiny).
Ciag liczb 2z, = w», 414y, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy,
gdy ciagi liezb @, i vy, sg zbiezne. '
Rzeezywiscie, jesli ciag z, = *,+ 1y, jest zbiezny do granicy
2 =2x+1y, to dla » >N mamy l2n—2| < g&; ale wéwezas tym
bardziej |x,—x| <e, |y,—y| <e i wobec tego wx, —w, y, —v.
Na odwrét, jesli z, — =, ¥, — ¥, to dla » > N, mamy |z, — x| <
<elV2, dla n >N, mamy |y,—y| < ¢/V2; wobec tégo dla
n > N (gdzie N jest wieksza z liczb N, i ¥,)

R YRR

[2,—2] = ,/(w1a_m)2+(yn""?/)_2 < &,
skad wynika, ze z, — 2.
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KRYTERIUM CAUCHY’EGO. Cigg liczb zespolonych z, jest zbiesny
wtedy © tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby ¢ > 0 isinieje taki wskainik
N, 2e dla w > N ¢ p > 0 zachodzi nierdwnosé

‘zn+p - z'ul <e

To kryterium mozna udowodnié w sposéb bezposredni, ale
mozna je rédwniez otrzymaé z kryterium Cauchy’ego dla ciggéw
liczb rzeczywistyeh (jesli przyjmiemy, ze dla takich ciagéw zo-
stato ono juz udowodnione). Rzeczywiscie, je§li cigg 2, spelnia
warunek kryterium Cauchy’ego, to warunek ten spelniajg ré6wniez
ciggi «x, i y,, gdyz

l'l"n-ul—mn‘ < lz'll+p—z'lll7 |yn+p—yn[ < ‘zn+p—zn‘-

Na odwrdt, jedli ciggi , i y, spelniaja warunek kryterium Cau-
chy’ego, to z zaleznoéei

lz'n-{—p—zn{ - l/(mn+p_wn)2+(?/n+p—?/n)2

wynika od razu, ze cigg 2z, réwniez spelnia warunek kryterium
Cauchy’ego. *
Niech bedzie dany szereg o wyrazach zespolonych

(3.7) W+ w4+ w,4... lub an,
na=1

gdzie w, = u, - iv,. '
Mowimy, ze szereg (3.7) jest zbieiny, gdy ciag sum czgscio-

wyeh 8, = w,+wy+...+w, jest zbiezny. Granice S tego ciagu

nazywamy sumq szeregu (3.7) i piszemy -

8 = Zoo:w,,,.
=1

W przeciwnym razie méwimy, ze szereg (3.7) jest rozbieiny.
Z tego, co udowodniliSmy poprzednio o ciggach, wynika bezpo-
srednio, Ze szereg o wyrazach zespolonych Yw,, gdzie w, = u,+
+ vy, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi o wyrazach
rzeczywistych Y'u, i 3w, sa zbiezne.
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7 kryterium Cauchy’ego dla ciggéw liczb zespolonych wynika
od razu kryterium Cauchy’ego dla szeregéw o wyrazach zespolo-
nych: szereg Sw, jest zbieiny wiedy i tylko wiedy, gdy dla Eaidej
liczby £ > 0 isinieje taki wshadnik N,ze dlan > Nip >0 zachodzi

nierdwnosd
\

|ty 1 -+ Wn et Lo, | <8
Rzeczywificie, wystarczy tylko zauwazyt, e
Sﬂ+p —8p = Wp 1+ Waae Fovet Wnyp

Szereg 0 wyTazach zespolonych 3w, Nazywamy bezwanlednie
zbtesnym, gdy szereg > fwy| jest zhiezny. 4 kryterium Canchy’ego
wynika od razu, Ze szereg zbiezny bezwzglednie jest zbieiny.

Oeczywitcle szereg Dw,, gdze w, = ty,+ 0, jest zbiezny bez-

waglednie wtedy i tylko wtedy, gdy szeregi Dy, 1 )0, 84 zbieine
bezwzglednie; wynika to z nierdwnosei

[t} < lwpl << [t} [0nl s
|'v'n| = lwnl < |t + 1 P

Jesli szereg > w, jest zbieiny bezwzglednie, to przy dowolnym
przestawieniu wyrazéw pozostaje zbieiny bezwzglednie i jego
sunra nie ulega zmianie. Wynika to z ostatniej uwagi, jesli przyj-
miemy, ze dla szeregéw o wyrazach rzeczywistych twierdzenie
jest juz znane. :

W szeregach zbieznych bezwzglednie o wyrazach zespolonych
mozna dowolnie grupowaé wyrazy (W jednej grupie moze znalesd
sie skoriczons albo nieskonczona iloé¢ wyrazoéw). Mozna to udo-
wodnié w sposéb bezposredni albo otrzymaé jako wniosek, jesh
. analogiczne twierdzenie dla szeregdw zbieznych bezwzglednis
o wyrazach rzeczywistych potraktuje gie jako znane.

Szeregi o wyrazach zespolonych gbiezne bezwzglednie mozna
mnozyé tak jak szeregi o wyrazach rzeczywistyeh, To twierdzenie
mosna udowodnié w sposéb bezpofredni, ale moina je réwniez
otrzymaé od razu, jesli twierdzenie o mnozeniu szeregéw o Wy-
razach rzeczywistych potraktuje si¢ jako znane. Rzeczywiscie,
niech  Sw, i Yw, beds szeregami zbieznymi bezwzglednie, przy
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ozym w, == Ny 1y w), = iyt 10y, Szeregi Dtny X0 Matny J0n
Dedg rowniez zbieine bezwzglednie i wobec tego

S i =St s ol i s X
3 7 i & i 1
J . « 1 Y u
= S Svi— S Soivti[ Zoe it X Jw) =
k T . & I E 1 E 1
L - ’ - ’ ’
2 Uy Uy ka v+ 1(21&,‘1;1 + Z ’Ukﬂ-,) =
] k1 k1 k1

f

k1

. Wl
= Z [ 00 — 0 0y 6 (01 + De20)) = Zwkw’,.
oy

§ 3. SZEREGI POTEGOWE

Szeregiem potegowym nazywamy szereg postaeci
{3.8) ao+a1z+a,z‘+...+anz"+... Tub Zanz",
n=0

gdzie a, 83 dowolnymi liczbami zespolonymi, # jest zmienna
Zespolong. ‘ : A
TWIERDZENIE ABELA. Je§li szereg polegowy jest zbieiny dia
pewnej wartosct zmiennej, to dla kaide} wartosci zmiennej o mniej-
sazym module jest zbieiny bezwzglednie.
Oznacza to, ze jefli szereg Y.z jest zhiezny i |2} << %l tO
szereg D @,%" jest zbiezny bezwzglednie.

Dowéd. Poniewai szereg @,z jest zbieiny, wige jego wy-

razy daza do zera i sa wobec tego ograniczone, tzn. istnieje liczba
K taka, ze dla kazdego n

la,zp) < K.

-




-
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Jesli [z] < |z,), to liczba ¢ = l21/l20| jest:mniejsza od jednosei i

n

@, 2y (—z—)
%y

Liczby Kg¢" tworza postep geometryczny zbiezny do zera, a zatem
szereg M Kq" jest zbiezny. Korzystajge z twierdzenia o pordwny-
waniu szeregdw o wyrazach nieujemnych dochodzimy do wnioskn,
ze szereg J'la,z"| jest zbiezny, czyli ze szereg 3'a,z" jest zbieiny
bezwzglednie, co wlasnie nalezalo wykazad.

WXIOSEK. Jedli szereg potegowy jest rozbieiny (albo sbieiny nie
bezwzglednie) dla pewnej wartosei ziiennej, to jest rozbiesny dla
wszysthich wartodes zmiennej o module wigkszym.

Oznacza to, ze jesli szereg e,z jest rozbiezny (albo zbiezny
nie bezwzglednie) i |z > |2g], to szereg Da, 2" jest rozbiezny.

. Rzeczywiscie, gdyby szereg 2/,2" byl zbiezny, to na podata-
wie twierdzenia Abela szereg SDa,zy bylby zbiezny bezwzglednie
(gdyz |zo| < |2]}, co jest sprzeczne z zalozenien.

= |a,%| (-‘ﬂ—)n < K¢,

|, 2"| =
2

~ Obszar zhieznoéei szeregu potezowesgo
Rozwaziny dowoelny pzereg o wyrazach zalezgeyel od 2 Te
\\'urtu.ﬁui 2, dla ktorych rozwazany szereg jest zbiciny, nazywamy
puiktami zhiesnosei szeregu; te wartosei 2, dla ktoéryceh roawazany
szereg jest rozbiezny, nazywamy punkiami rozhieinosci szeregu.
bedr wizystkich punktéw zbieznosei nazywamy obszarem z2bied-
HOSCY TOZWAZANEZO SzZeregu, : '
Twierdzenje Abela pozwala odpowiedzied na pytanie, jaki jest
obszar zbieinodei szeregu potegowego.
Niech Ya,z" bedzie dowolnym szeregiem potegowym. A priori
s mozliwe trzy przypadki:
1) wszystkie liezby dodatnie sa punktami zbieznoedei,
2) wizystkie liczby dodatnie sa punktami rozbicznodei,
3) istnieja liczby dodatnie, ktére 83 punktami zbieznosei,
I istnieja liczby dodatnie, ktore 83 punktami rozbieznogei.
W przypadku pierwszym na mocy twierdzenia Abela dany

suereg potegowy jest zbiezny (bezwzglednie) dla wizystkich war- -
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todei 2 (gdyz dla kazdej liczby zespolonej 2 istnieje liczba dodatnia
wigksza od {z]). Wobec tego obszarem zbieznogci jest cala plasz-
czyzna zmiennej zespolonej. B

W przypadku drugim na moey wniosku z twierdzenias Abela
dany szereg potegowy jest rozbieiny dla wszystkich wartosei
¢z # 0 (gdyz dla kazdej liczby zespolonej z 0 istnieje- liczba
dodatnia mniejsza od |z|). Wobec tego obszar zbieznosei sklada
sie z jednego punktu 0.

W przypadku trzeeim istnieje dodatni punkt zbieznodeci »,
i dodatni punkt rozbieznodei RB,. Jefli i(r,+R,} jest punktem
zbieznogei, to przyjmiemy 7, = }(r,+R,;), B; = R,; natomiast
jesli §(r,+4-R,) jest punktem rozbieznosei, to przyjmiemy », = r,,
R, == §(r,-+R,). Biorae r,, R, zamiast r,, B, okreflamy w taki
sam sposob liezby 7, B, itd. W wyniku otrzymamy cigg nie ma-
lejacy dodatnich punktéw zbieznosei

rSr 1y .
i cigg nierosnaey dodatnich punktéw rozbieznodei

Ry 2R, =R = ...,
pray czymn
Ry—r,

SioT 0.

Rn Py =
'

Wobec tego obydwa napisane eiggi majg wspélng g—ra.ni'c@
lims, = lim R, = E.

desh |z] < R, to dla dostatecznie duzego n zachodzi nieréwnosé
|2} <<+, 1 wobec tego na mocy twierdzenia Abela liczba z jest
punktem zbieznodei. Je§li 2| > R, to dla dostatecznie duzego n
zachodzi nieréwnosé |2| > R, i wobec tego na moey wniosku
z twierdzenia Abela liczba 2z jest punktem rozbieznodei. Tak wiec
wewnatrz kola o promieniu R i §rodku 0 szereg jest zbiezny (bez-
wzglednie), a na zewnagtrz tego kola jest rozbiezny. Problem zbiez-
nosei albo rozbieznosei szeregu w punktach lezaeych na okregu
kola pozostaje otwarty. Widzimy wiee, ze obszarem zbieznosel
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szeregu potegowego jest kolo o promienin B i §rodku 9 (mowige
§ciflej: wnetrze tego kola i — byé moze — pewne punkty lezace
na okregu kois). To kolo nazywamy kolem zbieinosei szeregu
potegowego. Jego promiell TNAZYWaILy promieniem zbiesnodes
gzeregi potegowego.

W przypadku pierwszym i drugim trzeba przyjad odpowiednio
R — oo i R = 0 (kolo zbieznosci staje si¢ caly plaszezyzng albo
redukuje sig do punktu}.

We wazystkich punktach wewnatrz kola zbieinosci szereg
potegowy jest zbiezny bezwzglednie. '

Jedli w pewnym punkeie lezzeym na okregu kola zbieznodci
szereg potegowy jest zbiezny bezwzglednie, to jest on zbiezny
bezwzglednie we wezystkich punktach lezgoych na okregn kola
zbieznofei (gdyz moduly wyrazéw szeregu potegowego Bg jedna-
kowe dla wszystkich punktiow leigeych na tym okregu).

Jedli w pewnym punkcie lezacym na okregu kola zbieinodci
gzereg potegowy jest zbiezny nie bezwzglednie albo rozbieiny,
~to w kazdym punkcie lezgeym na okregu kola zbieznoéci jest on
zbiezny nie bezwzglednie albo rozbiesny.

Rozwazmy teraz szereg

’ bl bg bﬂ, - bﬂ
{3.8") bo+*z—+;+--~+?+--- lub ;zu'

Przyjmujac & = 1/z sprowadzamy ten szereg do szeregu

potegowego ) bpl" 0 pewnym promieniu zbieznoéei o, Dla 1] < e
']

* gzereg jest zbiezny, a dla 1¢| > o szereg jest rozbiezny. Wobec
‘tego szereg (3.8") jest zbieiny dla |2| > 1/girozbiezny dla lz] < 1/e.
Przyjmujac r = 1/¢ widzimy, e obszarem zbieznodci szeregu
{3.8") jest ezesé plaszezyzny na zewnatrz kola (rys. 24) o promie-
niu 7 i §rodkn 0 (méwige ciflej: zbidr punktéw lezgcych na zew-
natrz kola i — by¢ moze — pewne punkty lezace na okregu
kola). We wszystkich punktach na zewngirz tego kola szereg
{3.8") jest zbieiny bezwzglednie.

R ey
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Rozwaimy teraz szereg nieskoneczony w obie gtrony
(3.8")

v
Iub

&_n @
2

_ a._
= T -|—w;’—+ao+a1z+aazz+...+anz“—{—...

o
E 2",
—

S‘zereg nieskoniczony w obie strony uwazamy za zbieiny,
gdy jest zbiezny szereg utworzony z wyrazow leigcych na prawo
od pewnego Wyrazu i szereg utworzony z wyrazéw leigcych na

lewo od pewnego wyrazu (oczywidcie nie trzeba wskazywaé po-
zycji tego pewnego wyrazu, gdyz przy innym jego wyborze w wy-
mienionych dwodch szeregach ulegnie zmianie tylko skothczona
ilo§¢ wyrazéw, co-nie ma wplywu na zbieinosé). Tak wige szereg

{3.8'") jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy sa rownoeczesnie
zhieine szeregi

ao—i-alg?}.-._qzz*—i—...—';—anz.”‘ﬁ—... lub iaﬂz"‘
i B . B n=0
G ey 45w N0 (lub_Zla )
2 z Tz i " < ne

Szeregi Fouriera
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Obszar zbieznodei pierwszego z tych; szeregéw jest wnetrzem
pewnego kola o promieniu R i §rodku 0. Obszar zbieznosei sze-
regu drugiego sklada sie z punktéw lezacych na zewnatrz pewnego
kola o promieniu r i grodku 0. Jedli » < £, to czesé wspolna tych
obszaréw zbieznosci jest pierfcieniem o grodku 0 (rys. 23). W tym
wige przypadku obszarem zbieznogei szeregu (3.8") jest piericien
ograniezony dwoma - okregami o §rodku 0 (do ktérego dochodza,
byé moze, pewne punkty lezgce ng - okregach  ograniczajgeych).
Ten pierécien nazywamy piercieniem zbieinosci szeregu (3.8").
Wewnatrz pierdcienia zbieznodci szereg (3.8"') jest zbiezny bez-
wzglednie. Jefli » > R, to szereg (3.8"") nie ma punktéw zbiez-
nosei; jesli r = R, to szereg (3.8'') moze mieéd punkty zbieznogei
tylko na okregn o promienin r — R. . :

Rys. 27

Rozwazmy szereg pobegowy

(3.8"7)  do+d,(z—a)+Ay(z—a)2+. ek Ay (a4l

Iub Z Ay (z—a)®,

=0
=]
Przyjmujac { =z—a sprowadzamy ten szereg do szeregu A,
o 0

0 pewnym promieniu zbieznofei R. Powraecajac do zmicnnej z
otrzymujemy, ze obszarem zbieznofci szeregu (3.8"") jest kolo
(rys. 26) o promieniu R i $rodku & (méwige Seislej: wnetrze kola
i by¢ moze pewne punkty lezace na okregu kota). To kolo nazy-
wamy kolem zbieinodei szeregn (3.8''), a jego promien — promie-
niem cbieinodei szeregm (3.8") (przy R = co otrzymujemy caly
plaszezyzng, przy R = 0 kolo redukuje sie do punktu a). Wewnatrz
kola zbieznodei szereg (3.8"') jest zbieiny bezwzglednie,

‘T
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Rozwazmy szereg

A 4.’1__1
g T S A A (r—a) ..
(3.8""") A G 4o+ o +A g+ A, )
oo Adg(z—ay+... lub ZA,,(z—a,)".
Przyjmujae § = z-—a sprowadzamy ten szereg do szeregu >'4, "

—_00
Jedli ostatni szereg ma pierdeieni zbieznodel r << |} << R, to obsza-
rem zbieznosei szeregu (3.8”"') jest pierfcien ograniczony okre-
gami o promieniach r i R i §rodku e (rys. 27). Ten pieréciex’} nazy-
wamy pierscieniem zbieinodei szervegu (3.8”"). Wewnatrz plql'éele-
nia zhieznofei szereg (3.8'""") jest zbiezny bezwzglednie,

§ 4. FUNKCIJA WYKEADNICZA, FUNKCIE HIPERBOLICZNE
I TRYGONOMETRYCZNE ZMIENNE)Y ZESPOLONE]

Dla dowolnej liczby zespolonej z okreflmy funkeje

¢, cophz, ginhz, eosz, sinz
jako suiny tyeh szeregéw potegowych, ktdére sa rozwini@ci.ami
wypisanych funkeji w przypadku, gdy zmienna z jest rzeczyWJLstq:
Poniewaz odpowicdnie szeregi potegowe 83 zbiezne ns calej prostej
liczhowej, wiee (na mocy twierdzenia Abela) sg réwnies zbleZm?
na calej plaszezyinie zmiennej zespolonej. Tak wiee dla dowolnej
liczby zespolonej z przyjmujemy nastepujace definicje:

z? 23 o %
{3.9) 6"=1+z+~é~!~+-§-!~+...=

te=0

zﬂﬂ

n
!
n!

2

3 2
{3.10) coshz :1+§T+E+m

-
H
1

o

I
Ma
S
=
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2t P >z
(811) sinhe =+ 7 b+ = Z e

¥
i (2n+41)!
- z2 z'; 3"1 N zZn
(312)  eosr=1— by = Z (=1
23 21141
(3.13) smz:e»_ﬂju___ _Z{ (2n+1)1_

Z tego okreslema. widad, ze dla wartodel rzeczywistych z wpro-
wadzone funkeje sg identyczne ze znanymi funkejami zmiennej
rzeczywmte] Dalej widaé, ze coshz i cosz 89 funkecjami pa.lzysty—
i (tzn. majg wlasnosé f(—z) = f(2}), natomiast sinhz i sm~
sz funkcjami nieparzystymi (tzn. majg wlasnoéé f(—z) = —f(2)

Wzory Eulera

Dla kazdej liczby zespolonej z na mocy wzorow (3.9), (3.12),
(3.13) mamy

" . 1222 1328 $izt 4825

duns =

e TR TR TR T
zz z3 z'l 55
Al—i—szw—z—’ frlw3—f+v4—!—|—'i~g?-—...=
22 e 7 ' 23 P
3(1‘5?*1?— )“("“—*w '):

= ¢os2-| ¢ainz,

przy czym skorzystalismy z faktu, ze w szeregu zbieznym, bez-
wzglednie mozna grupowaé wyTazy W Sposob dowolny.
W ten spostb otrzymaliémy wzdr Eulera

(3.14) 6 = cosz-|-isinz.
Zastepujac » przez —z otrzymujemy .

e~ = gosz--i8inz.

§ 4. Funkeje hiperholiczne i trygenometryczno 133

Dodajse i odejmujac stronami ostatnie dwie réwnofei otrzymujemy

¢4 ¢ = 2co8z, ¢°—e " = 2isinz,
skad
-] — iz —iz
. e e 6°—e
{3.147) 082 = ———y  B8INE = —m
. : 2 24

Te wzory riwniez 'na.zywamy wzorami Eulera.

Korzystajae ze wzoru Eulera (3.14) liczbe zespolona zapisang
w postaci trygonometrycznej (3.1) mozna rowniez przedstawid
w postaci

(3.15) z = re'®,
gdzie v jest modu!iam, a ¢ — argumentem liczby z.

WyTa.zenie (3.15) nazywamy postaciq wykladniczq liezby ze-
spolonej =

Zwiagzki nu@dzy funkeja wykladnicza i funkcjami hiperbo-

licznymi
Dla kazdej llczby zespolone] 2 na mocy wzordéw (3.9), (3.10),
(3.11) mamy

¢ 1ot 2 :
- TREETIV TR TR

z? .z" 23 25 .
= (1+a+-ﬁ+...) +( ETRY + ) = ¢oghz+- sinhz.

Zastepujac z przez 2 otrzymujemy
¢ = coshz—sinhz.
Dodajac i ode]mu]a,e stroriami ostatnie dwie réwnosci otrzy-
mujemy
¢+ e ® = 2coshz, ¢ —e ® = 2ginhz,
skad Ry
. e e—e "

(3.16) coshz = ginhz = 5




134 Il I'uakcje analit.\'&ne

Zwigzki migdzy fonkcjami ..

. Jami trygonemeltryczn f P

hiperbolicznymi yeznymi i funkejami
Ze wzoréw (3.10) i (3.12) wynika

. '523'2 'i"Z'l o 1
coshiz =11 .. 4 R R AL o
21! 41 Y r“—y—...—oo;,z
i analogicznie
€08%2 == ¢oshz,
Ze wzordw (3.11) i (3.13) wynika
. . 323 PEPT a 5
ginhiz = 424 -~ . z Fs o
+ 3t + 51 +"‘“"’z‘§T+B—‘ﬁ... = {sinz

i analogicznie
. singz = ¢sinhe,

Tak wiec
coshiz = ¢ 0867 = ¢

(3.17) 082, G032 = ¢oshez,
sinh#z = dginz, sinéz = isinhs.

S - o i
“' zo.ry (3.17) wynikajg réwniez bezposrednio ze wzoréw
(3.14") i (3.16). .

Twierdzenie o dodawaniu dla funkeji wykladniczej
Stosujae regule mnozenia Bzeregéw zbieinych bezwzglednie
mezemy napisad |

o0 & &
el — )ﬁ—i 32 %
Ly ! e* = TR
d 1
k=0 =0
o e O ao
e A%y 2% 1 aoeb
24 FXEX BN 2 f1%
. 1t
Al N=0 Kil=n n=0Q ﬂ Eil=n k1
e
n! > ! =
7|__! l.z'l' — L& aham—k n SRk m
1 2 1% == Za = {z 2,
ktt=n ki = k'(ﬂ—k)' ~ Ll ( 1+ Za)

(dwumian Newtona),
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Wobece tego

o
1
-5 ‘i3 :]
&fle™ = E P {21+ 2,)" = 1772,
-0

W ten sposdb udowodniliSimy twierdzenie o dodawaniu dla funkeji
wykladniczej: ,

(3.18) 1% = M,

Stad widad, ze funkeja wykladnicza ¢ dla zadnej wartosci 2
nie jest réwna zeru. Rzeezywifcie, gdyby € = 0, to dla kazdej
liczby zespolonej # zachodzilaby réwnodé & = ¢6"™™ = 0" "1 = 0,

co nie jest prawds, gdyz & = 1.

Twierdzenia o dodawaniu dla funkcji trygonometrycznych
Ze wzordw (3.14'), (3.18), (3.14) otrzymujemy

81'(51+32}_E_ G-—i(al+sz) eialeizz_l__ e--isls-—izz
€08 (8, 2,) = 3 = 5

(cosz, +isinz,){cosz,+isinz,) + (0082, —iginz, ) (corz,—iging,)
= 5 =

= CORZ, 0083, — 8z, Binz,,
e"‘(sl +22) __ 8‘“’1""’2] e“"l 31'33 — g'?'isl e_‘ls! .

$in (2, + 22) = = - T

(cosz,+18inz,) (cosz,+18inz,) — (€087, —i8in 2,) (COBZ, — 1 8iN2,)
- 2

= §inz,co82,-t €087, 3in2,.

W ten sposdéb ndowodnili§my twierdzenia o dodawaniv dla funkeji
trygonometryeznych sinus i eosinus:

coB(z,+ 2,) = €082,¢€08%;— §inz,sinz,,

(3.19) _ ) )
sin{z, 4 2;) = 8inz;cosz,+ cosz, sinz,.

I
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Twierdzenia o dodawaniu dla funkcji hiperbolicznych
Ze wzoréw {3.17) i (3.19) oftrzymujemy

cosh (2, + 2,) = co8i(2,+ 2,) = coBdz,co8iz,— siniz, sinez, =
= coshz, coshz,— isinhz; ssinhz, — coshz,coshz,+

oy ' sinhz,sinhz
(3.20) + ik, sinh 2,

. siné(z,+2 8in4z, cos iz, cosdz, gindz
ginh (2, +2,) = ( 1 z) = 1 2 ; 1 2 =
i %

iginhz, coshz,} coshgz, isinhz, . .
= - = sinh #, coshz,+ coshz, sinhz,.
1

Okresowost
Tunkeja wykladnicza ¢ ma okres 2mi. Rzeczywiscie,
T = 6™ = ¢®(cos2m+ igin2n) = ¢°.

Stad wybika, Ze funkcje coshz i sinhz (ktére wyrazaja si¢ zZa
pomocg €*) réwniez maja okres 2mi. Natomiast funkeja €° ma
okres 2w, gdy:

e'i(s+2ﬂ) — izpini iz

. ¢ e
wobec tego funkecje cosz i sinz (ktére wyrazaja sie za pomoca
¢'®) réwniez maja okres 2.

§ 5. NIEKTORE FUNKCJE WIELOZNACZNE ZMIENNE] ZESPOLONE]

. Logarytmy liczb zespolonych

Liczbe w nazywamy logarytmem liczby zespolonej z (przy
podstawie e), gdy ¢” = z. Kazda wartodé logarytmu liczby =
bedziemy oznaczali symbolem Inz, Zalézmy, ze z+ 0 (liczba zero
oczywifcie nie ma logarytmu, gdyz funkeja wykladnicza nigdy
nie jest réwna zeru). Poslugujac sie postacia wykladniczy liczby
danej z = ré'* (r jest modulem, ¢ jest argumentem) i postacig
~ algebraiczng liezby szukane) w = w-4v otrzymamy warunek

M= pe®  Iub e = re”?

§ 5. Niektére funkeje wisloznaczne 137

skad ¢ = r, v = p-+ 2kn (k jest liczba calkowita) i wobee tego
Cw o= Iny+4 é{p+ 2kw).

Na odwrét, dla kazdej liczby calkowitej & ostatnie wyraZenie
jest — co widad od razu - wartoscig logarytmu liczby 2. Tak
wiec Inz ma dla z # 0 nieskoriczenie wiele wartosei, przy czym
wszystkie te wartosci otrzymujemy ze wzoru

(3.21) Inz = Inr-+i{p+ 2kn)
(k jest dowolng liczbg catkowity) lub
(3.211) Inz == Injz2|- targz.

Stad widad, ze wszystkie wartofei Inz ofrzymujemy z jakiejs
jednej wartosei (Inz), wedlug wzorn

{3.21'1  Inz = (Inz)y+ 2kne

{k jest dowolnyg hézba calkowita).

Latwo mdmed %e zwykle reguly logarytmowama, pozostaja
prawdziwe, ‘

Potegi o wyklailmkn zespolonym i podstawie zespolonej
Niech A i B b@dq dowolnymi liczbami 7espolonyml (przy czym
A #0). Pryy]mu]cmy definicje

AB eBln A

Widzimy, ze tak okre§lona potega ma na ogoél nieskoniczenie wiele

wartosei (gdyz InA ma nieskoriczenie wiele wartofei). Jedli B

jest liezbg rzeczywista catkowita, to wartoSei wykladnika BlnA

Wystgpu]acego po stronie prawej réznig sie¢ o wielkrotnofei 2nt

i potega AF ma w tym przypadku tylko jedng wartofé.
PRZYKLAD.

it = eflni — Gl i(T242hn) e— (724 2km)

(% jest dowolna liczbs calkowita).
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Funkcje odwrotne do funkeji trygonémetrycznycln

Niech z bedszie dowolna liezbg zespolong. Na mocy okreflenia
arcsinz jest dowolng liczbg zespolong w spelniajacg réwnosé
sinw = z. Tak wiee dochodzimy do réwnania

czyli _ _
et 24z 1 =0,

Rozwigzujac to réwnanie otrzymujemy
& = 24 V1—z2,
1 ) —
0w = }_—ln(iz+l/l——.z*).

Tak wige wszystkie wartosei aresinz 5%, okreslone wzorem

1 .
(3.22) aresing = —In{iz ¥1--2%),

?

Wieloznacznosé tej funkeji wynika z dwoeh przyezyn: pier-
wiastek kwadratowy ma dwie wartosci, logarytm ma nieskoticzenie
wiele wartofei. Wyrazenie (3.22) ma sens dia wszystkich war-

tosci z, gdyz wyrazenie wystepujace pod zngkiem logarytmu Jest
zawsze rozne od zera.

Podobnie arccosz jest dowolng liczbg zespolong w spelniajacy -

rownosé cosw — 2. W tym przypadku otrzymujemy réwnanie
3iw+8_iw
2

E z,
czyli ) )

‘ e — 226"+ 1 = 0,
skad

e = V21,

w = —}ln(z-l— Var—1),

|
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Wobec tego wszystkie wartogei arccosz 53 okreslone wzorem
1
(3.23) Arccosy = —Q_—ln(z-{—l’za—l).

Wieloznacznosé tej funkeji wynika z dwéch przyczyn: pier-
wiastek kwadratowy ma dwie wartoéei, logarytm ma nieskoricze-
nie wiele wartodci. Réwnodé (3.23) ma sens dla wazystkich war-
toSei 2, gdyz wyrazenie wystepujace pod znakiem logarytmu dla
wszystkich wartodel 2 ma sens i jest roézne od zera.

Rozwazmy jeszcze arctgz okreslony jako dowolna liezba
spelniajaea réwnosé tgw = 2z (). Mamy

eiw_ efiw

czyli
P _1 _
P
a wiee
2 _ 1—;—@3 itz

1—d2  §4z’

1 t—2z
w = "H;-lll < .
2¢ t+2z
Wobec tego
¢ 1 1 g2
9. = —1In .
(3.24) et = i i e

Wieloznaczno$é tej funkeji wynika z wiecloznacznosei loga-
rytmu. Wyrazenie (3.24) traci sens przy z = -+i.

() Funkeje tgz okreslamy, podobnie jak dla wartoéei rzeerywistych 2,
wzorem tg: = sinzfcosz (praypisek flumacza).
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Funkcje odwrotﬁe do funkcji hiperbolieznych
Na_mooy okreslenia arsinhz jest dowolng liezba zespolong w
spelniajgea réwnodé ginhw = z. Mamy :

6w_e—w
2

ezyli

: ¢ —22¢"—1 =0,
skad

& = 2Vt 1,
w o= 1n(z—i—l/z‘z+ 1).

Wobec tego
(3.25) arsinhz = In{z+Vzi+1).

Podobnie arcoshz jest dowolna liczba zespolong w spelniajacs
réwnoéé coshw = z. W tym przypadku
efe ™
2

:z’

e .2z +1 = 0,
e’ = z—l—_l/:ﬂﬁ_l—l,
w = In(z4 Ver—1)
i wobec tego

(3.26) arcoshz = 11_1(z+l/z=_1).

Na mocy okreflenia artghz jest dowolng liczba zespolong w

spelniajaca réwno§é tghw =z (1). W tym przypadkn
B e )

- —w = *
e’ e

‘(t) Funkeje tghz okreflamy, podobnie jak dla wartodci rzeczywistych 2,

wzorem tghz = sinhzfcoshz (preypisek tlumacza).

§ /. Niektore funkcje wieloznaezne : 141
e’ —1
Pt
eﬂw — 1+2‘
1—2z’
1 142
W = —
2 1-—=2
Wobec tego _
L Lo 14z
3.27 artghz = —1n .
( ) L g : 2 1_2

To wyraZenie traci sens przy z = +1.

W ieorii funkeji. analityeznyeh wygodnie jest rozwazaé funkeje wiclo-
znaczne jako funkcje jednoznaczne okreflone na pewnych powierzchniach
wieloligtnych (tzw. pbwierzchniaoh Riemanna). PoniewaZ nie mozemy tu
podaé zadnego ogdlnego okredlenia takich powierzchni, ograniczymy sig do
pogladowego skonstruowania takich powierzchni dla najprostszych funkeji

1]
wieloznacznych Vz i inz.

Rozwaimy n egzemplarzy plaszezyzny zmiennej zespelonej z (ponu-
merowanych liczbami 1, 2,...,n) rozcigiych wzdluz dodatnie] czefei o
rzeczywistej i nklejmy te egzemplarze w sposéh nastepujacy: dolny brzeg
rozeiecia plaszczyzny pierwszej laczymy z gérnym brzegiem rozciecia plasz-
czyzny drugiej, doluy brzeg rozciecia plaszezyzny drugiej laczymy z gor-
pym brzegiem roszcigeia plaszezyzny trzeciej itd., dolny brzeg rozcigcia
plaszezyzny (n—1)-8zej laczymy = gbérnym brzegiem rozcigeia plaszezyzny
n-tej i wreszcie doliy brzeg rozciecia plaszezyzny n-tej laezymy z gornym
brzegiem rozciecia plaszezyzny pierwszej (ostatniege sklejenia nie moina
wykonaé bez przenikania). W wyniku otrzymamy powierzchnig n-listna
z punktem rozgalgzienia 0. Jedli zaczniemy okrazaé punkt 0, to po kazdym
okrateniu znajdziemy si¢ na lifein nastepnym i po n okrazeniach powrdcimy

n

do punktu wyjscia. Funkcje 'z n-znaczna na zwyklej plaszezyinie zmiennej

" zespolonej mozna rozwazaé jake funkeje jednoznaczna okreélong na zhudo-

wapej powierzehni m-listnej. Zbudowana powierzchnia jest powierzehnia
n

Riemanna funkcji Va. :
'Rozwazmy teraz nieskoficzenie wiele egzemplarzy plaszczyzny zmiennej
zespolonej {ponumerowanych wszystkimi liczhami catkowifymi % 0) z roz-

s Fmii L
S n




T

ot
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cigciami wedlui dodatniej czeici osi rzeczywistej. Dla kaidej liczby catkowitej
u gklejmy dolny brzeg egzemplarza n-tego z gérnym brzegiem egremplarza
(n+1)-szego. W wyniku otrzymamy powierzehnie nieskoficzenie wielo-
listng. Jedli zaczniemy okrazaé punkt 0 w dowolnym kierunku dowolng
ilosé razy, to weins bedziemy przechodzié na nowe lideie § nigdy nie wrécimy
do polozenia poczatkowego. Funkeje args nieskoficzenie wieloznaczng na
zwyklej plaszezyinie zmiennej zespolonej moZna rozwazaé jako funkeje
jednoznaczng okreflong na zbudowanej powierzehni wiclolisinej. A wige
funkejg Inz réwniez moina rozwazaé jako funkcje jednoznaczng okreslong
ha tej samej powierzebni (zhudowana powierzehmia jest powierzehnin Rie-
manna funkeji Inz),

§ 6. POCHODNA FUNKCJT ZMIENNE] ZESPOLONE]

Pochodna funkeji o wartoéciach zespolonych zmiennej rzeczy-
wistej _

Niech z(t) = x(t) éy(1) bedzie funkejg zespolong zmiennej
rzeczywistej i.

Mdéwimy, ze ta funkeja jest ciqgle w punkeie ¢, gdy dla kazdej
liezby & > 0 istnieje taka liczba 7 >, Ze dla |At] < 5 zachodzi
nierdwnosdé [s(t+ At)—z2(1)] < . Funkeja z(t) jest ciggla w punkeie
t wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje z(t) i (t) 53 ciagle w punkcie .

Pochodng funkeji z(t) w punkcie ¢ okredlamy jako granice

Az

lim
A0 A t

dz
(0 ile ta granica istnieje) i oznaczamy jg symbolem I Iab 2'(1).

dz
4 okreslenia wynika, ze pochodna mit—-istnieje wtedy i tylko
[{

dy

dr
wtedy, gdy istnieja pochodne @ i ¢ ' PTZY czym

dz  dw i—dy
a @
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Okreslenie pochodhgj funkeji zmiennej zespolonej .

Niech w = f(z2) bedzie funkejg zmiennej zespolonej 2. o

Méwimy, ze ta funkeja jest ciggle w punkeie 2, gdy d_l'a kazdej
liczby & > 0 istnieje taka liczba. 5 > 0, ze dla |Az| < 7 (o‘ﬂe 2+ Az
nalezy do obszaru okreflonodei funkeji) zachodzi nieréwnogd
[dw| < e. . _ . .

Pochodng funkeji w = f(2) w punkeie 2 (za.kladamyr, %e funk(}_]a.
jest okreflona w otoczeniun tego punktu) okreflamy jako pranice

dw fle+ A2)—f(2)

lim — = lim e — =~

Az0 A2 A4z>0 ; Az

. dw ,
(o ile ta granica istnieje) i oznaezamy ja symbolem o Iab f'(2).

Jesli pochodna istnieje w pewnym punkeie 2, to funkeja jest
ciggla w tym punkeie. ) .

Powiemy, Ze funkeja f(2) jest rééniczkowalna w punkeie z,
gdy z przyrostu funkeji w tym punkcie

fla+A4z)—f(z)
mozna wyodrebnié czedé gléwng liniows, tzn. wyrazenie pomfaci
Az (C jest pewna liczbg zespolong) takie, ze pozosta.la: czesé Jegt
nieskonczenie maly wyzszego rzedu wzgledem Az._T_ak wiee funkeja
f(z) jest rézniczkowalna w punkeie 2z, gdy istnieje rozklad

fla+42)—f(2) = Cdz+ y(42) Az,
w ktérym p(dz) — 0 przy Az — 0.
Stad wynika, ze
fle+d0—1(z)
Az -
a Lo oznacza, Ze w rozwazanym punkeie funkeja f(z) ma pocliodnsg

J(z) = _
Na odwrdt, jefli funkeja f(z) ma pochodna w rozwazanym
punkcie, to

= 0+ y(dz) —~ C,

J(z+Az)—f(2)
Az

= [ (@) +y{42),

B EES T
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gdade’ y(Az) > 0 przy 4z >0, skad

flz+A2)—fl&) = [ (3) A2+ y(d2) A2

i wobec tego funkcja f(2) jest rézniczkowalna w rozwazanym
punkeie.

Tak wiec istnienie pochodnej i rézniczkowalnoéé w punkcie
ga faktami réwnowaznymi.

Przypomnienie o réimiczce zupelnej funkcji dwéch zmiennych
rzeczywistych '

Méwimy, ze funkeja u(x,y) jest réiniczkowalna lub Ze ma rééniczhe
zupelng w danym punkeie (@, ) {zakiadamy, ze tunkeja jest okredlona w oto-
crenin tego punktu), gdy z przyrostu zupelnege funkeji w tym punkcie

'u’(m‘}‘dwr y*t’Ay)'—"'(mr y)

mozna wyodrgbnié ozet gléwna liniows, tzn. wyrazenie postaci AAx- BAy
{A i B ag pewnymi liczbami) takie, %e pozostala czgéd jest nieskoficzenie maly

wyiszego rzedu wzgledem V A2? + Ay?. Tak wige funkeja u(z, y) jest roznicz-
kowalna w punkeie (x, y), gdy istnieje rozklad

wlzt Az, y+Ay) —u(z, y) = Adz+Bdy+y (A, Ay Aa® + Ay?,

w ktérym y{dz, Ay) — 0 przy YAz Ay — 0.
Przyjmujac Ay = ¢ bedziemy mieli

wiz 4z, y)—u(z, y) = Adoty{ds, 0)|4z),

ui{st+ Az, y)—u(z, y)
Az ’

skad widaéd, ze w rozwasanym punkcie funkcja w{z, y) ma pochodny czist-
kows wezgledem. z, przy czym du/dx = A. Apalogicznie stwierdzamy istnie-
nie pochodnej czastkowe]j wagledem y i réwnoé dufdy = B.

' Tak wiec czesé glowna liniowa przyrostu zupelnego funkeji u{z, ¥)
jest réwna

= Ady(Az, 00> A, gly dz—0,

ou e
—Avt+ — Ay.
ox oy Y

. Nazywamy in résniczka zupelnq funkeii w(x,y) w danym punkeic.
Oznaczajae résniczke zupeing symbolem du, a prayrosty zmiennych nie-

zaleznych symbolami dx i dy otrzymujemy wzor
' du .

du = ox oy

dy .
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Widzimy, e z istnienia rézniczki zupeinej wynika istnienie pochednych
czastkowych. Twierdzénie odwrotne nie jest prawdziwe, tzn. moie sie zda-
rzyé, :‘ae.pochodne czastkowe w danym punkcie istnieja, ale rézniczka zu-
pelna nie istnieje. Jesli jednak pochodne czastkowe istnieja w otoezeniu
rozwatanego punktu i sa ciagle w tym punkcie, to w tym punkecie istnieje

roéiniczka zupelna.
Rezeczywitcie, stosujac wzor Lagrange’a otrzymujemy
w(z+ e, y+ .dy){ﬂ{a:, y) =
= [w(z-k dv, y+dy)—ule, y+ A1+ [ule, y+ dy)—wiz, y)] =

= wy(m+ 04z, Y dy) Ao (v, y 10, Ay) Ay =

[y {m, 9) +a] w4 [u (z, y} +B1 Ay =
= (@, y) dztuy (@, y) Ay-+ads-pdy,
T0<fcl, 0<O <1,

a0, F—>0 przy  V{daP+ (4 0.
Ale

vAx+pAy S
YAz - Ay I < laj+ipl >0,  gdy 1’(Ax)!+{,dy‘=}e- o,

i wobec tego u;{a:, y) Az +u;(:c, y) Ay jest cszedciy glowna liniows przyrostu
zupelnege, czyli réZniczka zupelna istnieje,

Warunki konicozne réimiczkowalnosei funkeji zmiennej ze-
spolonej o -
‘Niech

w = f(z) = u(z, y)+iv(z, )

bedzie funkeja zmiennej zespolonej z = -} iy, rézniczkowalng
w danym punkeie 2. N o

. Poniewaz w danym punkcie funkeja f(2) jest rozniczkowalna,
wiec funkcje w(w,y) i v(w,y) sa réwniez rézniczkowalne w tym
punkeie. Rzeezywidcie, jefli z przyrostu w = f(z+ 42)—f(2)
mo’na wyodrgbnié. czeéé gléwna liniows, to biorac jej czefé rze-

Szeregl Fourlera 10

x W oa.

-
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czywista i wspolezynnik przy i otrzymaimy odpowiednio ezedci
glowne liniowe przyrostéw zupemych

Au = (w4 dz, y+Ay)— wiz, y)
Adv = 'v(m—l—dw, y+dy)—w(ex, ).

Jegli punkt przesuniety z+Az dazy do z po prostej pozmme],
to w wyraZenin
Az = Aw+tidy

nalezy przyjaé Ay = 0; woéwezas

Aw Au-{— idv Au CAdv o odu | Lo

————t —_— J—— 1

i e IR QUOE,
Az Az T Ax A oz ' oz

Jesli punkt przesuniety dazy do =z po prostej pionowej, to
W wyTraZenin
Az = Az+idy

nalezy przyjgé Az = 0. Wdawezas
Aw A'u+iélfu Av | Au Ao ; i

= 4 — = — —
Az idy Ay Ay dy (]y

Wobec tego istniejgca na mocy zalozenia pochodna )
wyraza sig wzorami

Ju dv dv | Ju

f()——+ %ia— ‘0“37
skad ) '
: du . av
oz dy’
(3.28)
dv ,_ du
dr Oy

Réwnania (3.28) nazywamy warunkamt Cauchy-Riemanna.
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Warunek dostateczny rézniczkowalnosei funkeji zmiennej ze-
spolnej.

Zalézmy, ze funkeje w(z, y) i v(x, y) sa rézniczkowalne i spel-
niaja warunki Cauchy-Riemanna w danym punkeie. Bedziemy
mieli (a, § — 0, gdy Vdz2+ Ay® — 0)

T LY e sragy o
dw  dutide x0T gy Ve ArEdy
Az~ Ax-+idy Az +-idy +
(5 a0 30 ay 1 V20T 2yt
4| — da4--— A r 2
> T oy y+ BV dxr+ Ay
Ax+-idy -
(n v av -
Py 'Jv—m- Ay+e(-—dw+—-~zu) + (a+ i)V dw? + Ay
- Az-+idy =
(_O.N, . i)v) At i A o At T
B P "»d;( Z-+2Ay) - (a+ i)V dx® 4 Ay
- Az iy -
_Ou o do | (at i Aot Ay
oz dx Az +iAy ’
Ale
(et i)V Azt Ay® |

v — 2 AmE 1 Ane?
Az idy | Va + 82— 0, gdy l/.dm“-}—dyg—»(}.

Wobec tego
Aw ﬂu 6’0
sy Az 333
tzn. pochodna f'(z} istnieje.

Tak wige funkeja zmiennej zespolonej w == f(z) = u(m,y)—{-
+¢v(x, y) jest rézniczkowalna w danym punkcla wtedy i tylko
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\'vte'dy,: gdy w tym punkeie funkeje wla,y) i v(@,y) 52 rozniczko-
walne i spelniaja warunki Cauchy-Riemanua (3.28).
Pochodna f' (2} wyraza pie wzorami

' du L dv _61} igt_a_#
(3.29) f{z) -_-2—55_*_1'—6—99 _ —_

ou cau | Ov +i6fv

=% oy oy o

Przykrap. Niech flz) = & = ooy ieEiny. \‘Yszystkie-" zalozenia Bi
oczywikcie gpeinione i ze wzord (3.20) otrzymujemy g = ¢

Pochodna funkeji zlozonej

Wieeh w = f(2), # = ¢ (§)s wiwezas w = flp()] Przechodziye W rbwno@i

Aw Aw f_
(3.300) —J—AC = —;fl_z ac

do graniey przy AL —> 0 otrzymujemy

dw dw dz

(3.30) 3 ==
ﬁrzy zalozenin, ze funkeja ¢ jest résniczkowalna w punkcie i funkeja f
jest résniczkowalna w punkeie z = g{)- . e =0

Podane wyprowadzenje wzoru (3.30) jest poprawas, 3eze}1. zf ,1 = 0,
gdys wowezas dla dostatecznie matych AZ przy.mst Az jest roiny u’(lztira
i réwnofs {3.30°) ma gens. Jesli w danym punkeie dz/d{ = 0, Eo (10“;:(’ “'y];
maga uzupelnienia. Je&li hatnieja dowolnie male w:a.rtoscl Ar, dla tqu ;
Az = 0, to ze rwizzku (3.40") wynika, ze gdy A{ dasy do zera poprzez fakie
wartosei, to stosunek Aw/AC dazy do

Ina tyeh wartosci AL, dla ktoryeh 4z = 0, sacliodzi rm.:zy\:'i&'scie r('m:'n(‘ié;':
Aw == 0; wobec tego jeéli istniejx dowolnie malf.& WartOH‘Gl' A, dia :klnr_y(:‘ :
Az = 0, to przy AL dasacym do zera poprzez takie wartosc ﬂi‘.uﬁl:nul\ A“f ! ’,{-
rownies dagy do zera. Tak wige dwjAl daiy (-10 z0Ta, gdy A.g -0, cayli
pochodna. dwjdz istnieje i jest rowna zeru. ;Pomew’az W .1'05“'3%“5.’1“0]“‘.3?;
padlu prawa strona wzoru (3.30) tes jest rowna zZern, wiee wzdr (3.30) Jes
ﬁfaw&ziwjr réwnies w przypadku dzfdl = 0.
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Formaluie technika rézniczkowania funkcji zmiennej zespo-
lonej nie rézni si¢ 0& teehniki rézniezkowaniz funkeji zmiennej
rzeczywistej i dlatego nie bedziemy si¢ nig zajmowali. Zauwazmy
jeszeze, ze jeshi z(1) jest funkeja zespolona zniennej rzeczywistej,
& f(z) jest funkeja zespolong zmiennej zespolonej, to flz(t)] jest
funkeja zespolona zmiennej rzeczywistej. Rozumujae jak przy
wyprowadzenin wzoru (3.30) otrzymamy

(3.31) {flzl =F =] (1),

przy zalozeniu, ze pochodne wystepujace po stronie  prawej
istniejg.

§ 7. FUNKCJE ANALITYCZNE I HARMONICZNE

7bior punktéw na plaszezy’nie nazywamy oliwertym, gdy
wokol kazdego punktu tego zbioru mozna zatoczyé kolo catko-
wicie lezace w tym zbiorze. Zbiér otwarty nazywamy obszarem,
gdy kazde dwa jego punkty mozna polaczy¢ lukiem ciaglym lezg-
eym w tym zbiorze. Punkiem brzegowym obszaru nazywamy
punkt, ktéry nie nalezy do obszaru i ma taks wlasnodé, ze do-
wolnie blisko tego punktu mozna znaleié punkty naleigce do
rozwazanego obszaru. Jesli do obszaru dolgezymy jego brzeg,
to otrzymamy zbiér punktéw zwany obszarem domknigtym. Zbior
punktéw na plaszezyinie nazywamy ograntoionynt, gdy miesei
sie on w pewnym kple o dostatecznie duzym promieniu.

PrzyiLany. Wnetrze krzywej zwyklej zamknigtej(l) jest ohszarem
ograniczonym. Wnetrze krzywej zwrykie zamknigtej wraz z punktami
krzywej tworzy obszar demkniety ograniczony.

Jedhi (! jest krzywa zwyklay zamknieta i Cp, Cp, ... On 52 krzywymi

zwyklymi zamknigtymi leiacymi wewnatrz (' jedna na zewnatrz drugiej,

to’ zbidr punktow lezifych wewnatrzs €, ale na zewnatrz wazystkich €y,
('3, ooy (', jest obszarem ograniczonym. Przykladami ohszaréw nicograni-
cronych syt cala plaszezyzna, poiplaszezyzna, par migdzy prostymi réwno-
leglymi, waetrze kata. !

(') Przez krzywa zwykly zamkniets, bedziemy rozumieli krzywa re-
gularny zamknietn bez punktiw wielokrotnych (przypisek llumacza).

Faed
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Funkeje zmiennej zespolonej f(z) okreilong w obszarze D
i roézniezkowalng w kaizdym punkcie tego obszaru nazywamy
analityczng W obszarze D.

Funkeje dwéch zmiennych rzeczywistych w(w,y) okreslong
w obszarze D, majacg w tym obszarze ciagle pochodne czastkowe
do drugiego rzedu wlacznie i spelniajaes rownanie Laplace’a
1,39 3 0%n o
(8.32) et Tayr
nazywamy funkecja hermoniczng w obszarze 0.

Istnieje prosty zwigzek miedzy funkejami analitycznymi
i harmonicznyni:

Czedd rzeozywista kaidej funkeji a.rmla.',ycznej jest funka)q har-
monicandg.

Rzeczywidcie, niech

&) = wix, y)+iviw, 1;)
bedzie funkejg analityezng w obszarze 0. Zalézmy, ze funkeje
w{x,y) i v(z,y) maja ciggle pochodne czastkowe do drugiego
rzedu wlgeznie (nie stanowi to Zadnego ograniczenia, gdyz jest
tak zawsze, ale nie widaé¢ tego bezposrednio z definieji funkeji
analityeznej). Rézniczkujge réwnania Cauchy-Riemanna

du av Ou dr

dx oy’ du dx

odpowiednio wzgledem « i wzgledem y i uwzgledniajge niezaleznosé
pochodnych ezgstkowych od kolejnosei rézniczkowania otrzymamy

a%y i v @ (6-u-)+ 9 (ﬂ-u) 9 (au)+ 0 ( 61?) B
x| gyt Ox \dx oy \ dy Bz Yy arl

. i%p a%p _

dxdy dxdy
Wobec tego u{z,y) jest funkeja harmoniezng w obszarze D.
Oczywidcie, funkeja v(x, ¥) tez jest funkejg harmoniczng, gdyz
jest ona czedcig rzeczywisty funkeji analitycznej —if(2) = »(x, ¥)—
—du(z, y).
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W przypadkn obszaru jednospéjnego D (obszar nazywamy
jednospéjnym, gdy kazdg krzyws eiagly zamkniety lezaeq w obsza-
rze mozna $cigengd za pomoea przeksztalcenia cigglego do jednego
punktu, bez wykraczania poza obszar) prawdziwe Jest twier-
dzenie odwrotne:

Katda funkeja harmonicana w obszarze jednospdinym D jest
czedetq  raeczywisty pewnej (jednoznaczne) funkeji  analityeznej.
Rzeczywidcie, je§li w{x, y) jest funkeja harmoniezng w. obsza-

rze D, to mozna znaleié taka funkeje »(z, ¥}, ktora jest A mdzana.
7 (@, %) réwnaniami Cauchy-Riemanna

v du @ du
P AR il P
wynika to z faktu, ze wyraﬁenia,“.';
du ) ou
P = — 6_?; i Q= o
spelniaja warunek
#Q P
By
gdyz .
N ] (a-u) ] ou d2u 0%
x| oy oz \dw _795(__65) T oyt
Woaobee tego wu(x, y)+ iv{x, y) jest funk(:]a a.na.htyczna ziiennej
zegpolonej z = x4y w obszarze D.

Funkeje harmoniezng »(z, y) nazywamy funkejs sprzeiong
do funkeji harmonicznej u(x, ). Widzimy, ze jesl fankeja » (x, ¥)
jest harmoniczna, to wyraienie

jest rozniczkg zupelng i zagadnienie znalezienia funkeji harmo-
nicznej sprzezonej sprowadza si¢ do zagadnienia scalkowania tej
rozniczki zupelnej. Funkeja harmoniczna sprzezona jest wyzna-
ezona z dokladnofcia do dowolnego skladnika statego.
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§ 8. CALKA FQNKCJI ZMIENNE]) ZESPOLONEJ

Calka zwykla funkeji zespolonej zmiennej rzeczywistej

Niech f(1) = g{f) + iy (t) bedzie funkcja zespolong cigglay zmien-
nej rzeczywistej ¢ okreflong w przedziale ¢, <t < T (rys.28).

Dzielge ten przedzial na czefcl za pomocy punktéw podziaiu
b (g <ty<<owe <l <tppy < ovo <y} 1 biorae z kazdej czedcl
dowolny punkt =, utwoérzmy sume

a1l

2 flm) Aty
i=o

gdzie Aty = 41— b
Ty
tt t trsy tog!
ol X il in-1
Rys. 28

Gdy najwieksia, z roznie Af, dazy do zera, to napisana suma
dazy do graniey, ktorg nazywamy calke 1 ktéra oznaczamy symt-
bolem

-
f fltydi.
4

Jedli w xéxmoéci.

Zf(‘fk) Ay, = Z@(Tk) A+ Z () At
m % %

p_izejdziemy do granicy, to otrzymamy wzor

T T i T
[fwit = [gmat+i [ pBar.
iy ‘e &

Calka funkcji zmiennej zespolonej, jej wyraiemie za pomocy
calek krzywoliniowych i najprostsze wlasnosci

Niech f(z) bedzie funkejg ciagla zmienne] zespolonej okreglo-
na na pewnej krzywej ;;geg'ula.mej AB (rys. 29). Podzielmy krzywa
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AB na czedei; niech z, beda liczbami zespolonymi odpowiadaja-
c¢ymi punktom podzialu. Na kazdej czesei obierzmy punkt, ktéry
odpowiada pewnej liczbie zespolonej {, (jako (. mozemy wzigé
w szezegblnodei z,) i utworzmy sume

nt Ing
J,ﬂ':k)fflzka -1
k=8,
gdzie Az, — zk+1%zk. : Zys)
Granice tej sumy (gdy dlugo$é naj- 2 /%
wickszej spoirdd’ czesci krzywej dazy do K
zera) nazywamy callq funkeji f(z2) wzdluz .
krzywej AB i oznaczamy symbolem z’
H R oA
(3.33) J fle)ydz. . Rys, 29
AR ,

Calke (3.33) lativo mozna wyrazi¢ za pomoea zwyklych calek
krzywoliniowych (stagd bedzie réwniez wynikadé istnienie catki
(3.33), gdy istnienie calek krzywoliniowych przyjmiemy za znane),

Przyjmujae f(z) = n(z, y)+iv(x, ), % = x+ iy bedziemy
mieli

[ floyie = ng flz) Az, =
' &

AR

= tim Y [y )+ vty y) WAt icdyy) =
k

— lint _}J

[ ey i) A — v, 1) A+
&
-4."._;’:_“1“ Z [# {2y yu) A+ 2 (@, i) dyi] =
[N k

— -f__atflr—ufl_r;—+i fvd:n+ wudy.
AB AR

Tak wiec SRR

{(3.34) _f.f(z;)d.‘z = [wdr—ody=i fﬂd:ﬂ—}—udy.
i ] ' AB

AB L AB

wl
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7 bezposredniego okreslenia calki (3.33) (a takie ze wzoru
{3.34)) wynika, ze przy zmianie kierunku. drog1 ca.lkowa.ma calka
zmicnia znak: ,

-l

HA AR

jeli droge podzielimy na czedei, to calka po calej drodze jest
réwna sumie calek po poszezegélnych czgsciaeh; calka po drodze
zamknigtej nie zaleiy od wyboru punktu poczatkowego, natomiast
zalezy od kierunku chiegu (w przypadku krzywej zwyklej zamknie-
tej mozna stosowad oznaczenia f {, przy czym f = —f ezyn-

RN,
niki state mozna wynosié przed znak ealkl ea.lka sumy ]est rowig

sumie calek.

Zamiana calki funkeji zmiennej zeéspolonej ma zwykla calke
funkeji zespolonej zmiennej rzeczywiste]
Jesli
x = w(t),
- b st sy,
y = ¥t} )

- #g rownaniami pa.ranwtrycznyni}i krzywej AB, to z = z(f), gdzic

z(t) = 2(t)+iy(t) jest réwnariem parametrycznym zespolonym
luku AB. Wéwezas calke (3.33) funkeji zmiennej zegpolonej
moina zamieni¢ na zwykly calke funkc_u zespolonej zmiennej
rzeezywistej wediug wzorn

(3.35) ff(z)dz— ff[z(t]z (hdt -

AB

{zakladamy, Ze funkeja z(i) ma ciagla pochodng wzgledem ).
Wzér (3.35) mozna wyprowadzié w sposéb Deézpodredni; ale

mozna go tez otrzymadé z analogicznej reguly dla zwyklych calek

krzywoltniowyeh w sposéb nastepujacy: '

ff(z)d fudm—ﬁdy—l—i fi’(l?%+1¢dy =

AB AR ’ Al

§ 8. Calka fuikeji zmiennﬂj- zospolonej 155
ty
ar dy dr;
= w— — v | J - =
f ( a | at ) T ( )‘If

h
f-_g [N
du d'y

- f(-»u,+m)(-——4 )g.: J:f(z)%jdr=
¢

'l 1
{2
— | 117 0.

Przykean. Oblicimy ealkg

gdzie € jest ckregiem o promieniu K i érodku @ = «+if. Réwnania para-
metryczne tego okregu majs postaéd
r = u-+Reosg,

0o < 2,
y = p+Rsing, ¥

wobee tego rownanie paramoetryczne zespolone ma postaé 2 = a+4if
4 B (cosp+ising) lub 2 = a4 Re'¥. A ratem

(3.36) f iz J- (Re'e) d(p I- = 2.

310?

Jesli n jest liczha eatkowity £ —1, to

o Fi14 :
(3367 (z—a)*& = [ (Re'O)\“(Belvydp =
\6) ]

2n n41)ig |2
= R”“'lif e(ﬂ-:-l)iw&q, — RU+lg eln+1ie _"
’ 0 : . (n41)i lo

Tak wiee dla » calkowitego

(3.36") aydz = {‘i, gdy a % —1,

gdy #n= —1.




156 : I11. Funkeje analityezne

Oszacowanie modulu calki

Jefli na krzywej regularnej AB o dlugodei L zachodzi nierow-
noéé |f(z)] < M, gdzie f(z) jest funkejg eiagla zmiennej zespolo-
nej z okreflong na krzywej AB, to

Sa) da] < 3zl lan] < MY |da
k k

k

Ale |4z, jest odlegloécia miedzy punktami 2 1 2,,; wobec
tego Y|4z jest dlugodcis tamanej wpisanej w krzywg A B, a zatem
k

. 7
% | Az| < L.

Wobec tego

| X flew) Az | < ML,
F3
skad po przejécin do granicy
(3.37) | [f(a)as| < ML
AR -

Tak wiec modul ecalki funkeji ciaglej zmiennej zespolonej wzdiuz
krzywej regularnej jest niewiekszy od iloczynu dlugodei krzywej
przez maksimum funkeji podcatkowej na tej krzywej.

Przejscie do granicy pod znakiem calki
Niech ' .
RGPS I PRRPRR M) PR

bedzie ciggiem funkeji cigglyeh zmiennej zespolonej # okreslo-
nych na krzywej regularnej AB (o dingodei L}, zbieznym jedno-
stajnie na tej krzywej do funkeji f(z) (oznacza to, ze dla kazdej
liczby £ > 0 istnieje taki wskaZnik N, ze dla » > N i dla wszyst-
Kkich # lezgoych na krzywej A B zachodzi nieréwnosé |f,(#) — f(2)]| <
< £). Funkcja f(2) jest ciagla na kvzywej AB (dowodzimy tego
tak samo, jak w przypadku zmiennej rzeczywistej). Wowezas

(3.38) tim [fu@de = [fl2)az.
. AEB

R—rcO 4B

-l
-1

§ 8. Calka funkeji zmiennej zespolonaj 1:

Rzeczywidcie, cbierajge & > 0 znajdziemy taki wskainik XN,
#e dla n > N bedzie zachodzila nieréwnodé |f.(2)—f(2) < ¢
dla kazdego z lezacego na krzywej AB. Na podstawie wzoru {3.37)
otrzymamy "

| [hade— [f@dz] =| [ —f@)1d] < oL
AB AR AR

dla n > N, co dowodzi wzorn (3.38).

§ 9. TWIERDZENIE PODSTAWOWE CAUCHY'EGO

Niech funkeja’
w = f(2) = ulx, y)+ vz, y)
bedzie analityezna w obszarze jednospéjnym D. Zalézmy, ze
Tochodne czastkowe rzedu pierwazego funkeji w{z,y) i v(xz, ),
ktérych istnienie wynika z analitycznodei funkeji f(z), sg ciagle
w obszarze D (nie stanowi to zadnego ograniczenia, gdyz jest tak
zawsze, ale nie widaé tego bezposrednio z definieji funkeji anali-
tyeznej). Niech ¢ bedzie dowolng krzyws regularng zamknicta,
lezgea W D; wowezds na mocy wzoru {3.34)

{:f(z)'dé = fudm——vdy—{—'i f‘ndn-{-— ndy,
¢ ' ¢ e

ale z warunkéw Cauchy-Riemanna mamy

_ '_s,a,’(ﬂv) du v dv
e Ay’ oz oy’
wobec tego wyrazenia

- wdz—ody, vdrt-udy

33 rézniczkami zupelnymi w obszarze jednospéjnym D), skad
wynika, ze ich ca.lki_ po krzywej zamknietej ¢ sg réwne zeru, czyli

f flz)dz = 0.
. ]
W ten sposob doszlismy do nastepujacego twierdzenia:

o
e

S Y



E

—
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TWIERDZENIE PODSTAWOWE CAUCHY'EGO. Jedli funkeja f(z)
Jjest analityezna w obszarze jednospdjnym D, to calke tej funkeji
wzdlus kaszdej krzywej regularnej zamkniglej leiqcej w obszarze D
Jjest rowna zery.

W szezegllnodei, jesli C jest krzyws zwyklg zamknigty i funkejor
f(2) jest analityezna wewnatrz tej krzywej i na tej krzywej, to

(3.39) ffn)ae = 0.
4

Twierdzenie Cauchy’ego dla krzywych zlozonych

Niech € bedzie krzywa zwykla zamknieta i niech €, C,, ..., C,
beda krzywymi zwyklymi zamknietymi, lezgeymi wewnatrz O,
jedna na zewngtrz drugiej. Niech funkeja f(2) bedzie analityezna
w obszarze zawartym miedzy krzywsa C i krzywymi ¢, (', ..., C,,
a takie na wazystkich tyeh krzywych. Wowezas

(3.39") ff(z)dz = ff(z)d-z+ ff(z)dz+...+ ff(z)dz.
\G) A A \

& & n

Rzeczywiicie, przypusémy, ze na przyklad wewnatrz krzywej
' (rys. 30) znajduja sie dwie krzywe ¢ i € i ze funkeja f(z)
jest analityezna w obszarze pomiedzy krzywa € i krzywymi
¢’y €”, a takie na tych krzywych, Poprowadimy luki zwykle
regularne kI, mn, pg laczace C z ', ¢’ z C" 1 ¢ z C. Stosujae
twierdzenie podstawowe Canchy’ego bedziemy mieli

f&as — o,

ggktrmnipg
f(z)dz = 0.
khgpunmslk

Dodajae te rédwnoéei stronami i uwzglédniajac, ze na kazdym
z lukéw ki, mn, pg calkowanie odbywa sie dwa razy w kierunkach
przeciwnyeh, otrzymamy

ff@a+ §i@at §f@dz =0

§ 9. Twierdzenie podatawowe Cauehy’ego - 159

lub :
ff@)ds = § flardz+ § flz)ae.
VoW

o

W szezegblnodei, jesli funkeja f(2) jest analityeczna w otocze-
niu punktu 4 z wyjatkiem samego punktu 4, to calki po wszystkich
dostateeznie malych krzywych zwyklych zamknietych otacza-
jacyeh punkt a (skierowanych jednakowo, na przykiad dodatnio)

Rys. 30

8q réwne. Rzeczywidcie, niech ¢, 1 C; beds dostatecznie malymi
krzywymi zamkni¢tymi otaczajgeymi punkt a (rys. 31) i niech C4
bedzie krzyws zamknieta otaczajges punkt a i lezgeg réwnoczesnie
wewngtrz €, i wewngtrz C,;. Na moey tego, ¢co ndowodnilisémy,

f i = { 1=,  ff@d:= { i@,
skad '

 ffnas = f (e
A

(51 2

Wzér (3.39') mozna przepisa¢ w postaci

ffeyaz+ § f@ @+ + ff@ds =0
o P A

o Cy
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lub

{1 =0,
N

gdzie I' jest krzyws zlozona utworzong z krzywej zewn.«;t.rznej
C i krzywych wewngtrznych Cy,...,0,, przy czym kiertmejk
dodatni obiegn krzywej I' jest wyznaczony priez wa.rur}ek, ze
obszar ograniczony krzywa I' ma pozostawad _podcza.s obiegu po
stronie lewej (czyli krzywa zewnetrzna jest i‘sklerowana dodatnio,
a krzywe wewnetrzne sa gkierowane ujemnie).

Calka o zmiennej gérnej granicy calkowania . -

Niech funkeja f(2) bedzie analityezna w obsza.rzta }ednosp'ojnym
D. Poniewaz catki tej funkeji po drogach zamknigtych '1ezaecy(.5h
w obszarze D sg réwne zerm, wige calka funkeji f(z) nie zalezy
od ksztaltu drogi i zaleiy tylko od punktu pt.)cz&tk(_)w?go orag
punktu koicowego drogi. Dlatego przy oznaczaniu ca,lkl.me t?zeba
wekazywad drogi i wystarezy tylko podaé poczatek z, 1 konlec 2,
drogi stosujae oznaezenie '

' fzj'(é)dz.
31

. Rozwasmy funkeje (catke o zmiennej gérnej graniey calko-
wania)
F(z) = [fac.
20 .

anm .
M y ath a4h

1
Plet WP = [ fO#, 1= [,

a4+ h

s+_h 1
= [ s@a, s =5 f fa)de,

P+ —F(s)
‘ h

s1+h

PEth=FE) o % [ ro—sena.

h

§ 9. Twiordzenie podstawowe Cauchy’ego 161

Poniewaz funkcja f jest ciagla w punkeie z, wiee dla kazdego
¢ > 0 istuicje takie 5 > 0, ze dla |0 —2| < 7 zachodzi nieréwnogd
() —f(2)} < e. Biorge jako droge Iaczgeg punkty z i z-+ h odei-
nek linii prostej i s-tesujac oszacowanie (3.37) otrzymamy dla
|kl <<y ‘*

F(zLhy-—F(z) 1
e — _— h ==
" ’f(z) < lhI| le = e,
skad wynika, ze

. Mz h)—F(z)
Him

[ ] h

= f(2), eczyli (2) = f(2).

Tak wi¢e funkeja analityezna ma zawsze funkcje pierwotng.
Jako takg funkeje plerwotng moina wzigd calke o ziiennej gornej
granicy catkowania. - '

LEMAT. Jedli w pewnym obszarze zachodzi réwnosé & (2} = 0,
fo w tym obszarze @{z).= const. -

Przyjmujgce Cb(z)‘_—__é u{r, ¥y} iv(z, y),..2 warunku @’(z) = 0
znajdujemy, ze

Hw dn dr oo

o "y aa oy

ale w takim razie w = eonst i v — const, ezyli @{z) = const.

Z tego lematu wynika, ze kazde dwie funkeje pierwotne funkeji
danej rdéznig sig o 's*l?'i'alsg. Rzeczywiscie, je§li Fi(z) = Fi(z), to
{Fa2)—F (2)} = Fy(3)—Fi(2) = 0 i wobee tego na podstawie
lematu F,(z)—F,(z) < const.

Jesli symbolem [ f(z)dz oznaczymy dowolng funkeje pierwotng
funkeji analityceznej ‘f(z}, to na podstawie poprzedniego

ff{s)dz = ff(:;‘)da’,’—er,

gdzie C' jest dowolngliczba zespolona.

Sreregi Fouriera i 11
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Uwaga. Technika poszukiwania funkeji pierwotnych (technika catko-
wania) funkeji analitycznych nie roini sig pod wzgledem formalnym od tech-
niki calkowania funkeji elementarnych zmiennej rzeczywistej i nie bedziemy
si¢ nig zajmowali.

§10. WZOR CALKOWY CAUCHY'EGO

Niech f(z) bedzie funkejs analityczng w obszarze ograniczonym
krzywa zwykls zamknieta O (rys.32) i na tej krzywej. Weimy
ustalony punkt z wewnatrz C i ntworz-

my funkeje

fQ-16)

‘ P(l) = —=
[
Funkcja. p(l) jest analityczna we

v wazystkich punktach lezaeych wewnatrz
krzywej C i na krzywej € z wyjgtkiem
punktu 2, Jednakze dla [ — 2 mamy
(L) > f(2); jedli wiee funkeje ¢{{)
Rys. 32 okreslimy dodatkowo w punkeie =2
‘réwnofcia @(z) = f'(2), to funkeja ()
bedzie funkcja ciaglas w obszarze domknigtyni ograniezonym wy-
znaczonym przez krzyws C. A wiee funkeja ¢() jest ograni-
czona, '
Inaczej moéwige, w rozwazanym obszarze. zachodzi nierdwnofé
lg(2)| < K, gdzie K jest pewng liczbg dodatnig. '
Niech y bedzie okr¢giem o promienin g i frodkn z lezgeym
wewnatrz €. Na moey twierdzenia Cauchy’ego dla krzywej zlo-
zonej mamy

forac = fp0rac.
k4 Y
Na mocy reguly szacowania calki (3.37) mamy

}f‘P(C)dC! < 2noK.
v

§10. Wazdr calkowy-w;Cauchy’ego : 163

Wobee tego, przechodzae w ostatniej réwnosei do graxiicy przy
¢ — 0, otrzymamy '

fo0as =o

o
(:
lab
fiﬁ}:f;@dc =0
N
(5
Iub
floyasg dar
‘ﬁ 2 —f(2) .{C_z= 0
ket

«

Ale na moey twierdzenia Cauchy’ego dla krzywe] zlozonej i na

mocy wzorn (3.36)
d{ a:
f - = f 2 — Omi.
i—2 {—z
N

- ¥y

Waobcee tego poprzednia réwnodé przybiers postad

d
et T
o]
skagd

T A

Wzor (3.40) nosi nazwe wzorn catkowego Cauchy’ego i jest pod-
stawowym wzorem teorii funke¢ji analityeznyeh. Ze wzoru (3.40)
wynika, Ze wartosei funkeji analitycznej wewnatrz krzywej ¢
53 calkowicie wyznaczone przez wartosci tej funkeji na krzywej C.
Praws strone wzoru (3.40) nazywamy cetkq Cauchy’ego.
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Zamiast krzywej zwyklej zamknigtej ¢’ mozna bra¢ krzywa
ztozong I' skladajacy sie z krzywej zewnetrznej i kilku krzywych
wewnetrznyeh (rys. 33). Stosujae w tym przypadku identyczne

Rys. 33

rozumowanie dojdziemy do wniosku, Ze jesli funkeja f{z) jest
analityczna w obszarze ograniczonym krzywg zloiong I i na tej
krzywej, to dla kazdego punktu z lezgeego w tym obszarze za-
chodzi réwnosé

o ' 1 rfo)df
(3.407) flz)y = P .

i {-—=z
b

Jest to wzér calkowy Cauchy’ego dla lfrzywej zlozone]j.

§11. CALKA TYPU CAUCHY'EGO

Niech I' bedzie krzywa regularng (zamknigtg albo nie¢). Niech
p{¢) bedzie funkejs ciagla okreslona na krzywej I' (tys.34).
Wyrazenie

p{&)

(3.41) J ?_—%d;

§11. Calka typu Cauchy’ego 165

majgoee sens dla wszystkich wartosei z nie lezgeych na I' (gdys
wyrazenie podealkowe jest wowezas funkeja ciagly na I') nazy-
wamy catkq typu Cauchy’ego. Calky typu Cauchy’ego nazywamy
rowniez wyrazenie postaci ogdlniejszej

(3.41) D) = t _#Q) .

mm—
1"-' (C_Z)A ’ r
PR ° : .z
gdzire k jest liezha naturalna.
Wykaiemy, Ze.-wyrazenie. (3.41') jest Res, 34

fulll{.eja analityczng dla wszystkich war-
tosei z mie lezgeyeh ma krzywej /. Uwszgledniajac wzér

@ — b = (a—b)(a* '+ @b Y |
otrzymujenyy ' :

S e(h)de p(0)dL

Play) D) E—a)f ¥ ()
ws = mes =
1 -- 1
o =) (e (E— 2 —(E— 2z}
= ftr(g) S ac = F-{l—2)
v 2 qu;(,;) (zl—z)(é'_zl)"((:~z)kdc -

_ fm(c—z)"-':+.{c—z)"-_f(c—~zl)+...+<cuz1)“‘“db
# B >
Ustalajae 2 i przy_jmujqc _
(e, gy = CmA U= ) b ()
(C—a) (-2

moiemy napisad

P (z,)— P o
*‘ijﬂ= (o), z)dc.
o ’ r

Oczywiscie ¥(Z, z,) :jest funkeja ci .
- . S ja ciagly zmiennych
lezy na 171 2, nie lezy na I' yebh ©, 7, gdy ¢
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Funkecja ¥(f,#) jest funkeja jednostajnie’ ciggly zmiennyeh {, z,
gdy ¢ lezy na I, a 2, lezy w kole o srodku ¢ nie majyeym punktéw wspélnych
z krzywa I’ (na mocy twierdzenia o ciaglodei jednostajnej funkeji cigple]
na ghiorze domknigtym ograniczonym). Stad wynika, ze jesli 7 — 2, to
(L, ) — (L, 2) jednostajnie wzglgdem C lezncego ma I Dlatego zasto-
sowane dalej przejicie do granicy pod znakiem calki jest dozwelone.

Przechodzae do graniey przy 2, — 2 otrzymujemy

lim 222 _ |"¢(c)qf(:, 2d:.

Ty 2 — »
Uwzgledniajac, ze
iz, —r
(&y2) = T
ey (£) _1[ At ]
) R N

dochodzimy do wzorn

) (&) ar i"[ ff(ﬁ) ]lb
"' J(f: k+l dz (C

Tak wiec funkcja @(z) ma pcchodna, w kazdym punkcie 2 nie
lezgeym na I
A zatem jedli funkcja (p(é') jest ciagla na krzywej regularnej

I, to fankeja o :
‘ ey
P(z) = f———( &
2 E=2r

jest analityezna dla wszystkich warfoSel z nie lezgeych na [
przy czym pochodna tej funkeji otrzymujemy wedlug reguly
rézniczkowania pod znakiem calki

d ¢ Do
(3.42)  @'(z) = fa [(;’( ;)k ]dr - kf(&—f( )le :
I ) ) I

§ 11. Calka typu Cauchy’ego 167

Wryrazenic na @'(z) jest znéw typn (3.41"), a wieec mozna do
niego stosowaé wezystko, co powiedzieliémy o @(z). Stad wynika,
7ze funkeja okreslona wzorem '

_ o{0)
o = ,,f —aF

ma dia wszystkich 2 nie lezgeych na I’ pochodhe wazystkich
rzeddw, przy ezym te pochodne otrzymujemy wedlug reguly
kolejnego rézniczkowania pod - znakiem calki:

(3.43) O(z fd [ f_'”m ]d,;_

d
= k(kt1)... (it ~1)f( g()ds

)k-}-'u

§ I2. POCHODNE RZEDOW WYZSZYCH FUNKCJI ANALITYCZNE]

Nieeh f{z) bedzie funkejy analityezng w pewnym obszarze D.
Niech € Ledzie krzywg zamknieta lezacy wraz ze swym wnoetrzem
w tym obszarze. Dla wszystkich punktéw 2 leizgcych wewngtrz
tej krzywej mamy na moey wzoru catkowego Cauchy’ego

1 s
o =5 1 a
4

Ale calka Cauchy’ego wystepujaca po stronie prawej jest szezegdl-
nym przypadkiem calki typu Cauchy’ego. Wobec tego na mocy
wynikéw § 11 funkeja f{z) ma wewngtrz C pochodne wszystkich
rzedéw i na moey (3.43) pochodne te wyraiajs si¢ wzo'ami

_ !
(3.44) ™ () = *_%; f&{(g;nﬂdi .
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Poniewaz dowolny punkt obszaru D mozna otoczyé krzywsg
zamknietg lezacay (wraz ze swoim wnetrzem) w obszarze 1), wige
dochodzimy do nastepujacego wniosku: kazda funkcja analityezna
w pewnym obszarze ma w tym obszarze pochodne wszystkich
rzed6w i wszystkie te pochodne sy funkcjami analityeznymi
w rozwaianym obszarze.

Nalezy zauwazyé, ze funkecje zmiennej rzeczywistej nie majg
tej wlasnodci. Funkeja zmiennej rzeczywistej moze mieé pierwszg
pochodng i nie mieé drugiej pochodne;j.

§ 13. CIAGI I SZEREGI FUNKC)I ANALITYCZNYCH

' Powiemy, ze cigg funkcji
f1(z) fa(2)y oy ful2)

okleslonych w pewny’m obszarze D jest zbieiny jednostajnie

wewngtrz obszaru D, gdy jest on zbiezny jednostajnie w kazdym

obszarze dom.knigtym ograniczonym zawartym w D.
TWIERDZENIE. Jesli oiqy funkeji analitycznych w obszarze D

fi®)s fal2)y ooy fal2)y -

jest zbieiny jednostajnie wewnaqtrz obszaru D do funkeji f(z), fo
f(2) jest funkejq analityezna w obszarze- D i ciqg pochodnych

£i&), fala), -, Ful2),

jest zbieiny jednostajnic wewnqlrz obszm w D do pochodnei funkeji
granteznej, ten. do f'(2).

Niech ¢ bedzie krzyws zamknieta lezges wraz ze swymn wng-
trzem w obezarze I} i niech z bedzie punktem lezacym wewngtrz €.
Na podstawie wzorn Cauchy’ego

_ 1 ko
fale) = 5 § T8
v

§ 13 .E,fi:[gi i szeregi Funkeji analityeznyceh 1640
Poniewaz f,(Z) — f({) jednostajnie na €, wiec

fuld) 1)

—z (¢—z

jednostajuie na C (przy ustalonym z). Wobee tego na moey
reguly przechodzenia do graniey pod znakiem calki (3.38)

"—sz

Tak wige wewnatrz krzywej
funkcja graniczna f(z) wyraza sie
catky typu Cauchy’ego, a zatem jest
funkeja analityezng. Poniewaz kasdy
punkt obszaru D moina otoczyé taks
krzywg C, wige funkeja graniczna f(z) - Rys. 35
jest analityezna w calym obszarze D.

Niech teraz 4 bedzie dowolnym obszarem domknigtym ograni-
czonym, lezgeym w obszarze D (rys. 35). Niech € bedzie krzywg
zamknietg o dlugosei L leigea wraz ze swoim wnetrzem w obsza-
rze D i taks, ze A lesy wewnatrz (. Niech & bedzie odleglogcis
migdzy € i A (tzn.. najmniejszg sposréd odleglodei punktéw ¢

od punktéw 4). Dla z lezacego w obszarze A mamy (na moey
wzoru (3.44) przy. » = 1) )

AT TSI S o (3 B Yo {(
@ =f ) " 274 f(c';'zf)z 2w (c_z)“z =

fuld)— f(C)
‘77:1, f (£~ z)®

Ale f,() - f(&)! Jednostaqme na € i wobec tego d]a kazdej
liczby ¢ > 0 istnieje taki wskaZnik N, ze dla »n > N i wszystkich
punktéow [ lezacych na ¢ zachodzi meréwnoéé (D) —FO < e

derg.
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Jedli wiee do ostatniego wzoru zastosujemy  regule szacowania
modnta calki, to otrzymamy nieré6wnosé

’ __f = _1
Ifu(z) f (z” = 27:-[’ At
dla # = XN i dla dowolnego z lezgeego w obszarze J. W ten spo-
86b udowodniliémy, ze fi(z) — f (2) jednostajnie w dowolnym
obszarze domknigtym ograniczonym 4 lezgeym w D,

Uwaga. Widzimy, e ciag pochodnyeh f,(2) speinia thystkw
zalozenia, ktére spelnial ciag f.(2z). Wobec tego do ciagu f,(2)
réwniez mozina stosowaé ndowodnione twierdzenie.

A zatem, je$li cigg funkeji f,(2) analitycznych w obszarze D
jest zbiezny jednostajnie wewnatrz D do funkeji f(z), to ciag
pochodnyeh dowolnego rzedu funkeji f,{z) jest zbiezny jedno-
stajnie wewnatrz D do poehodnej tego samego rzedu funkeji f(2).

Przypuéémy teraz, zé mamy szereg funkeyjny

Z?’n(z)v

ktorego wyrazy s funkcjami analityeznymi w obszarze ). Z tego,

" ¢o udowodnili$my, wynika, ze jesli ten szereg jest zbieiny jedno-

stajnic wewngtrz £, to jego suma jest funkejy analityczng w ohsza-
rz¢ ) i szereg moina rozm(,zkowaé dowolng ilodé razy wyraz po
wyrazie, przy czym wszystkie otrzymane w wyniku rézniczkowar
szevegi s zbiezne jednostajnie wewnatrz D.

Analitycznoéé sumy szeregu potggowego
Niech

>,

L]

bedzie szeregiem potegowym i niech R bedzie jego promieniem
zbieznosei. Niech 0 < v << B. Poniewaz punkt » lezy wewnatrz

" kola zbieznofei (rys. 36), wige jest punktem zbieznofei bezwzgled-

nej szeregu potegowego, tzn. szereg DA, jest zbiezny. Dla
iz <7 mamy |[A4,2"| <{4,"|, a zatem szereg potegowy jest
zbiezny jednostajnie w kole [2| < r. Poniewaz dowolny obszar

§ 13, Ciggi 1 szeregi funkceji analitycznych 171

domknigty Maeey wewnatrz kola zbieznosei miesci sie w pewnym
kole |z} = + przy odpowiednim wyborze liezby » < R, wiee do-
chodnmy do wniosku nastepujacego: kazdy szereg potegowy jest
zbiezny jednostajnie wewnatrz kola zbieznosei.

TUwaga., Na wnetrzu kola zbieinodei zbiesnosé
moie byé niejednostajna.

Poniewaz wyrazy szeregu potegowego 4,2"
58 funkejami analityeznymi, wiee z undowod-
nionego twierdzenia wynika, ze suma szeregu
potegowego jest funkejg analityezrg wewnatrz
kola zbieinoéci 1 Ze szereg potegowy mozna Rys. 36
rézniczkowaé¢ wyraz po wyrazie wewngtrz
kota zbieinosei dowolng ilosé razy. Webece tego szeregi potegowe
otrzymane w wyniku rézniczkowan maja niemniejszy promiern
zbieznosei (w rzeczywistosei maja taki sam promieni zbieznosei).

Ry=s. 37 Ryw. 38

Analogicznie szereg potegowy

D Ay (z—a)
(]

jest zbieiny jednostajnie wewnatrz kola o §rodku w punkcie
{rys. 37) i jego suma jest funkejs analityezna we wnetrzu tego

kola. Szereg "
2 Ap{z—a)®
-

majaey pewien piérfeieri zbieinodei (rys. 38) jest zbiezny jedno-
stajnie wewngtrz pierfcienia i jego suma jest funkeja analityczng
we wnetrzu tego pierfeienia. W obydwu tych przypadkach wolno
réiniczkowad szereg wyraz po wyrazie dowolng ilosé razy.

ST  SS: AT P
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§ 14. SZEREG TAYLORA

Niech f(z) bedzie funkeja analityezng wewnatrz kola o Srodku
a (promiefi tego kola moze byé w szczegdlnodei réwny -+ oo;
wtedy kolo stanie si¢ caly plaszezyzna).

Niech 2z bedzie punktem lezgeym wewngtrz
danego kola i niech ¢ bedzie kolem wspol-
§rodkowym o promieniu mniejszym, takim,
ze z lezy wewnatrz € (rys. 39). Niech r = |z—al
i niech p bedzie promieniem kola . Na mocy

~wzoru Cauchy’ego

Rys. 39 fz) = ..r'c*r,

[3)

Dla kazdego punktu { lezgeego na ¢ mamy

t—z (Z—a)—{z—a) (féa)(l—-?_a)
f—a

i poniewaz

wige ostatnie w‘yrézenje mozna uwasaé za sume wyrazdéw postepi
geometrycznego zbieinego do zers o piérwszym wyrazie 1/({-—a)
i o ilorazie {z—a)/({—a). Tak wige

1 1 ¥ 2— ‘(z—a)"_ _i (z_—a.)
C—z - C—a (E_a) . . L (gwa)n;l
Przy ustalonym z napisany szereg jest zbieiny jednostajnie wzgle-
dem punktéw ¢ lezacych na C, gdys moduly wyrazéw tego szeregu
83 réwne odpowiednim wyrazom szeregu geometrycznego zbieznego

k3

r
has
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Mnozge poprzednig réwnosé przez f({), ealkujac wyraz po
wyrazie na okregu € i dzielge obie strony przez 2mi, otrzymamy

1 f(C d* 3 SR (L
L =9 \(.])

]

S
Tub
fley = MAz—ay,
=i}
gdzic

przy czym 17 jest d.owolnym ustalonym okregiem o Srodku a
lezgeym wewnatrz kola danego na pocozatku {za,mlaﬁt okregu
mozna wzigl okrag I, gdyz funkeja f(£)/(E—a)**! jest analityezna
miedzy okregami C i 1" oraz na tych okregach).
W ten sposéb udowodnilisimy twierdzenie nastepujace:
TwWIERDZENIE. Kadda funkeja f(2} analilyczna wewnglrz kola
o Srodkn a daje sig rozwingdé wewngirz lego kola w szereq polegouy

(3.15) Cf) = DA r—a,

¢[\ 18

ktorego wspolezynniki wyraiajq sie wzorams

1 . 2
(3.46) A, — 27“:;‘_;;{ (zi(a_;mfzg =0,1,2,..,

gdzie I' jest dowolnym okregiem o Srodku a leiqeym weunglrz kola
danegqo.

Ten szereg potegowy nazywamy szeregiem Taylora funkeji f{z)

. W rozwazanym kole.
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Przypusémy, ze funkeja f(2) zostala rozwinieta w kole o srodku
a w jakis szereg potegowy

5‘ Ak(z; a)".

Niech I' bedzie okregiem wspdlérodkowym o promienin mmiej-
szym. Na okregu 7 ten szereg jest zbiezny jednostajnie. Jefli
réwnosé

floy = D) Apz—a)

pomuoiymy przez 1/(z— a)'*!, nastepnie scalkujemy wyraz po
wyrazie wzdhliz okregu I' i wreszeie pomnozymy obustronnie
przez 1/2xi, to otrzymamy

1 zYdz v A * )
Ry (LSS \E O
b (z—a) P A

b = i

dla Kk £ on,
Tl dla E = s

W ten sposob udowodnilidmy jednoznacznodé rozwiniecia
funkcji a.na.htyczne] w kole o érodku a W szereg potegowy wedlng
poteg z—a

LEMAT. Niech f(z) bedzie funkc_)q anahtycznq w obszarze D. Jesli funkcju
J(z) jest rdwna zeru w pewnym obszarze d zawartym w D, to jest toisamodciowe
réwna zerw w calym obszarze D.

Zawwazmy najpierw fakf nastepujacy. Ze wzoru (3.46) wynika, ze jesli
funkeja jest analityczna wewnatrz pewnego kota K i jest rowna zeru w kole
wapblsrodkowym & o promieniu mniejszym {rys. 40), to jest réwna zeru
wewnitrz kola K. Rzeozywiicie, biorae jako okrag I' dewolny okrag wapdl-

1kowy lezacy wewngirz kola mniejszego k, znajdujemy ze wzorn (3.46),
wystkic wapblezynniki Ay, 83 réwne zerw, ¢gyli na podstawie wzorn
Y = 0 wewnytrz .
‘my teraz cigg skonczony ko6l lezpcych w ohszarze D

Ky Ky ..., Ku,

§ 14. Szereg Taylom 173

o tej wlasnodci, ze $rodek kaidego kota leiy wewngtrz kola pop.zedniego,
srodek kola pierwszego leiy w obszarze d, érodek kola ostatniego leiy w do-
wolnie obranym punkeie z obszaru D. Tdki ciag k6! moina zbudowaé na
przyklad w sposéb nastepujaey (rys. 41). Punkt 2, leigcy w obszarze d
polaczmy z punktem z krzywy prostowalng I’ ledaca w obszarze D. Niech §
bedzie liezba dodatniy mniejszg od odleglofei krzywej I' od brzegu obszarn D,
TPodzielmy krzyws I' na skoficzong iloé czefiei o dlugosciach mmiejszyeh
od 8. Wowezas ciag k61 o promieniu 3 i o érodkach w punktach podzialu
gpelnia wazystkie wymagane warunki.

Stosujac poprzednia uwage znajdujemy koleino, ze funkeja 'f(z) jest'

réowua zeru wewngbrz K, wewnatrz K,, ..., wewnairs K,. Tak wige dla
dowolnego punktu z ébszaru D otrzymujemy f(2) = 0.

Rvs. 41

Latwo widzied, e jesli f(z) jest funkeja analityezny w obszarze
D mnie véowny tozsamodciowo zeru, to wokdl kazdego punktu a
obszaru /) mozna opisaé takie kolo lezace w D, ze wevwngtrz tego
kolu — Dbyé moze z wyjatkiem punktu a — funkeja f(z) jest
rozna od zera.

Rzeczywifeie, opiszmy wokél a kolo. lezace w D. Na moey
leniatu funkeja f(2) nie moze byé w tym kole tozsamoéciowo réwna
zeru. Wobec tego nic wszystkie wsp6lezynuiki rozwiniecia funkeji
f(2) w szereg Taylora w tym kole 8y réwne zeru. Niech A,, (n > 0)
bedzie pierwszym roznym od zera wspdlezynnikiem w rozwinigcin

f2) = ¥ Aplz—af.

Woweras m
f(::) = A"‘(z‘ a'}n'I'An-H {z— G)u-ﬁl‘l‘
gdzie ¢(z) = 4,44, alz—a)+ ...

= (2— a)u‘P(z) ?
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TFunkeja @(z) jest ciagla w punkeié a i ¢(a) = 4, # 0; wobee
tego w dostatecznie malym kole wspdléredkowym o promieniu
mniejszym jest ¢(2) £ 0, a wiee w tym kole f(z) # 0 z wyjatkiem
byé moze punktu a.

Punkt a nazywamy zerem funkeji f(2), gdy f(a) = 0. 74 ostat-
niego twierdzenia wynika, ze jeli f(z) jest funkcja analityezng
w obszarze D nie réwna tozsamosciowo zeru, to wszystkie jej zera
w obszarze D sy odosobnione (tzn. wokol kazdego z nich mozna
opisaé takie kolo, ktére nie zawiera innych zer). Moéwimy, ze «
jest zerem n-krotnym funkeji f(z) (nie réwnej tozsamosciowo zeru),
gdy rozwiniecie w szereg potegowy w otoczeniu a zaczyna sie od
potegi n-tej, tzn. gdy w otoczeniu & mamy f(2) = (z—a)'p(2),
gdzie @(z) jest funkejg analityczng taky, ze ¢le) &= 0.

TWIERDZENIE 0 JEDNOZNACENGSCI. Jedli dwic funkeje analityezne w ob-
szarze D sq réwne na zbiorze punklow majecym co najmuiej jeden punhi
shupienia lezqoy w D, to fe dwie funkcje sq toisamodciown réwne.

Rzeezywiscie, niech a hedzie takim punktem skupienia. Wéwezas 102-
nica funkeji roswazanyeh jest réwna zern w punktach lezyeych dowolnic
bliske a i réinych od a. Na mocy tego, co udowodnilismy, moie {ak byé
{ylko wtedy, gdy ta roéinica jest toisamogciowo rdéwna zern.

Korzystajac ze wzorit (3.44) mozemy zapisa¢ wzir (3.16) na
wspolezynniki szeregu Taylora w postaci

7™ta)

AH-:
n!

(n=0,1,2,..)

Oszacowanie moduléw ﬁspélczjmnik(’)w'szeregu Taylora

Przypuéémy, ze na okregu I' modul funkeji f(z) jest mnie-
wiekszy od M. Oznaczajac promieni okregu I przez R i szacujac
calke wystepujaea we wzorze (3.46) wedlug reguly szacowaniw
modutu catki (3.37) otrzymujemy

1 f(2)
5§ ey
' A

Tak wige otrzymujemy nierdwnosei

|4al =

{3.48) jd,! <

M
\ﬁlf— (1[,:0,1,2,...).
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Ze wzoru (3.48) wynika od razn twierdzenie Liouville'a: Sunkejo catke-

wita (tzn. analityczna na da-le; plaszcz\ nne] ograniczona na calej plaszczyinie
jest stala. .

Rzeczywiscie, przypuhcmv, %ze na calej plaszezyinie
o

flaye 3 An®, @) < M.
T L

Wéwezas dla dowolnego B mamy {4, < M/E®, skad przechodzye do
graniey przy R — oo znajdujemy {dla.» = 0} |dp| < 0, tzn. 4 — 0. Wobec
tego f{z} = A, = const.

Z twierdzenia Liouville’a wynika latwo podstawowe twierdzenie algebry
wyiszej: kaidy wielomian réiny od zera ma preynajmniej jeden pie'rwiﬂsfe!;.

Rzeczywitcie, gdyby wislomian P (2) nie mial pierwiastkéw, to funkeja
/P (2} bylaby calkowita. Poniewaz wiadomo, ze P(z)— oo gdy z— olo,
wige 1/P(z) > @, gdy #-»co, a zatem funkeja 1/P(z) bylahy ograniczona
na calej plaszezyinie. Ale w takim razie, ma moey twierdzenia Liouville'a
/P {z) = const, ezvli I’(2) = consl, eo przeezy zalozenin.

§15. SZEREG LAURENTA

Niech funkcja f(2) bedzie analityczna wewngtrz piericienia
(rys. 42) zawartego mledzy dwoma okregami o Srodku a (jesli
promient okregu wewnetrznego jest rowny 0, to
plerscien staje si¢ kolem z usunigtym srodklem,
jesli promien okregu zewnetrznego jest réwny
co, to pierSeien staje si¢ identyczny z eczescia
plaszezyzny  leigea na zewnatrz kola; jesh
obydwa przypadki zachodzg réwnoczesnie, to
piersciel staje sie plaszezyzng z usunietym
jednym punktem). Niech 2 bedzie punktem Rys. 42
lezgeym wewnatrz tego’ pierseienia i niceh ¢ ‘
oraz ' beds okr@gami' wapolirodkowymi, lezgeymi \w“na,trz
pierdcienia i takmu, ze-z lesy wewnatrz C i na zewnsgtrz (7. Na
mocy wzoru Cauchy'ego dla krzywej zlozonej

oy - ! Fi L S o (L

o Q- —— —————

3] ' i a~
2 }—/ ¢ :z 274 ) C-—.g
-
1 j(_(_f:)dé PRl
' 2 f—z 278 z2—1_

Szeregi Fouriera
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Na moecy rozwazan z § 14 pierwszy. skladnik po prawej stro-
nie mozna przedstawié w postaci szeregn

i m’ af;__z Aufe—

2mi

gdzie

"F (- C)df+l ’

przy czym I' jest dowolnym ustalonym oklgglem wspildrodkowym
lezacym wewngtrz pierfcienia.
Pozostaje do przeksztalcenia skladnik drugi

1 f(oace

2nt z—¢

Przyjmijmy {z—e| =1+ i ozna.ezhly promienn kota €' przez e.
Dla punktu ¢ lezgcego na €’ mamy

1 1

__g z—aa(f,'—'a) (z_a)(

1

)

|l

i poniewaz
{—a

Z—a

wiec ostatnie wyrazenie mozna traktowaé jako sume wyrazow
postepu geometrycznege zbieznego do zera o PieTWBZYI WyTRzie
1/(z—a) i o ilorazie {{—a)/(z—a). Tak wige

71—1

1 1 t—a - (L—a e
L S

z2—¢ #z2—a (z—a)? {(z—a)" (z—a)"

Napisany szereg jest zbiezny jednostajnie wzgledem ¢ lezgcego
na ¢’ (przy ustalonym z}, gdyz moduly wyrazéw tego szeregu
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g3 r6wne odpowiednim wyrazom szeregu geometryeznego zbiez-
nego

Qn—l

Mnozge ostatnia rownodé przez f((), ealkujac wyraz po wyrazie
na okregu € i dzielac obie strony przez. 2ni, otrzymujemy

1 f C)dé' i
B %.J 2 (z— a)" " omi ff(C e—a) dc -

= Zd_n(z— a)y™",

ne1 f&rac
—a) dC—- (C o

gdzie

A4, =

(zamiast okregu ¢ mozna wzigé okrag I', gdyz funkeja f () (L — a)* !
jest analityczna migdzy okregami €' i I' oraz na tych okregach).
Dodajge rozwinigcia

A pfwee o 1 rfOa
- Bmi s E—s 2ri O z2—¢
c ) o

otrzymujemy rvozwinigeie funkeji f(2) w szereg wedlug poteg
catkowitych 2—a z wykladnikami Z 0. W ten sposéb udowodni-
lismy nastepujace '

TWIERDZENIE. Kaéda funkejo f(.é) analityozna wewnglrz piers-

cienta o Srodku a daje sig rozwingé wewnglrz lego pierdeienia
w szereq

(3.49) o) = D Auz—a),
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Ltdrego wspdlezynniki wyrasajq sig wzorami

1 2 :
(3.50) A" :—2‘:';’: }(;‘;f“{a—))",u—] dz (H = O, i]_, ig, ...),
3 \f} 7

gdzie I' jest dowolnym okregiem o $rodku o leqeym wewnatrz danego
pierscienta. -

Szereg (3.49) nazywamy szeregiem Leurento funkeji f(z) w roz-
wazanym punkeic.

Jesli funkeja f(2) zostala rozwinieta w pierdcieniu o frodkun @
w dowolny szereg postaci

to rozumujge tak samo jak w odpowiednim miejseun w § 14 otrzy-
mamy

9 =t

Lo Joe

gdzie I' jest okregiem o $rodku e leigeym wewngtiz picrscienia.

W ten sposob wudowodnili§my jednoznacznogé rozwiniecia
funkeji analityczne] w pierScieniu o frodkn & w szereg wedlug
poteg catkowitych (Z0) z—a.

Oszacowanie moduléw wspélezynnikéw szeregu Laurenta
Przypusémy, ze na okregu wspolérodkowym I' leigeym we-
wnatrz piericienia modul funkeji f(z) jest niewigksay od .
Jesli promienn tego okregu oznaczymy przez R, to postgpujac
analogicznie jak przy wyprowadzanin nieréwnodei (3.18) otrzy-
mamny nieréwnosci

{(n =20, £1, £2,...).

B /i
(3.51) 14, | é};
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§16. PUNKTY OSOBLIWE ODOSOBNIONE i?UNKCJI ANALITYCZNYCH

Punkty; w ktorych funkeja przestaje byé analityezna, nazy-
wamy punktami osobfiwymi. Jedli w dostatecznie malym otoczenin
punktu osobliwego & 'nie ma innych punktéw osobliwych, to
punkt osobliwy e nazywamy punktem osobliwym odosobnionym.
Jesli @ jest punktem osobliwym odosobnionym funkeji f(z), to
w dostatecznie malym. kole z usunigtym érodkiem a funkeja f(z)
jest analityezna i rozwija sie wobce tego w szereg Laurenta

-~

-

—

(3.52) fizy = ¥ Apz—a).

A priori sg mozliwe i wykluezajg sie wzajemnie trzy nastepu-
jare przypadki: el

1) w rozwinicein (3.52) nie ma wyrazow o wykladnikach
ujemnych, e

2} w rozwiniecin (3.52) wystepuje tylko skonczona ilodd
wyrazéw o wykladnikach uwjemnyeh,

3} w rozwinigein (3:52) wystepuje nieskoriczenie wiele wyrazéow
o wykladnikach ujemnych..

W przypadku 1) méwimy, ze punkt e jest punkiem pozornie
osobliccymr albo ze funkeja f{z) ma w punkeie a osobliwodé ugu-
wolng. W przypadku. 2) méwimy, ze punkt a jest biegunem.
W przypadku 3) méwiny, ze punkt a jest punktem istotnie nsobli-
wine.

Jedli punkt a jest pozornic osobliwy, to w otoezeniu punktu a
f(z) = D) Ay(z—af,
B ]

a wige po odpowiednim okresleniu warto$é funkcji w punkeie o
(miznowicie f(a) = A,) funkeja f{z) bedzie analityczna w punkeie a
i osobliwodé zostanie usunieta. W dostatecznie malym otoezenin
puuktu pozornie osobliwego funkeja f(z) jest ograniezona. Na
odwrét, jedli funkeja f(z) jest ograniczona w pewnym otoczeniu
punktu osobliwego odosobnionego a, tzn. |f(2)| < M, to punkt a
jest pozornie osobliw¥." Rzeezywidcie, na mocy (3.51) dla n >0

N




- widzied, ze jefli @ jest zerem m-krotnym funkeji f(2),

-
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i dia dostatecznie malego R 'n1an1y‘§A'_.,,,|.‘\<\ MER", skad po przej-
getu do granicy przy R — 0 otrzymujemy |A_,| < 0, cayli A_, =0,
Jedli punkt @ jest biegunem, to w otoczeniu punktu a mamy

fz) = M Az —a),

—H

A—JP ;E (’)
skad

gdzie
’ ‘P(z) = A-u."{‘Af'n-.f.l{z“ a) +... +A0{3_ G)" T

jest' funkejg analityezng w otoezeniu punktu @, Przy czym g (a) =
=4 , # 0. Na odwrét, jesli

f(z)- _ 'fp(z)

| (z—a)"’

gdzie funkeja ¢ (2) jest analityezna w otoczenin punktu « i gla) +# 0,
to a jest biegunem rzedu n funkeji f(z) (liezhe » NAzZy wany 7ze-
dem bieguna a; bieguny rzedu 1 nazywamy biegunami jednokrol-
nymd, bieguny rzedu 2 nazywamy biegunami dwukrotnymsi, bieguny
rzedu 3 nazywaiy biegunami trzykrotnyms).

7 togo wzoru na funkcje f(2) wynika, ze f(z) — oo, gdy z — a.
Tak wige, je§li zmienna niezaleina z dazy do bieguna fankeji
analitycznej, to wartodé funkeji dazy do nieskonczonosei. Fatwo
to a jest
biegunem n-krotnym funkeji 1/f(z), gdyz z roéwnofei f(z) =
== (z—a)"¢(z) (gdzie funkcja ¢(2) jest analityczna w otoczenin
punktu ¢ i rézna od zera w punkcie a) wynika

1 1 1

Ry (e—a)" ¢(2)
(gdzie funkecja 1/p(z) tez jest analityezna w otoczeniu punktu a
i rézna od zera w punkeie a).
Jesli @ jest punkiem istotnie osobliwym, to w dowolnie nralym
oloczentu punktu a wartosei funkeji f(z) zblizajq sie dowolnie blisko
do kaidej liczby zespolonej (twierdzenie Casoratiego-Weierstiassa).
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Rzeczywidcie, gdyby w pewnym otoczenin punktu a zachodzﬂa.
nierdownosé

Iflz)—4| > 86, gdzie & >0,

to funkeja 1/(f(2) — A} bylaby ograniczona w otoczeniu punktu a,
ezyli punkt ¢ bylby punktem pozorme osobliwym funkeji
1{{f(z)—A). Mieliby§my wiec '

T —4 P(2), |
gdzie ¢(2) ]est funkeja a;nahtycznal W otoczeniu a, skadd dla =z
bliskieh &

1 —
oz}

czyli punkt @ byiby albo punktem pozérnie osobliwym funkeji f(z)
{gdy ¢{e) # 0), albo biegunem (gdy ¢(a) = 0), co przeczy za-
lozeniu.

Prawdziwe jest o wiele glebsze twierdzenie Picarda, ktoére
méwi, #ze w dowolnym otoczeniu punktu istotnie osobliwego
funkeja analityezna nie tylko zbliza si¢ dowolnie bliské do kazdej
liczby zespolonej, leoz przybiera wszystkie wartofei zespolone,
z wyjatkiemn co najwyzej jednsj.

Jedli wszystkie punkty osobliwe funkeji f(z) w obszarze D
88 biegunami, to funkej¢ f(2) nazywamy meromorficzng w obszarze
D. Jesli funkeja f(z) jest meromorficzna w obszarze D i ¢ jést do-
wolnym punktem tego obszaru, to w otoezeniu punktu ¢ mamy

fa) = (z—a)"p(2),

gdzie funkcja ¢ (2) jest analityczna w otoczenin punktu ¢ i ¢(a) #
# 0. Liezbe n nazywamy rzedem funkeji f(z) w punkeie a. Jedli
# >0, to a jest zerem n-krotnym funkeji f(z); jedli » = 0, to
funkeja f(2) nie jest réwna zeru w punkcie a; jesli n = —m < 0,
to @ jest biegunem m-krotnym funkeji f(z). Gdy funkcje mero-
morficzne mnozymy (dzielimy), to ich rzedy w kazdym punkeie
dodajemy (odejmujemy).

) = A+
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Punkt w nieskonezonoéci ‘

Jedli do plaszezyzny zmiennej zespolonej dodamy jeden ele-
ment niewladciwy zwany punktem w nieskorczonodei oo, to otrzy-
mamy plassczyzne domknigltq zmiennej zespolonej. Plaszezyzna
domknieta zmiennej zespolonej jest w pewnym sensie podobna do
powierzehni kuli. Mozna to dostrzec za pomoes rzutu stereo-
graficznego. Rozwaimy kule (rys. 43) styezna do plaszezyzny
zmiennej zespolonej w punkeie O (biegun poludniowy). Punkt z
polgczmy z biegunem péinocnym odeinkiem linii prostej i oznacz-
my przez M punkt przecigcia tego odeinka z powierzchnig kuli.
Jedli kazdej liczbie zespolonej z prazyporzgdkujemny tak okrelony
punkt MM, to zostanie w ten sposéb ustalona odpowiedniofé wza-
jemnie jednoznaczna miedzy wszystkimi liczbami zespolonymi

i punktami- M powierzehni kuli {oprdez bieguna pdlnocnego). .

Dolaczajac element niewladeiwy co i przyporzadkowujac go bie-
gunowi poélmocnemu otrzymamy odpowiednio§é wzajemmnie jedno-
znaczng miedzy punktami plaszezyzny zespolonej domknietej
i punktami powierzehni kuli. A

Otoczeniem punktu w nieskoiniczonofei nazwiemy czesé plasz-
czyzny lezgea na zewngtrz dowolnego kola o drodku O (im wigkszy
jest promien tego kola, tym , mniejsze” jest otoczenie punkin oo).

Przypuéémy,. ze funkeja f(z) jest analityezna w otoczeniu
punktu w nieskoficzonofci. Wéwezas na zewngtrz pewnego kola
o srodku O rozwija gie ona w szereg Laurents

(3.53) flo)y = ) A~
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A priori bd_l mozliwe i wyklucza,]a_, sie wzajemnie trzy nastepu-
jace przypadki:

1) w rozwinieeiu -{3.53} nie ma wyrazdw o wykladnikach
dodatnich, . :

2) w rozwiniecin (3.53) wystepuje tylko skonczona ilogé
wyrazow o wykladnikach dodatnich,

3) w rozwinigcin (3.53) wystepuje nieskonezenie wiele wyra-
z0w o wykladnikach dodatnich."

W przypadku 1) punkt oo nazywamy punktem pozornie osobli-
wynt, w przypadku 2) punkt oo nazywamy biegunem, w przy-
padku 3) punkt co nazywamy punkiem istotnie osobliwym. Pod-
stawienie z = 1/{ sprowadza badanie funkeji f(z) w otoczenin
punktu co do badania funkeji f(1/£) w otoczeniu punktu 0. Wobee
tego jeSli oo jest puuk'tem pozornie osobliwym, to wartosci funkeji
f(z) daza do gla,mcy ‘skonigzonej, gdy z -» oo (po odpowiednim
okresleniu wartosei funkc_]l w punkecie co funkcje moina uwazad
za analityezng w punkeie co); jesli oo jest biegunem, to wartodei
funkeji f(z) dgza do oo, gdy # —+ oo; jesli oo jest punktem istotnie
osobliwym, to Wa.rtoéci‘ funkeji f(z) w dowolnym otoczenin punkiu
co zblizajg si¢ Gowolnie blisko do ka,zde_] liczby zespolonej.

Jedli w otoczeniu punktu co

A,
flz) = S’A; T

gdzie 4, s 0, to 1)uq1i1§ co nazywamy zerem n-krotnym funkeji f(z).

§ 17. RESIDUA

Niech a bedzie phhktem osobliwym odosobnionym skoiiezo-
nym funkeji analitycznej f(z); w otoezeniu punktu 4 funkcja
rozwija sie w szereg Laurenta

f@y =Dl Au(z—a.
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Wepélezynnik przy potedze ~1 witym roiﬁinigciu, tzn, liezbe 4
hazywamy residuum funkcji f(z) w punkcie osobliwym a. Residuam
funkeji f(2) w punkeie a mozna oznaczyé symbolem res, flz).

Ze wzoru (3.50) dla n = —1 otrzymujemy
3.54 ! ’
(3.54) A== {fa)d,
A ;

7
gdzie y jest dostatecznie malym okregiem o frodku a.

Twierdzenie podstawowe o residuach
Jesle funkeja f(z) jest analityczna wewnatrz kraywej zaminiglej ¢

i na tgj kraywej 2 wyjatkiem skosiezonej Tlezby punkicw lezqeyeh
wewnagtr: O, to ecalka

ff(Z)da
kg

jest réwna iloczynowi 2ni praez sune residudw fuﬁkcji f(z) w punk-
tach osobliwych lezqoyoh wewngtrz C.

Ryi 44

Niech a,,a,,...,q, (rys. 44) beds punktami osobliwymi
funkeji f{z) lezacymi wewnairz ¢ i niech «, a,, ..., a, beds
residuami funkeji f(z) w tych punktach., Wokél tyeh punktéw
zatoczmy okregi Y1 Y2y --ey ¥ leZace wewnatrz € i nie przeci-

il
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najace sie. Stosujac twierdzenie Cauchy’ego dla krzywej zlozonej
i korzystajac ze wzoru (3.54) bedziemy mieli

ffz)a = Jr@ et .t ff@)dr = 2mi(ay+- ...+ ),

co nalezalo wykazad. ‘ _
Tak wiec do obliezenia calki wzdiuz krzywej zamknietej €

wystarczy znaé residua funkeji w punktach osobliwych lezacych
wewngtrz C. ' '

Obliczenie residuum funkeji w biegunie wielokrotnym
Przypusémy, ze
_ %2

v(z)’

gdzie funkeje ¢(2) i w(z) 83 analityezne w otoczemiu punktu a
1 punkt @ jest zerem jednokrotnym funkeji ¢ (2). Wowezas punkt o

f@)

- jest biegunem jednokrotnym funkeji f(z) (o ile p(a}) = 0). Mamy

p(2) = (2—a)y,(2), gdzie funkcja p,(z) jest analityezna- w ofo-
czenin punktu & i p,(a) = 0. Funkeja ¢(2) {v1{z) jest amalityezna
w otoezenin punktu a i '

g {2) ¢{a)

w(z)  yi(a)

+B(z—a)+B(z—a)2+ ...

Wobee tego w otoczenin punktu a

p(a) -
_ 1 el@ (e _
O = w ~ ama TERTEG— O
skagd
3.55") res, f(z) — wf::; )
Ale

v (2) = pi(2)+(z—a)pile), ¥'(a) = y,(a),
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wobeo ‘czego
- | p(a)
{3.59) res, f{z) = —~—.
d ' (a)

PrRzYKLADY:

coOB2 eosz
res;ctgz = res, ——— = — :
singz | (sinz)

ez [ 83 ] eﬂ
¥e8gq —— = — _ —,
22— a? 22 li_q 2q

Residua pochodnej logarytmicznej funkeji meromorficznej
Niech f(z) bedzie funkejg meromorficzng. Wowezas pochodna
logarytmiozna f'(z)/f(z) réwniez bedzie funkeja meromorficzng,

I,

przy ezym zera i bieguny funkeji f(2) beda Diegunami jedno-

krotnymi funkeji f'(2)/f(2). Rzeczywiscie, w otoczenin punktn a
mamy . '

flel= (e—a)"9(2),
gdzie funkeja p(z) jest analityczna i ¢{e) # 0,
f'(2) = n(z—a)* " p(2) 4 (z—a)"¢' (2),

fle)  » P (2) -
fley z—a + pl2)

Wobec tego (na mocy analityeznosei w otoczeniu punktu e
sktadnika drugiego po prawej stronie)

re
I

Tes, .

Tak wiege residuum pochodnej logarytmicznej jest rowne
rz¢dowi funkeji danej w tym punkcie. Z tej nwagi i z podstawo-
wego twierdzenia o residuach wynika (po uwzglednieniu, Ze
w zerze n-krotnym rzad funkeji jest réwny », w biegunie m-krot-
nym rzad funkeji jest réwny —m) nastepujgce
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TWIERDZENIE 0 RESIDUACII LOGARYTMICZNYCIL Jesli f(z) jest
Ffunkejq meromorficang wewnalrz kraywej zamknigtej © na fej krzy-
wej, przy czym na kriywej nie ma zer ant biegundrw, to calka

"(z
EACPS
R
s
jest rowna iloczynows i przez roinice liczby zer funkeji f(2) ledq-
eyeh wewnatrz C (kazde zero liczone jest tyle razy, ile wymnosi
jego kvotnoid¢) i liexby -biegundw funkeji f(2) lezqeych wewngirz €
(kazdy biegun liczony jost tyle razy, ile wynosi jego krotnodcé).
Tak wiec

(3.56) I A S
2t J (=)
A

gdzie N jest sung krotnofei zer funkeji f(2) lezacych wewngtrz
¢, P jest sumg krotnofei biegundéw funkeji f(2) lezgeyeh we-
wnatrz C.

Wzér (3.56) latwo mozna unogélni¢, Zauwaimy najpierw, ze
jezeli @ jest bicgunem jednokretnym funkeji v(2) i funkeja ¢(z2)
jest analityczna w otoezenin punktu e, to

(3.55") res, (g (2) p(2)] = p(a)resay(2).
Rzeezywidcie, w otoczenin punktu ¢ mamy

1(2)

L]
z—d

-

p{z) =

gdzie p, () Jest funkqjég analityczng w otoczeniu punktu «,

s =FOVE e p() = e,
) 2—a .

ress (¢ (2)p(2)] = p(@) 91 (a).

Wobec tego 1'('m'n0éé“(:':i.55”) jest prawdziwa.

il T
L
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Przypusémy, ze funkcja f(z) spelnia wymienione poprzednio
warunki i Ze ¢(z) jest dowolng funkeja ‘analityczna w obszarze
ograniczonym krzywg C i na tej krzywej. Poniewaz kazdy punkt
osobliwy pochodnej logarytmiecznej funkeji meromorficznej jest
biegunem jednokrotnym, wiec dla kazdego punktu e bedaeego
zerem albo biegunem funkeji f(z) mamy

f’(z)] | I(2)
res, | ¢ (2) = plajres, *—— = np(a)
[ fy 37y T e

gdzie n jest rzedem funkeji f(2) w punkeie a. Stad i z podstawo-
wego twierdzenia o residuach wynika, ze jesli @, g zerami wny-krot-
nymi funkeji f(2) lezacymi wewnatrz ¢ i b, 83 biegunami. #;-krot-
nymi funkeji f(z) lezgecymi wewnatrz C, to

1 ’ ' o .
(3.56) 3{ 2(2) J}(f)’ @ = D mgplag)— D ug ().

k [}

Dla ¢(2) = 1 wzér ten sprowadza sie do wzoru (3.56).

Obliczenie residuum funkecji w biegunie jednokrotnym
Niech a bedzie biegunem n-krotnym  funkeji f(z). Woéwezas
w otoezeniu punktu ¢ mamy

A, 4,
flo) ==y 4

 (z—a)* 20

+¢(z)

{gdzie funkeja p(z) jest analityezna w otoezeniu punktu a).

Stad _
(z—a)'flz) = A_,+...4+A_(z—a)" '} (2— a)'p(2)

w otoczeniu punktu a. Rdézniczkujge t@.féwnaéé {(n— 1)-krotnie
otrzymamy

(e af"f@I" Y = (n=1)1A_, + [~ ) g ()]0

Ale punkt @ jest zerem ostatuiego skladnika, gdyz punkt jest
zerem krotnodei ¢o najmniej »n funkeji (2— a)*¢(2) (przy kazdym

— e
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rézniczkowanin krotnoéé zera zmniejsza sie o jeden). Wobec tego
przechodzae do granicy, gdy z — a, otrzymujemy

Km[(z—a)"f(2)]* ) = (n—1)14_,,
st _
skad
(rn—1)
A zatem jesli ¢ jest biegunem wn-krotnym funkeji f(z), to

ALy = i [(5— 0 f ().

(3.57) res,f(z) = ﬁg[@_ a)ﬂf@)](n—l?’

Dia » =1 otrzymujemy z tego ‘-ﬁzom wyprowadzony po-
przednio wzér (3.55) na obliczanie residuum w biegunie jedno-

krotnym.
Prz¥xLAD. _
1 LI ) ) |t
(3.57°) TeE; (1) = m_l):'il_ﬁ (z2+1)"] -
) 1 (n—1) 1 . (=D lan41).. . (2n—2)
TS [ (z-H)”] T monien (2t -

(—1" a1, (20—2) 1 (2n—-2)!

(n—1)(23)2n—1 R TS

Zastosowanie residuéw do obliczania calek niewlasciwych

Zalézmy, ze funkeja f(z) ma nad osig rzeezywista co najwyzej
skoni¢zong ilo§é punktéw osobliwych a,bd,..., % (rys.45) i nie
ma punktéw osobliwych na osi rzeczywistej. Dla dostatecznie
duzego R punkty a,b,..., %k beda lezaly wewngtrz gérnego pol-
kola o promienin R i frodku 0. Oznaczajac brzeg tego péikola
przez ' bedziemy mieli :

(3.58')  § f(e)dz = 2milresyf(2) vy f(2) .. . + resef(2)],
o | -
ale ‘

o R
fi@ae = [fmant [f(2)az,
S -R _ YR

[3]
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gdzie yp jest gérnym pélokregiem o promieniu K i Srodku 0.
Jefli dla 2z — oo (w goérnej pdlplaszezyinie) f(z) dazy do zera
szybeiej niz 1z, tzn. jesli f(z) = a(2)/2, gdzie a(2) >0 przy
2z - oo (w girnej polplaszezyznie), to

lim | f(z)dz = 0.

.R—?O? vie

Rzeczywifcie, dla kazdej liczby & = 0 istnieje takie 4 >0,
ze dla |z| =4, ¥ =0 (2 =z+4y) mamy |afz)| < . Wowezas

‘J-f dz*‘fa( 9]5.{%7:1?:7:6,

Yit
©¢o nalezalo wykazac.
Wohee tego przechodzge w r{’nvuos’*ci (3.58") do granicy, gdy

R — 4o, ofrzymamy (rozumle]sgc f jako lim f
oo -R

(3.58) [ fla)dw = 2rilres,f(2) | ... | resef(z)]

A zatem, jedli funkeja f(2) jest analityezna w goérnej pélplasz-
czyzme ¥ = 0 z wyjatkiem co najwyzej skonczonej ilodei punktdw
osobliwyeh lezgeych nad osig rzeczywista
ijedli dla z# — oo {w gornej poiplaszezys-
nie) f(z) dazy do zera szybeiej niz 1/z,
to catka

In

=]
[ floyax
Ryr. 45 B
istnieje i jest réowna iloczynowi 2=i przez
sume residudw funkeji f(z) w punkfach osobh“)eh lezacych
nad osig rzeczywists.

W szezegblnodeli wzér {3.58) moizna stosowad wtedy, gdy
funkeja f(2) ma w punkcie oo zero krotnodei = 2, nie ma punktow
osobliwych na osi rzeczywistej i ma co najwyzej skonezong iloéé
punktéw osobliwyeh nad osig rzeczywists.

§ 17. Residun 193

Na przyklad wzér (3.58) mozna stosowaé wtedy, gdy f(2)
jest ulamkiem wymiernym, ktérego mianownik nie ma pier-
wiagtkow rzeczywistych i w ktérym stopien mianownika jest
wiekszy od stopnia licznika o wigeej niz o jednosé.

PrzYkLAD 1. Obliczyé
=]

dar
j a:‘inl'

—oo

Mianownik ma pierwiastki 21 £4. Wobec tego

o dae 9xi 1 4 ren. 1 N
.OIC _]"4+4 = &l resAl_H 24_!_4 T 149 :4+ =z

21:1'[(741?);,.;, (46 )z: ”.]
eaffe) )

144 —1+i) T
—16 —~16 /

i
dx
_'BJ;, (241"

Mianownik ma pierwiastki +4 {n-krotne). Uwzgledniajac wzér (3.577)
otraymunjemy

I

PrzygrLav 2, Obliczyé

T e . 1 (2n—2y1
j ———— = 2miTer§ = 5 =
@ (21 2202 [1n_ 1}1]2
o 1:3..(20—3)
T T ee 2n-2)

Zastosowanie twierdzenia podstawowego Cauchy’ego do obli-
czania calek niewladciwych

Nic bedziemy zajmowali sig rozwazaniami ogdélnymi i dla
przyvkiadu obliczymy ealki Fresnela
o
| coszdx,
A

(o8]
f sinxide.
1]

Szeregi Fouriera 13
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Rozwazmy funkecje eatkowits &%, Na moey twierdzenia
Cauehy’ego catka tej funkeji po kazdej krzywej zamknietej
prostowalnej jest réwna zern; w szcezegélnosci jest réwna zeru

catka po obwodzie wyeinka kolowego

4 B AOB (rys. 46). Weobec tego
de = = 0.
/ \ 0.44;06 ? : "_i_ 449 B'(,)
45;\ g Mamy
a — ,A_—— .3 R - 3
iz _ fx-
Rys. 46 O:];e dz = ﬂf evdr.

Roéwnanie parametryczne zespolone luku AB ma postad
z=Re®, 0 <¢ < }r; wobec tego

ni4
f i dy — f 1R262W$R8i¢dtp — iR f 6—R25in2v+1‘{ﬁ'2ms2v+w)d(P’
0

skgd (po wuwzglednieniu nieréwnodei sinfd > 20/= zachodzacej
dla 0 < 8 < 4w)

i wobee tego 7
feizzdz+0, gdy R - oo.
B

Réwnanie parametryczne zesgpolone odeinka OB ma postad

z = pg™H, 0<p¢ <R

wobec tego

R
iz { 2
fe" dz = e""‘f e~%do,

onB I

sl , o . I PP
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gkgd (opierajac sie¢ na wzorze (4.10) z rozdzialu 1V)

T Vr
" . e i
fe“’ dz — 6""”f ¢ de = —¢ Wi gdy R —>oo.
on ] -

7 przytoczonych rozwazan wynika, ze jesli w réwnosei

ial
e dz = 0
0480

przejdziemy do granicy, gdy R — oo, to otrzymamy réwnosé

{3.59) _ ' f éCdy = _' i ‘I/_(l_{_q,)’

[]

Przy czym udowodmhsmy réwnoczednie zbieznosé tej calki nie-
wladeiwej.
Przechodzge do wartodei sprzezonych znajdziemy stgd

s r l/ﬂ — | 11/_; .
(3.59") f “io = e — 1/ Z—i).

(i}
Wypisujge oddzielnie czedel rzeczywiste i ozeei urojone we
wzorze (3.59) otrzymiamy :

o0 oo . . 1 -
(3.60) feosw’da; = f singde = ]/-é—,
1 L] “

skad (na mocy pa,rzystoéci funkeji podealkowydh)
(3.60") f eosxide = f sinztder = ] —.

-— Lo ]

§18. ZASADA ARGUMENTU

Niech f(2) bedzie funkeja meromorficzng wewngirz krzywe]
zwyklej - zamknietej € i na tej krzywej, nie majges zer ani bie-
gunéw na krzywej C. Poniewaz

I'(2)
f2)

dz = Inf(z),
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wiec

F(2)
dz = [lnf(2)e,
i @

gdzie symbol wystepujacy po stronie prawej oznacza przyrost
funkeji Inf(z), gdy punkt z obiega krzywg C w kierunku do-
datnim. Ale

Inf(2) : In|f(z)|+targf(z).

Poniewaz funkeja 1nf(z) jest ciagla i jednoznaczna, wige po opisa-
niu krzywej ¢ wraca do swej wartofel poezgtkowej. A zatem

[lnf(rz)](.": ifargf(2)]e,

oryli
1 " f(2) 1
o j( f,, -z = argf ()]
zt . f("‘) E
. C
7 drugiej strony, na moey twierdzenia o residuach logarytmicz-
~ nych
1 T
5 I‘{“zl dz == NP,
7T \(-_'j f(z

' gdzie- N jest iloseig zor 1. P jest iloSeia biegundw funkeji f(2) le-
zaeych wewnatrz € (z uwzglednieniem "ich krotnosci). W ten
* gposéb otrzymujemy regule zwang zasadq argumentu:

Jesli funko_ja f(z) jest meromorficzna w obszarze ograRicIORY N
krzywg zwykle zemknigta C oraz na tej krzywej i jesli funkcja
f(z) nie ma zer ani biegundw na krzywej C, io riinica ilodci zer
i ilodei biegundw (z uwzglednieniem ich krotnodei) funkeji f(z)
lesqeych wewnatrz C jest rdwna pelnej Tliczbie obrotdw wokdl
zera, jakie wykona wektor odpowiadajacy punkiowi f(z}, g¢dy
punkt z opisuje kraywq € w kierunkuw dodatnin, tzn.

(3.61) N—P = 51: [argf(2)]e
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Za pomoes zasady argumentu mozna udowodnié nastepujace

TWIERDZENIE ROUCHEGO. Jedlt funkcje f(2) i ¢(2) sq oanali-
tyozne w obszarze ograniczonym krzywa zamknigta C orez na tej
krzywej ¢ jesti we wszysthich punktach krzywej C zachodzi nterdwnodé
If(2)] > lp(=)], to funkeje f(z) © f(z)+ @(2) majg wewnglrz C jedna-
kowq losé zer (kazde zero liezymy tyle razy, ile wynosi jego krot-
noéé).

Dowdd. Z zatozen twierdzenia wynika, ze funkeje f(2) 1 f(z)+-

+¢{2) nie maja zer na krszeJ C, gdyz dla kazdego z leigcego
na ¢/ mamy

If(2)i > ()] 20, [f)+e(2) = if(@)—lg() > 0.

Nieeh N bedzie ilodeig zer funkeji f(z) lezacych wewnatrz ¢
i nteeh N bedzie iloSeig zer funkeji f(2) + ¢(2) lezgeych wewngtrz €.
Na moey zaswdy argumentu manty

o 1 !
N = ug{a,rg[f(z)-{-tf(z)]}c 9 {arg[f{ )(1+ f((:)) }]} N

()t L AR —N
""—[“Tgf #) e [2*13(14- 2) )L = o fargf(2)le = ¥.

Uwzglednilismy tu, zZe

, | @A ..
[ore 1+ 7@ )L =0

jesli bowiem punkt 2z opisuje krzywa €, to punkt 1-¢(2)/f(2)
zakredla droge lezacg wewnatrz kola o promieniu 1 i drodkn 1
(rys. 47), gdyz na krzywej € zachodzi nie-

rownosé , ) 4

¢lz) | -
fo 1< /_\
\__/ ‘

W ten sposéb twierdzenie zostalo ndowod- ¢
nione. ] :

Zajmiemy sie teraz pewnymi wnioskami
z twierdzenia Rouchégo.

Rys. 47
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Niech f(z) bedzie funkcja analityczng . w obszarze ograniczo-
nym krzyws zamknigta € oraz na tej krzywej, nie majaey zer
na krzywej C. Jeéli funkeje f,(2) (n, =1,2 .,, .Y s anmlityczne

.....

— f(z) jednostajnie na C, to dla dosta.teaznw dmyoh n #losé zer
(z nwzglednieniem ich krotnodei) funkeji f,(2) ledqeych wewnatrz ¢
jest réwna ilosei zer (z uwzglednieniem ich krotnosei) funkeji f(2)
lezqeyoh wewnagtrz C (lwierdzenie Hurwitza).
Rzeczywitcie, poniewaz funkeja f(z) nie ma zer na krzywej C,
wiee _
= iré!in If(2) > 0;

wobec tego istnieje taki wskafnik N, zedla » > Nidlaz lezaeych
na ¢ zachodzi nieréwnosé

ful2)— (e} < m,

ale w takim razie w sumie

fulz) = f(3)+ [fal(2) —f(2)]

modul drugiego skladnika jest mniejszy od modulu skladnika

pierwazego. dla wszystkich z 1e4@ﬁych na €; a zatem na mocy
twierdzenia Rouchégo ilo§é zer funkeii f,(2) lezacych wewngtrz €

~ jest réwna ilosei zer funkeji f(2) lezgeyoh wewngtrz €, co naleZalo

wykazaé.

Niech @ bedzie dowoling liczba zespolong. Te wartofei 2, dla
ktorych wartosé funkeji f(z) jest réwna liozbie q, nazwiemy
a-punktami funkeji f(2). Inacze] méwige a-punkty funkeji f(z)
53 to zera funkeji f(z)—a. Poniewaz zera funkeji analitycznej
nie réwnej tozsamofciowo zeru 83 odosobniomne, wige a-punkty
funkeji analityeznej nie réwne) tozsamosdciowo 4 :sa, réwniez
odosobnione. Méwimy ponadto, Zze a-punkt funkeji f(z) ma krot-
noéé n, gdy jest on zerem n-krotnym funkcji f(z)— a.

Niech f(2) bedzie funkejs analityczng nie réwng tozsamofeio-
wo stalej i niech 2, bedzie e-punktem n-krotnym tej flll’lk(}]l
PoniewaZz a-punkty sa odosobnione, wi¢ge na okregu y o frodku z

§ 18. Zasada argumentu ' 199

i o dostatecznie malym promieniu, a takie w jego wnetrzu, nie
bedzie zadnych innych a-punktéw. Wowezas

— min|f(z)—a| > 0.

Jegli |b—a| < m, to wewngtrz okregu y bedzie znajdowad si¢
dokladnie » (z uwzglgdmemem krotnosel) b-punktéw fankeji f(2).
Rzeczywiicie,

flz)—b = [f(s)—al+(a—b)
i na okregu y zachodzi nieréwnosé '
la—b| < |f(z)—ai;

wobec tego na mocy twierdzenia Rouchégo ilo§é zer (z uwzgled-
nieniem ich krotnodei) funkeji f(2)—b lezacych wewnatrz y jest
réwna analogicznej ilogei zer funkeji f(z)— @, a zatem jest réwna n
(wewngtrz y funkeja f(z)— a ma tylko jedno zero z, i jego krotnosé
wynosi #). Zauwaimy jeszeze, ze gdy promiefi ¢ okregu < bedzie
dostatecznie maty (taki, Ze f'(z) % 0.dla 0 < Jz—zg| < g}, toO
funkeja f(2) bedzie przybieraé wartesé b w dokladnie » punktach
wewngtrz y 1 wszystkie te b-punkty beds jednckrotne. .

Funkcja analityezna f(z) nie r6wna tozsamosciowo stalej
przeksztales zbiory otwarte w otwarbe. Rzeczywidcie, jesli f(z,) =
== 10,, 0 na moey poprzedmeh rozwazan réwnanie f(z) = w,
ma rozwiazanie wewnatrz dowolnie malego kola o émdku 2oy
o ile tylko w, jest dostatecznie bliskie w,.

Z ostatniej uwagi wynika, ze je§li f(z) jest funkecja analityezna
w pewnym obszarze, nie réwng tozsamodciowo stalej, to dowolnie
bliske kazdego punktn z, tego obszaru mozna znaleZé punkt z,
taki, ze [f(zy)] > |f(2o)l. Stad wynika zasada wmaksimum: jesls
funkeja f(z) jest ciagla w obszarze domkniglym ograniczonym t ana-
lityezna wewnglrz tego obszaru, io modut f(z) osiage swq wartosé
najwickszq na brzegu obszarw,

7 zasady rnaksimum wynika bezpofrednio twierdzenie: geéh
eiag funkejs fo{z) otaglych w obszarze domkniglym ograniczonym
i analifycznych wewnglrz iego obszaru jest zbieiny jednosiajnie
na brzequ obszaru, to jest véwniei zbieiny jednoslajnie w calym
obszarze.



