MUMIO: Egzamin 2004 — rozwiazania Pawet Lorek

Egzamin z matematyki ubezpieczeniowej (MUMIO), semestr
zimowy 03/04, zestaw 2

Data: 30.01.2004. Egzaminator: Ryszard Szekli
ROZWIAZANIA ZADAN

1. Liczba szkéd N ma rozktad Poissona z
parametrem 1 , indywidualne, niezalezne szkody X;,i > 1
(Xo = 0) maja rozklad réwnomierny na zbiorze
{0,2,4,6}. Jesli S = Xo+ X1 + ... + Xy, to

(a) P(S=13)>1/20
(b) VarS =5
(c) P(S=0)=e
(d) ES > EX;

Rozwigzanie:

(a) NIE Szkody moga przyjmowaé tylko wartosci ze zbioru {0, 2,4, 6}
- 83 to liczby parzyste i nie moga da¢ w sumie 13, zatem P(S =
13)=0<1/20

(b) NIE VarS =Var(YY, X;) = EN - VarX +VarN - (EX)?
EN=1,VarN =1,EX = 1(24+4+46) =3,VarX = ((0—3)*+
(3-14+(3-4)2+(3-6)?)1=5
Stad VarS=1-5+1-9=14

(c) TAK
PTERWSZY SPOSOB:

Funkcje tworzgce prawdopodobienstwa:
Px(t) = 21+ £ 4+ £ 4 15), Py (1) = &'
Ps(0) = Py(Px(0)) = i) =i
DRUGI SPOSOB:

:gop( =0|N =k)P(N = k)zi(g)k'e_lﬁ
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(d) NIE ES=EN-EX;=1-EX, =FEX;

2. Szkody maja rozktady dwumianowe P(X; =k) = (1]3)
(DF(E)*, k=0,...,10. Niech
S = X + ... + Xgg. Sktadka pobierana od kazdej szkody
jest postaci (1 + 0)EX;, dla pewnej staltej 6 > 0.
Jak dobra¢ wartos¢ tej statej, aby szansa, ze
zebrana sktadka od wszystkich 80 szkdéd pokryje szkode

wynosita 0.95

(a) ok. 3%

(b) ok 4%

(c) nie istnieje taki narzut przy danym prawdopodobienstwie
(d) ok. 10%
Rozwiazanie:

1 3 10 10 3 15
n=10,p=72,9=7, nop=-VarX=n-pq=--o=-7
ES=FEX-80=200,VarS =VarX -80 = 150

Czyli mamy :
6 - 200 1.645 - /150
—— =1.645, = —— =~ 10%
v 150 200

(a) NIE

(b) NIE

(c) NIE

(d) TAK

3. Szkoda X ma rozktad o gestosci wyktadniczej
f(x) = e *lp,00)(x) Funkcja uzytecznosci

u(z) = —e ¥ + 1. Wtedy

(a) Fu(X)=1/12
(b) Varu(X)=1/12
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(¢) Pu(X)<1/2) =1/2
(d) Bu(X)) < 1— e BX

Rozwiazanie:

X ~ f(z) =€z > 0, zauwazmy, ze u jest dystrybuanta tego rozkla-
du u(X) = F(X)

P(F(X)<z)=P(X < F '(2))=F(F (2)) ==

czyli Y = u(X) ma rozklad jednostajny na (0, 1)

(a) NIE Eu(X) = EY =1/2

(b) TAK Varu(X) =VarY =1/12

(c) TAK P(u(X) <1/2) =P(Y <1/2)=1/2

(d) TAK z nieréwnsoci Jensena mamy E(u(X)) < u(EX) = 1—e EX

4. Dwie niezalezne sumaryczne szkody S1, Sy maja ztozone rozktady Pois-
sona. Sy ~ CPoisson(2, F), Sy ~ CPoisson(2,G), gdzie F jest rozkla-
dem réwnomiernym na {0,2,4} oraz G jest rozkladem réwnomiernym
na {1,3,5}. Wtedy

(a) P(S1+S,=0)=¢*

(b) E((Sy + S2)?) =410/3

(C) VCLT(Sl + SQ) = 81/3

(d) S1+Ss ma rozktad C'Poisson(2, H), gdzie H jest rozktadem réw-

nomiernym na {0,1,2,3,4,5}

Rozwiazanie:

Policzmy funkcje tworzace momenty
S;=X1+ ...+ Xy, X ~ F N ~ Poiss(2)

S1=Y1+..+Yn,Y ~G,N ~ Poiss(2)
PN(t) = 62(t_1)

1
Px,(t) = 5(1 )
1
Py, (t) = g(t+t3 + %)
PSl (t> = PN(le (t)) = 62(%(1+t2+t4)_1)

3
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Pg, (t) = Py(Py, (1)) = 2GE+-1)

1 2 44y 1 2 _
Pg(t) _ P51+5‘2 (t) _ P51 (t)P52 (t) _ 62(3(1+t +t%) 1)62(3(t+t5+t5) 1 _

(a)

S e§(1+t+t2+t3+t4+t5—6)

NIE P(S; + S5 = 0) = Pg,.5,(0) = ¢ %

(intuicyjnie: prawdopodobienstwo, ze w ogéle nie wystapia szkody,
tj. ze bedzie ich 0 w S oraz 0 w Sy wynosi wlasnie e 272 = ¢4,
ale S; + S = 0 moze tez by¢ w przypadku, gdy S; ma niezerowa
liczbe szkdd, ale wszystkie te szkody wynosza 0 (bo X ma rozktad
réwnomierny na {0, 2,4} - czyli moze wynie$¢ 0) - zatem P(S; +
S, = 0) powinno by¢ wicksza niz e )

TAK

PIERWSZY SPOSOB:

EX=10+2+4) =2 Varx = 242 =8

3 3
EY =1(1+43+5)=3,Vary = 222 = ¢

EN =VarN =2, E(8,+8S,) = EN-EX+EN-EY =2-24+2.3 =
10
VarS, = Var(XY, X;) =VarX - EN +VarN - (EX)? = % -2+
2.4=14
VarSy = Var(XX,Y;) = VarX-EN+VarN-(EX)* = £.242.9 =
70

3

CZYH V&T(Sl + 52) = % + ? = %

E(S; + S2)2 — (E(Sy + S8,))* = Vars,

stad B(S) + S2)2 = VarS + (E(S1 + Sp))* = 10 + 200 — 410
DRUGI SPOSOB:

Policzmy funkcje tworzacg momenty zmiennej S = S; + S5

Mg, 4s,(t) = Ms(t) = Pg(e!) = efIre+eereiae=0)

pierwszy i drugi moment to pochodne (pierwsza i druga) w 0:

Mg(t) = g(tﬁt 262 4 36 4 4t 4 pedt)es (e ettt betaett—0)

2
ES:Mg(O)z§(1+2+3+4+5)60=10

Mg(t) = %<(et+462t+963t+1664t+2565t)€%(1+8t+62t+63t+64t+65t_6)+

4
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—l—g(et + 2¢% 4+ 363 4 4t + 565t)2e§(1+€t+e2t+63t+e4t+€5t—6)>
3

2 2
4E52::E(Sy+SQ2::AﬁKO)::g<(L+4+9+16+25)+§(L+2+3+4+5V)

2 2 2 165 2 2 1654450 2 615 2 410
= Z(55+= Z(=242225 T L fa05 = —
3(55%3 3G )=y Ty T 3

(c) NIE Var(S;+Ss) = E(S;1+55)?—(E(S; + 52)) 410 —10% = 110

(d) NIE S} + S5 ma rozktad C'Poission(4, H), gdzie H ma rozklad
réwnomierny na {0, 1,2, 3,4,5} Policzmy funkcje tworzaca praw-
dopodobienstwa takiej zmiennej losowej:
Py(t) = e*=D Py, (t) = § + 5t 4 ¢t* + §1° + §1* + §1°
Pg(t) _ PN(PX (t)) _ e4(%+%t+%t2+%t3+%t4+%t5) _ 63(1+t+t2+t5+t4+t5 6)

15%) =

Y

a to jest funkcja tworzaca prawdopodobienstwa uzyskana w pod-
punkcie a) , czyli dla S; + Sy
5. Szkoda X ma rozklad geometryczny z p = 1/3 na
{0,1,2,...}. Niech I4(X) oznacza kontrakt stop-loss.
Wtedy

Rozwigzanie:
EL(X) = El1(X) — P(X > K),p =1, = 2
E(I}(X))=E(I?2 (X)) -2EX +P(X >k—1)

(a) TAK
EL(X)=EL(X) - P(X > 1) = EI,(X) — P(X > 0) — P(X >
1

1) = BEX — (1 - P(X > 0)) — (1 - P(X = 0) — P(X = 1))

=2-(1-p)-(-p-pg)=2-5-(1-5-5)=2-§5-5=3
(b) TAK

pierwszy moment: El1(X) = Ely(X) - P(X >0)=2—-2=3

drugi moment: E(I}(X)) = E(I§) —2EX + P(X > 0) = % +4 -

442=6+2

Stad: Var(1,(X)) = E(I}(X)) — (EL(X))* =6+ 8 — 18 = 44/9

>
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(c) TAK Varly(X) = E(I3(X)) — (EIy(X))? = BE(X?) — (EX)* =
VarX = %5 =06

(d) NIE, jest: EI(X) = EI,_1(X) — P(X > k)

6. W dyskretnym modelu rezerwy, kapitat poczatkowy
wynosi 1, a szkody maja rozktad P(X; =0) = 0.7,
P(X; =2) = 0.3. Wspdétczynnik Cramera R

spelia wtedy

(a) réwny jest In(%)

(b) e % jest ostro mniejsze od prawdopodobieft stwa ruiny w tym mo-
delu

(¢) w tym przypadku wspétezynnik nie istnieje

(d) prawdopodobiefistwo ruiny réwne jest w tym modelu e~

Rozwiazanie:
R wyliczymy z réwnoéci Mx (r) = e : 0.7¢ 4+ 0.3¢*" = ¢’
podstawmy z = e , 0.7+ 0.322 = 2,0.322 — 2+ 0.7=0

A=1-4(03-07)=0.16,2 =1,z = 1

(a)

(b) NIE (jest: ¢(u) < e~ F)

(c) NIE

(d) NIE w twierdzeniu jest: ¢(u) = e T . const, gdzie

1

Ot = BlemT < o0)

T - moment ruiny, wtedy u(7") < 0, wigc —R - uw(T) > 0 czyli
e Bul) > 1, wiec érednia takiej zmiennej losowej bedzie wigksza
od 1, a co za tym idzie ¢(u) < e
7. Szkoda X i szkoda Y przyjmuja warto$ci miedzy 0
i 10 posiadajac taczna gestosé
f(il% y) = 0-00233[(0,10)><(0,10) (517, y). Wrtedy

6
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(a) E(XY)=100/3

(b) E(X|Y=5)=6

(c) E(& | Y > 1) = In(10Y/%)
(d) B(X+Y) > 115

Rozwiazanie: f(x,y) = 0.00221(,10)x(0,10)(,y)

10
fx(x) = /f(xay)d?/: /0-002$[(0,10)x(0,10)($>y)dy = 0 0-002$[(0,10)($)dy
—00021’[010() 10—00213[010()

10
fY(*T) = /f(x,y)dy = /0-002$[(0,10)x(0,10)($7y)dx = ) 0-002$[(0,10)(y)d$

332 10 1
2 1o 10
Zauwazmy, ze X 1Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, bo fxy(x,y) =

fx(@) - fr(y)
EX = 0.02 [;° 2%dx = 0.02%

= 0.0027(0.10) () —1(0,10)(y)

10

1000_20
o=002.150 =3

EY =..=5

(a) TAK EXY = EX - EY, (bo niezalezne) = 2 -5 = 10

(b) NIE E(X|Y = 5) = EX = 2 ( co mozna te wyliczyé bezpo-

$rednio: fX|Y:5(33) — f)}iggsﬂf) _ 0.002:011%%10)(96) _ fX(x))
(c) TAK E((X,Y)|Y € B) = P hper)
- _ B hs) _ L h 2300020100 0,10 ()
tutaj: (Y > 1) = AosD ™ )iy
flO 101dy 10 10 2
=t =19.002-In| =2Zmn(10) = £ In(10) = In(10Y/%)
fl 10 1
(d) TAK E(X+Y)=EX+EY =2 +5=3 =112 > 115



