Symulacje i algorytmiczne zastosowania lancuchéw Markowa 01.03.2016

Listanr 1, ver B
Pawel Lorek

Rachunek prawdopodobienistwa

1. Niech T" bedzie zmienng losowa przyjmujaca wartosci catkowite nieujemne. Pokaz,
ze ET =Y P(T > k).
k=0

2. Udowodnij nastepujacy

Lemat 1 (Nieréwnos¢ Markowa). Niech X bedzie nieujemng zmienng losowq.

Wtedy Vr > 0
_EX

P(X >r) .

3. Udowodnij nastepujacy
Lemat 2 (Nieréwnosé¢ Czebyszewa). Niech X bedzie zmienng losowq o Sredniej
© < 0o i wariancii o* < co. Wtedy ¥r > 0

02

PIX —plz1) <%

4. Pokaz, ze dla kazdego r € R mamy 1 4+ x < e
5. Udowodnij nastepujacy
Lemat 3 (Nierownos¢ Chernoffa). Niech X; bedq niezaleznymi zmiennymi losowymi
o rozktadzie P(X; =1) =p; =1— P(X; =0). Niech S = Zn:Xi oraz p = ES =
i=1

Z EX; = Zpi. Wtedy dla kazdego € > 0 zachodzi

PS> (1+2)p) < (#)

oraz
(&

m5<0—am§(aj573“

6. Pokaz, iz poprzednie zadanie implikuje

262
2

P(S<(1l—-¢e)u) <e
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Lancuchy Markowa

7. Dla Przyktadu 1. =z wyktadu, tj. dla prostego symetryczneg bladzenia po 4
stanach: F = {1,2,3,4} z macierza przejs¢
0o 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0
0o 1/2 0 1/2
/2 0 1/2 0

P-

z rozktadem poczatkowym p = (1,0,0,0)

a) Oblicz p?
b) Oblicz p" (“zgadujac” rozwiazanie i udowadniajac indukcyjnie, ze jest ono

poprawne).

8. Model pogody Gothenburga. Rozwazmy uproszczony model pogody: rozwazamy
tylko dwa stany: “deszcz” i “stonice”. Po dniu deszczowym nastepuje dzieri deszc-
zowy z prawd. 0.75, natomiast po dniu stonecznym nastepuje dzien stoneczny z
prawd. rowniez 0.75. Oznaczmy przestrzen stanow FE = {e;, e}, gdzie e oznacza
dzieni deszczowy, a e, dzieni stoneczny. Wtedy macierz przej$é wyglada nastepu-

jaco:
3/4 1/4
o [3
1/4 3/4
Zatozmy, ze pu = (0,1).

a) Oblicz p?.
b) Oblicz u" stosujac diagonalizacje macierzy P.
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9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

W modelu pogody “L.A.”, tj. modelu podobnym do poprzedniego zadania, ale z

macierza przejsé

1/2  1/2

L[y

1/10 9/10
(przyktad rozwazany na wykladzie). Podaj wzor na p* dla
a) p=(L0),  b)ju=(1/2,1/2), ¢ p=(1/6,5/6)
Czy w ktoryms z przypadkéow mozna zaobserwowaé co$ ciekawego? Co to moze
oznaczad?
Do czego zbiega p*, w kazdym z przypadkow, gdy k — oo?
Niech (Xy, X1, . ..) bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z macierza przejsé P
i przestrzenig stanow E = {ey,...,en}, tzn. P(X, 41 = €;|X,, = ;) = P(e;, ;).

Pokaz, ze
P(Xn+m = ej\Xn = ez-) = Pm(ei, ej)

Dla zadan 7, 8, 9 b) wskaz poprawne funkcje inicjalizujace oraz updatujace.

Dla zadania 8 wskaz min. dwie r6zne funkcje updatujace (funkcje updatujace nie
sa wyznaczone jednoznacznie).

Dla tasowania kart Top-To-Random dla n = 3 kart narysuj graf przejs¢ oraz podaj
macierz przej$¢ P. Wylicz rowniez P?.
Dla dwoch miar probabilistycznych p,v na E = {ey,..., ey} definiujemy norme

1
catkowitego wahania: dpy (p,v) = ) Z lu(e) —v(e)l.
eck
Oblicz norme catkowitego wahania miedzy rozktadami:

(1t~ Bin(4,1/2),v ~ Bin(4,1/4)

11 /2\" 1/2\"
Na przestrzeni E = {1,2} zdefiniujmy: p* = [— + 3 (—) ’% 3 (—) ] , oraz

6
15
v=|-,=|.
6 6

a) Oblicz dpy (¥, v).

b) Dla jakiego (calkowitego) k norma catkowitego wahania miedzy p* i v jest
mniejsza od 0.017

Rozwazmy n kart. Niech u bedzie rozktadem jednostajnym na wszystkich permu-
tacjach n kart. Natomiast niech v bedzie rozktadem jednostajnym na wszystkich
takich permutacjach, w ktorych pierwsza karta jest ustalona.

Oblicz dry (i, v).
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