Symulacje i algorytmiczne zastosowania tancuchéw Markowa 03.03.201

Lista nr 2
Pawel Lorek

1. Norme catkowitego wahania miedzy miarami v i y na E zdefiniowaliémy jako
1
dry(p,v) = 3 Z \u(e) — v(e)|. Pokaz, ze

ecE

dry(pv)= ) (ule)—vle)= >  (v(e) = ule)).

e:p(e)>v(e) e:v(e)>pu(e)

2. Pokaz, ze
drv (i, v) = max |u(A) — v(A4)],

gdzie p(A) = Z,u(A).

ecA

3. Podaj przyktad macierzy przejs¢ P rozmiaru 3 x 3 takiej, ktéra ma przynajmniej
dwa rézne rozktady stacjonarne, tzn. takie, ze 7P = 7. Czy mozna wskazaé¢ taka
macierz P dla ktorej dowolna miara probabilistyczna jest miara stacjonarna?

4. Niech X = {X},,>0 bedzie jednorodnym tancuchem Markowa z przestrzenia stanow
E = {ey,...,ex}. Dla calkowitych a,a’ > 0 i dowolnego e € E pokaz, ze

P(X,=¢eXuiw =¢|Xg=¢€)=P(Xy =¢€e|Xyg=¢e) - P(X, =¢e|Xy,=¢)

5. Niech X bedzie laricuchem Markowa na przestrzeni stanow E = {1,2,3,4} z
macierza przejsé
0 3/4 0 1/4
0 1/3 2/3 0
12 0 1/2 0
0 0 3/4 1/4

i z rozktadem poczatkowym p = (1,0,0,0). Niech T3 = min{n > 1: X,, = 3}.
Oblicz T3 = ET13.

6. Model urnowy Ehrenfestow. N czastek moze by¢ albo w pojemniku A albo w B.
Zatozmy, ze w chwili n > 0, X,, = i czastek jest w pojemniku A. Wtedy jedna
czastka wybierana jest losowo i w chwili n+1 jest przektadana do drugiego pojem-
nika. Zatem stan w chwili n + 1, tzn. X,,1; to albo 7 — 1 albo ¢ + 1. Przestrzenia
stanow jest zatem E = {0,1, ..., N}.Podaj macierz P i znajdz rozktad stacjonarny
tego tancucha.
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7. Nawiazujac do poprzedniego zadania: Zal6zmy, ze mamy N czastek i kazda wkladamy
do pojemnika A lub B z jednakowym prawdopodobienstwem. Jaki jest rozklad
liczby czastek w pojemniku A po takiej operacji?

8. Proces urodzin i smiercie z dwoma odbijajacymi barierami. Niech X bedzie

tanicuchem Markowa na przestrzeni stanow E = {0, 1, ..., N} z nastepujaca macierza
przejsc: ) )

0O 1 0 0 0 O . 0

¢ m opr 0 0 0 . 0

0 @ m p2 O 0 R 0

P=10 0 0 ¢ n n o 0o |’
0 ... gN-1 TN-1 PN-1
0 ... 0 1 0

gdzie dla kazdego ¢ € {1,...,N —1}: p; > 0,¢; > 0,p; + ¢; + r; = 1. Znajdz
rozktad stacjonarny tego tancucha.

9. Znajdz rozklad stacjonarny taricucha Markowa X na przestrzeni E = {1,2,3} o
macierzy przejscé
l—a « 0
P= 0O 1-8 p :
g 0 1-7

gdzie «, py € (0,1).

10. Tasowanie kart TOP-TO-RANDOM: Tasujemy n kart w nastepujacy sposob: za-
wsze bierzemy karte z gory i z prawdopodobienstwem 1/n wktadamy je w dowolne
miejsce w talii (w szczegblnosci moze pozostaé na swoim miejscu lub znalezé sie na
samym dole). Pokaz z definicji, ze m(e) = 1/n! dla kazdego e € E jest rozktadem
stacjonarnym tego tancucha.

11. Niech X = {X},>0 bedzie jednorodnym lanicuchem Markowa z macierza przejsé
P i przestrzenia stanow E = {e,...,ey}. Tworzymy ciag Y = {V},>0 na
podstawie X w taki sposob, iz notujemy tylko nowe wartosci X,. Tzn. jesli
przez iles krokow tancuch X pozostaje w tym samym stanie, to taricuch Y sie nie
zmienia, czeka az X sie zmieni. Dla przyktadu:

n = 0 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10

Xn = e e € €9 (D) (S5} €3 €3 €3 (SD) (S5}
Yo=1e Yi=e Yo=e Y;=e; Yi=e Ys=e

Pokaz, ze {Y },>¢ jest jednorodnym tancuchem Markowa i podaj jego prawdopodobienstwa
przejs¢ w jezyku prawdopodobienstw przejsé tancucha X.
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12. Niech X = {X},501Y = {Y },,>0 beda dwoma jednorodnymi tanicuchami Markowa
o tej samej przestrzeni stanow E = {1, 2} i macierzy przejsé:

-« o
P = ,
[ B 1-5 }
gdzie «, 5 € (0,1). Zalozmy, ze Xy = 1,Y, = 2. Podaj rozktad pierwszej chwili, w
ktorej oba tancuchy sa w tym samym stanie.

13. Niech X = {X},>0 bedzie taicuchem Markowa z dwoma roznymi rozkladami
stacjonarnymi 7 i 7. Pokaz, ze wowczas pm + (1 — p)n’ dla dowolnego p € (0, 1)
rowniez jest rozktadem stacjonarnym.

14. Rozwazmy nastepujacy taricuch Markowa X: Niech a,b > 2 beda liczbami catkow-
itymi. Przestrzen stanéw:

E={(z,y):2€{0,...,a—1},y € {0,...,b—1}}.

Dynamika tancucha jest nastepujaca: Bedac w stanie (x, y) w chwili n, w nastepne;

chwili taricuch albo jest w stanie ((x+1) mod a, y) z prawdopodobieristwem 5 albo

1
w stanie (z, (y + 1) mod b) z prawdopodobieristwem 3

e Pokaz, ze tancuch X jest nieredukowalny

e Pokaz, ze taricuch X jets nieokresowy wtedy i tylko wtedy, gdy ged(a,b) =1
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