Symulacje i algorytmiczne zastosowania lanicuchéw Markowa 12.11.2017

Lista nr 5
Pawel Lorek

(Stata Poincarego). Niech X o macierzy przejs¢ P bedzie odwracalnym taricuchem
Markowa na grafie G = (V,K), gdzie V = {ey,...,en} (wierzcholki) oraz K =
{(ei,e;) : P(ei, e;) > 0} (krawedzie). Dla skierowanej krawedzi k = (e;,e;) (0 wierz-
chotkach e; - poczatkowy, i e; -koricowy) zdefiniujmy A(k) = 7(e;)P(e;, €;).
Dla ustalonych wierzchotkéw e; oraz e; ustalamy deterministyczng, jednoznaczng sciezke
od e; do e; oznaczona I'(e;, e;). Dla ustalonej $ciezki jej dtugosé definiujemy jako:
IU'(e;, ej)| = Z 1. Stala Poincarego definijemy jako:
kel (e; e;) |
Yp i= Max § —= > T(e;, €;)|m(e:)m(e;)
k| A(k) .
(e;,ej):keT(e4,e5)

(dla ustalonego k suma jest po wszystkich wierzchotkach (e;,€;) takich, ze krawedZ k
nalezy do Sciezki I'(e;, e;))

Niech Ay oznacza druga (co do wart. bezwzgl.) warto$é¢ wlasna macierzy P odwracalnego
taiicucha Markowa X. Przypomnijmy dwa twierdzenia z wyktadu:

Twierdzenie A.
1
Ao <1——
P

Rowniez dla odwracalnego, ergodycznego tancucha X ~ P definiujemy stalg Cheegera

D D mle)Pleiey)

€; €A €; GAC

Vo= AC]E:ErI%}LgSlﬂ 7(A)
Twierdzenie B. )
Ao <1 — 57%

Twierdzenie C1. Dla odwracalnego tanicucha X ~ P mamy

1
m(e)

(0oP" to rozktad tancucha w n—tym kroku, takiego, ktory zaczal ze stanu e)
Twierdzenie C2. Dla dowolnego (niekoniecznie odwracalnego) taricucha X ~ P mamy

l 1
2. /x(e)

gdzie A\o(M) jest druga (co do wartosci bezwzglednej) wartoscia wtasna macierzy M =
PP.

dry (0.P",m) <

| Aa|"

| —
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1. Dla ¢ : E — R zdefiniowalismyy Var(¢) = Z ¢*(e)r(e) — Z m(e).

e

Poka, 7 Var() = 5 3~ (9(e) — ole;)*m(e ().

€;,e; €k

2. Niech n(e) oznacza taka liczbe krokow, po ktorej norma catkowitego wahania jest
mniejsza od €, tzn. dpy (0.P™, 1) < e.

Pokaz, ze dry(6,P™r© 1) < & dla n,, () = yplog ( gdzie vp jest

1
25\/7r(e)> (

stalg Poincarego)

2
210

1
% & <25\/7T(e)> (

3. Pokaz, 7e dry(0P™c® 1) < ¢ dla n,,(e) = gdzie y¢ jest

stata Cheegera)

4. Niech P bedzie macierza przejscia ergodycznego tanicucha X z rozkltadem stacjonarnym
7. Macierz taricucha odwroconego w czasie X definiuje sie nastepujaco f’(eg, e) =
7(e1)
7(e2)

stacjonarnym tancucha X jest rowniez 7.

P(ey,e;) (tancuch jest odwracalny jesli P = P). Pokaz ze rozkladem

5. Niech P bedzie macierza przejscia ergodycznego faicucha X z rozkladem stacjonarnym
7. Zdefiniuyjmy: M := P - P. Pokaz, ze

e M jest macierza stochastyczna

e 7 jest rozkladem stacjonarnym tancucha o macierzy przejé¢ M. Czy tanuch
ten jest odwracalny?

6. Rozwazmy nastepujace symetryczne btadzenie po okregu: E = {0,1,...,n — 1}.

[ 1—2p P 0 0O ... 0 0 p ]
P 1—2p P 0O ... 0 0 0
P — 0 P 1-=2p p 0 ... 0 0 ’
P 0 0 0O 0 ... p 1-2p

gdzie p < 1/2.
Policz (lub oszacuj) stata vp.
7. Policz (lub oszacuj) stata ¢ dla bladzenia z zadania 6.

8. Dla jakiego p v¢ jest “lepsza” od vp dla wynikow otrzymanych w zadaniach 6 i 77
Poprzez “lepsza” rozumiemy, iz daje lepsze oszacowanie w Twierdzeniu B.
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9. Rozwazmy nastepujace bladzenie po okregu: E = {0,1,...,n — 1}.
[1—p p 0 O 0 0 0 7
0 1-p p O 0 0 O
P — 0 P 1—p p O 0 0 ’
P 0 0 0 O p 1—0p

10.

Pokaz, iz liczac macierz M = PP zadanie liczenia/szacowania ¢ i yp sprowadza
sie do zadan 6 i 7. Podaj stosowne oszacowania.

Niech X bedzie prostym btadzeniem po grafie G = (V, K), gdzie V = {vy,...,vp}
to zbior wierzchotkow, a K to zbior krawedzi. Prawdopodobienstwa przejsé:
P(v;,v;) = 1/d(v;) jesli (vi,v;) € K (d(v;) to stopien wierzchotka v;). Niech
['(v,v") oznacza jaki§ wybor sciezki z v do o', ktéry nie ma powtarzajacych sie
krawedzi. Zdefiniujmy:

0" = max#{(v,v') € V?: k € [(v,v)}
keK

d* = maxd(v), s* = max |T'(v,v")],
(d*)Zs*,r/*

Pokaz, ze vp <
K]
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