Wprowadzenie do symulacji i metod Monte Carlo 18.10.2018

Lista nr 2
Pawel Lorek

Szereg harmoniczny: H, Z
k=1

?vl»—

Liczby Stirlinga drugiego rodzaju: { } = Z ( ) (k —4)", jest to liczba
sposobéw podziatu zbioru n elementéw na k mepustych zbioréw podzbiorow.

1. Niech X bedzie zmienna losowa o rozktadzie Eri(n,\) tj. majaca gestos¢ (A > 0)

1 n,n— — AT
Pokaz, ze dystrybuanta wyraza sie wzorem
n—1 ()\[L‘)T -z
Flz)=P(X<z)=1- —
r!
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2. Niech S,, bedzie zbiorem wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}. Niech Y
oznacza zmienng losowa o rozkladzie jednostajnym na S, tzn. Vo € S,, Pr(Y =

1
o) = —. Dla o € S,, zdefiniujmy
n!
flo) =i o(i) =i},
tzn. f(o) to liczba punktow stalych permutacji 0. Pokaz, ze Ef(Y) = 1.

3. Niech Y bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na S, (jak w poprzed-
nim zadaniu). Dla o € S,, zdefiniujmy

Cim(0o) = #{ cykli dtugosci m}
(liczba cykli dtugosci m) oraz C(o Z Cn(0) (liczba cykli).

e [le jest srednio cykli dhugosci m w losowej permutacji n elementow? Tzn. ile
wynosi FC,,(Y)?

e Ile jest srednio cykli w losowej permutacji? Tzn. ile wynosci EC(Y)?

4. Niech Y bedzie zmienna losowa o rozkladzie jednostajnym na Sjg9. Pokaz, ze

Pr(Yzawiera cykl dtugosci > 51) = 1 — (Hygo — Hjo) ~ 0.31183
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5. Niech Uy,...,U, € [0,1]. Niech F,(t) = 1(U; <'t). Zdefiniujmy

i=1

S|

D, = sup |Fu(t) 1.

0<t<1

Niech Uy, ..., Uy bedzie statystyka pozycyjng proby Uy, ..., U,. Pokaz, ze D,, =
max(D.;", D;), gdzie

. 1
D; = max (l - U(i)) , D; = max (U(i) ! ) .
1<i<n \ n 1<i<n n

6. (test serii, srednia). Niech n,t,d beda catkowitymi liczbami dodatnimi. Zalézmy,
ze mamy obserwacje Uy, ..., Uy € [0,1]. Dzielimy je grupy po t:

Ul == (U17 ey Ut)7 UQ - (Ut+17 sy U2t)7 Un = (U(nfl)t+la ey Unt)
Rozpatrzmy kostke [0, 1]*: dzielimy kazdy z bokéw na d réwnych odcinkow [i/d, (i+
1)/d],i = 0,...,d — 1 i otrzymujemy k = d" “mini” kostek. Zalézmy, ze mamy
jakas numeracje kostek 1,2, ...,k Niech

X; = #{j : Ujjest w minikostce o numerze j}.

Zdefiniujmy

I3

T —

k
(X; —3)?
=k

Zakladajac, ze Uy, ..., U, sa iid o rozkladzie U(0, 1) pokaz, ze ET =k — 1

7. Rozmieszczamy losowo n kul w n urnach (tj. kazde rozmieszczenie ma prawd.
n~". Niech Aj oznacza zdarzenie, ze jest doktadnie k urn pustych.

= () v () (-5

)

Pokaz, ze
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