Wprowadzenie do symulacji i metod Monte Carlo 03.01.2019

Lista nr 6
Pawel Lorek

1. Proces urodzin i Smierci z dwoma odbijajacymi barierami. Niech X bedzie tanicuchem

Markowa na przestrzeni stanéw E = {0, 1, ..., N} z nastepujaca macierza przejsc:
01 0 0 0O 0 ... 0 ]
g1 pp 0 0 0 e 0
0 q2 9 P2 0 0 Ce 0
P=10 0 o G ri pi 0 0 |’
0 ... gqN-1 TN-1 PN-1
0 ... 0 1 0

gdzie dla kazdego ¢ € {1,...,N —1}: p; > 0,¢; > 0,p; + ¢; + r; = 1. Znajdz
rozkltad stacjonarny tego tancucha.

Wsk: Laricuch jest odwracalny.

2. Znajdz rozklad stacjonarny taiicucha Markowa X na przestrzeni E = {1, 2,3} o macierzy
przejsé
11—« o 0
P= 0 1-p B ,
¥ 0 1-9

gdzie a, 8,y € (0,1).

3. Norme catkowitego wahania miedzy miarami v i p na E zdefiniowaliémy jako dpy (p, v) =

1
5 > " |u(e) — v(e)|. Pokaz, ze
ecE

dry (p,v) = max lu(A) —v(A)],

gdzie u(A) = Z wie).

ecA

4. Rozwazmy nastepujacy tanicuch Markowa X: Niech a,b > 2 beda liczbami catkowitymi.
Przestrzen stanow:

E={(z,y):x€{0,....,a—1},y€{0,...,b—1}}.
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Dynamika taricucha jest nastepujaca: Bedac w stanie (z,y) w chwili n, w nastepnej

chwili tanicuch albo jest w stanie ((z + 1) mod a,y) z prawdopodobieristwem 5 albo w

1
stanie (z, (y + 1) mod b) z prawdopodobienstwem 7

e Pokaz, ze taricuch X jest nieredukowalny
e Pokaz, ze tanicuch X jess nieokresowy wtedy i tylko wtedy, gdy ged(a,b) =1
e W przypadku ged(a, b) = 1 wskaz rozklad stacjonarny.

5. Ustalmy liczbe catkowita n > 0. Rozwazmy tez nieskoniczony ciag prob Bernouliego (zer
i jedynek) by, by, .... W chwili ¢ patrzymy na okno rozmiaru n: b;, bj41,...,b,—1. Niech
X, oznacza dlugosé bloku samych jedynek wystepujacych z prawej str. okna (tak, ze
zadne 0 tam sie nie pojawia). Oto przyklad (n = 6):

czas ciag Xk

k ...1(001011)110101... | 2
kE+1|...10(010111)10101... | 3
k+2|...100(101111)0101... | 4
kE+3|...1001(011110)101... | O
kE+41...10010(111101)01... | O

(a) {Xi}i>1 jest tanicuchem Markowa. Podaj przestrzen stanéw E, macierz przejscia P
i znajdz rozktad stacjonarny.

(b) Znajdz coupling i oszacuj dry (VP ).
6. Rozwazmy taiicuch Markowa X na E = {0,1}% z macierza

1
, —— jesli € =e+s; lube =e,
Pe,e) =< d+1

0 w p.p,
gdzie e = (e1,...,eq),6; € {0,1} oraz s; = (0,...,0,1,0,...,0) (jedynka na pozycji ).

Innymi stowy, dynamika jest nastepujaca

nic nie rob.

e 7 prawdopodobieristwem

1
d+1

e W przeciwnym razie, z prawd. zmien jedna ze wspolrzednych na przeciwna.

(a*) Znajdz (rozsadny) coupling.

(b*) Znajdz/oszacuj mixing (poprzez nier6wnosé¢ couplingowa)

Uwaga: na wyktadzie pokazana byla wersja, gdzie z prawd. 1/2 nic sie nie dzialo, a w
p.p- losowana byta jedna ze wsp. i zmieniana na przeciwna.
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