Nowe uktady wspotrzednych - MACIERZ PRZEJSCIA,
kilka zadan z Listy nr 5

Uwaga: Punkt X bedzie utozsamiany z wektorem X (i zapisywany jako X).

Niech X oznacza punkt w (zwyklym) kartezjanskim ukladzie wspolrzednych O,,..
Nowy uktad wspotrzednych O, 4,4, Wyznaczony jest przez trzy wersowy, liniowo nieza-
lezne wektory Fi, Fy, F3 (kazdy wektor postaci ¢ - F; lezy na osi u;).

Definicja 1 Mowimy, iz punkt X ma w uktadzie O, 4y, 0 wersorach Fy, Fy, Fs wspotrzedne
Uy
uy | = U wtedy 1 tylko wtedy, gdy
Uus

X = U1F1 + UQFQ + U3F3. (1)

Niech f oznacza macierz utworzong ze wspotrzednych wersorow F; jako kolumn, tzn.

fin fiz fis
f=FFF) = fa fo fs |,
fs1 fa2 fa3
fri
gdzie Iy = foi
fai
(1) mozemy zapisa¢
fn fi2 fi3 uy fin + ugfrz +usfi3
X=u | fa | +us| foo | tus| foz | = wifor +uafootusfozs | =f-U
fa f32 fa3 uy fa1 + uafaa + us fsz
czyli
X = fU. (2)

Definicja 2 Macierz, ktora wigze punkt X w uktadzie wspotrzednych Oy, z punktem
U w uktadzie wspotrzednych Oy, uyus w taki sposdb, ze zachodzi (2) nazywamy macierza
przejscia.



Uwaga dotyczaca nazewnictwa. Czesto ta macierz jest nazywana macierzg prze-
jscie do nowego uktadu wspoétrzednych Oy, yyus, €O jest niezgodne z intuicja. Dlatego
najwygodniej jest “nie mowi¢” z jakiego do jakiego uktadu jest to macierz przejscia.

Aby natomiast wyrazi¢ wspotrzedne wektora U majac dane wspotrzedne X w Oy,
mnozymy obie strony (2) przez f~! (istnieje, bo F; sa liniowo niezalezne) i otrzymujemy

U=f"'X. (3)

Zalozmy teraz, ze mamy przeksztalcenie liniowe 7' o macierzy m(7T') = m. Chcemy
mie¢ macierz m’ tego przeksztalcenia w nowym ukladzie wspolrzednych. Niech X =

T

xo |. Obrazem tego wektora jest T(X) = m - X. Z (3) wiemy, ze punkt dowolny

T3
punkt Y ma w nowym uktadzie wspolrzedne U = f~1Y. Dla Y = T(X) mamy zatem
iz obrazem wektora X w ukladzie O, s jest f'm - X. A skoro m’ jest macierza
przeksztatcenia T' w ukladzie Oy upus, to T'(X) ma w tym ukladzie wspotrzedne m'U.
Mamy zatem

fimX =m'U=m'f'X.

Poniewaz powyzsze jest prawdziwe dla kazdego X to mozna pokazaé, ze musi zachodzié¢
m=m'U=m/f".
Mnozac obie strony prawostronnie przez macierz przejscia f otrzymujemy

m' = f~'mf. (4)
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1 —1 7
7. Dane sa wektory F; = 0|, = 1 |, =1 1 | oraz ukoSnokatny
-2 0 0

uktad wspotrzednych Oy, upus, W ktorym wektory te sa wersorami.

(a) Jakie wspolrzedne (w uktadzie O, 4,.,) ma wektor X, ktory w uktadzie wspotrzed-
U1 1
nych ma wspothrzedne | wy | = | —1 |7
Uus 4



(b) Napisz macierz przejscia f do uktadu Oy, uyus

UWAGA: Zgodnie z poprzednimi uwagami najlepiej rozumie¢ to zadanie

jako:
“ Napisz macierz przejécia f”.
5
(c) Znajdz wspolrzedne wektora X = | —8 | w ukladzie O, upus-
3

(d) Zapisz wzory wyrazajace wspolrzedne x; poprzez wspolrzedne u; oraz odwrot-
nie, wspolrzedne u; poprzez wspotrzedne x;.

(e) Przeksztalcenie T : R* — R3 zadane jest macierza m = . Znajdz

N SO
co Ot DN
O© O W

macierz m’ przeksztalcenia T' w ukladzie Oy, ypu,

Rozwiazenie. Najlepiej najpierw wyznaczy¢ macierz przejscia (tj. podpunkt
(b)) i potem uzy¢ go do (a)

(b)

1 -1 7
f= 0 11
-2 00
(a) Zgodnie z (2) mamy
Z1 1 -1 7 1 30
X=| 2 | =fU= 11 -1 | = 3
T3 -2 00 4 —2
(c) By uzy¢ (3) policzmy najpierw f~1:
1
. N
ffl=...=| -3 § —%
11 L
8 8 16
Mamu
_3
Uy 0 0 —% ) 2
U=|u |=U=f"'X= _% % _1_16 8 | = -
s T 3 _3



(d) (To jest to samo co podpunkty (a) i (c) tylko nie ma konkretnych wektorow)
Wspoélrzedne z; poprzez u;:

I 1 -1 7 Ui Uy — U + 7U3
X = ) = fU = 0 11 U9 = U + U3z
T3 -2 00 us —2uy
Wspoétrzedne u; poprzez x;:
1
Uy 0 0 —% T —§x3
U=| u | =f"'X= _% % —i zy | = | =7+ fwe — g5
I 1 L
Us 8 8 16 T3 %.Tl + é.TQ + 1161'3
(e) Stosujac (4):
1 57
00 —3 1 2 3 1 -1 7 2 T2 T2
m' = f~'mf = —%%—% 45 6 0 11 )=|-% 1+ %X
3 5 % 789 -2 00 _37 5 141
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8. Wspoétrzedne u; nowego uktadu wyrazaja sie wzorami uy = x9 — 223, us = r1 — 2o+

T3, U3 = —2x1 + To — 3. Znajdz wspolrzedne wersorow uktadu O, 4y, W ukladzie

Oz, 2,25 Oraz macierz przejicia de-uktadu-Orms

Rozwigzanie.

Mozemy zapisac

U1 Ty — 2T3 0 1 -2 X1
U= U2 = Al —I2+ZE3 = 1 -1 1 i)
us —2551 + X9 — X3 —2 1 -1 I3

Z (3) “odczytujemy”, iz

0o 1 =2
= 1 -1 1
-2 1 -1
Zatem macierz przejscia:
0 1 -2\ 0 -1 —1
f= 1 -1 1 = -1 —4 -2
-2 1 -1 -1 -2 -1
Wersory:
0 -1 —1
=1 -1, kK= -4, F=| -2



9.

10.

Znajdz rownanie plaszczyzny —2z, + 5r9 — 3 = 7 w uktadzie wspolrzednych z
poprzedniego zadania. Znajdz réwnanie w ukladzie O,,,,., plaszczyzny, ktora w
uktadzie O, u,u, Wyraza sie rownaniem 3u; — ug — us.

Rozwigzanie.

Z poprzedniego zadania mamy u; = To —2x3, Uy = T1 —To+T3, Us = —2X1 +To —T3.
Wstawiajac to do 3u; — us — 2ug — 1 = 0 otrzymujemy

3([[‘2 — 2[[‘3) - ([L‘l — X9 + ZE3) — 2(—21‘1 + To — Ig) —1=0.
Upraszczajac
2[E2—5I3+3I1—1 = 0.

Natomiast, by zapisa¢ rownanie ptaszczyzny —2x,+5x,—x3 = 7 w nowym uktadzie,
musimy najpierw wyrazi¢ x; poprzez wspolrzedne u;. Wyliczywszy w poprzednim
zadaniu f mozemy, korzystajac z (2), zapisac:

T 0 -1 -1 U1 —Ug — U3
X = T2 = fU = -1 -4 -2 U9 = —Uy — 4U2 — 2’LL3
T3 -1 -2 -1 Uus —Up — 2U2 — Us

Rownanie plaszezyzny —2x, + 5z — x3 = 7 mozna zapisac:
—2(1,62 - Ug) -+ 5(—1,61 - 4UQ - 2U3) - (—Ul - 2U2 - U3) =7

Upraszczajac:
4U1 + QOUQ + 7U3 = -7

Uzasadnij, ze przeksztalcenie liniowe M : R?* — R? zadane macierza symetryczna
m, przedstawia sie takze macierzg symetryczng m’ w dowolnym innym Kkartez-
janskim uktadzie wspotrzednych Oy, y,u,. Wskazowka: macierz przejscia do dowol-
nego innego kartezjanskiego uktadu jest macierza ortogonalna.

Rozwigzanie

Niech Fi, Fy, F5 beda wersorami w uktadzie O, y,.,. Jesli uktad jest kartezjarski,
to f~!' = fT. Z zadania wiemy takze, ze m’ = m. Macierz m’ przeksztatcenia M

w nowym ukladzie to - z (4)
m' = f~imf.

Chcemy pokazaé, iz m' = (m')T. Mamy

(m/)T — (f—lmf)T _ (mf)T(f—l)T — meT(f—l)T — f—lm(fT)T — f—lmf — m/'



11. Na plaszczyznie dane sa wektory F; = ( _; ) B = ( 1/? ) oraz uklad Oy, u,,

w ktorym wektory te sa wersorami. Znajdz wspotrzedne ) = U, w nowym

Uz

uktadzie wektora X, ktory w starym uktadzie ma wspotrzedne ( il ) = ( 5/3 )
) _
Zrob to nastepujacymi sposobami:

(1) znajdujac rozklad wektora X w kombinacje liniowa wersorow Fy, Fy,

(2) znajdujac macierz przej$cia oraz stosujac wzor na nowe wspotrzedne (ktory w
R? jest taki sam jak w R?).

Rozwigzanie
(1) Chcemy znalezé uq, ug takie, by

X = u F1 + w5,

—1 1/2\ [ —w + 3w
2)+“2( 1)_( 2u1 + s

2 = —U1+%u2
—5/2 = 2uj + uy

czyli

(o2 )

Rozwiazujac uktad

,_/H/—\

Otrzymujemy
13
Uy )
o= ()%
U9 %
(2) Mamy
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