
Nowe ukªady wspóªrz�dny
h - MACIERZ PRZEJ�CIA,kilka zada« z Listy nr 5Uwaga: Punkt X b�dzie uto»samiany z wektorem ~X (i zapisywany jako X).Nie
h X ozna
za punkt w (zwykªym) kartezja«skim ukªadzie wspóªrz�dny
h Oxyz.Nowy ukªad wspóªrz�dny
h Ou1u2u3
wyzna
zony jest przez trzy wersowy, liniowo nieza-le»ne wektory F1, F2, F3 (ka»dy wektor posta
i t · Fi le»y na osi ui).De�ni
ja 1 Mówimy, i» punkt X ma w ukªadzie Ou1u2u3

o wersora
h F1, F2, F3 wspóªrz�dne




u1

u2

u3



 = U wtedy i tylko wtedy, gdy
X = u1F1 + u2F2 + u3F3. (1)Nie
h f ozna
za ma
ierz utworzon¡ ze wspóªrz�dny
h wersorów Fi jako kolumn, tzn.

f = (F1F2F3) =





f11 f12 f13

f21 f22 f23

f31 f32 f33



 ,gdzie Fi =





f1i

f2i

f3i



 .(1) mo»emy zapisa¢
X = u1





f11

f21

f31



+ u2





f12

f22

f32



+ u3





f13

f23

f33



 =





u1f11 + u2f12 + u3f13

u1f21 + u2f22 + u3f23

u1f31 + u2f32 + u3f33



 = f · U
zyli
X = fU. (2)De�ni
ja 2 Ma
ierz, która wi¡»e punkt X w ukªadzie wspóªrz�dny
h Oxyz z punktem

U w ukªadzie wspóªrz�dny
h Ou1u2u3
w taki sposób, »e za
hodzi (2) nazywamy ma
ierz¡przej±
ia.



Uwaga doty
z¡
a nazewni
twa. Cz�sto ta ma
ierz jest nazywana ma
ierz¡ prze-j±
ie do nowego ukªadu wspóªrz�dny
h Ou1u2u3
, 
o jest niezgodne z intui
j¡. Dlategonajwygodniej jest �nie mówi¢� z jakiego do jakiego ukªadu jest to ma
ierz przej±
ia.Aby natomiast wyrazi¢ wspóªrz�dne wektora U maj¡
 dane wspóªrz�dne X w Oxyzmno»ymy obie strony (2) przez f−1 (istnieje, bo Fi s¡ liniowo niezale»ne) i otrzymujemy

U = f−1X. (3)Zaªó»my teraz, »e mamy przeksztaª
enie liniowe T o ma
ierzy m(T ) ≡ m. Ch
emymie¢ ma
ierz m′ tego przeksztaª
enia w nowym ukªadzie wspóªrz�dny
h. Nie
h X =




x1

x2

x3



. Obrazem tego wektora jest T (X) = m · X. Z (3) wiemy, »e punkt dowolnypunkt Y ma w nowym ukªadzie wspóªrz�dne U = f−1Y . Dla Y = T (X) mamy zatemi» obrazem wektora X w ukªadzie Ou1u2u3
jest f−1m · X. A skoro m′ jest ma
ierz¡przeksztaª
enia T w ukªadzie Ou1u2u3

, to T (X) ma w tym ukªadzie wspóªrz�dne m′U .Mamy zatem
f−1mX = m′U = m′f−1X.Poniewa» powy»sze jest prawdziwe dla ka»dego X to mo»na pokaza¢, ze musi za
hodzi¢

f−1m = m′U = m′f−1.Mno»¡
 obie strony prawostronnie przez ma
ierz przej±
ia f otrzymujemy
m′ = f−1mf. (4)KILKA ZADA� Z LISTY 57. Dane s¡ wektory F1 =





1
0

−2



 , F2 =





−1
1
0



, F1 =





7
1
0



 oraz uko±nok¡tnyukªad wspóªrz�dny
h Ou1u2u3
, w którym wektory te s¡ wersorami.(a) Jakie wspóªrz�dne (w ukªadzieOx1x2x3

) ma wektor X, który w ukªadzie wspóªrz�d-ny
h ma wspóªrz�dne  u1

u2

u3



 =





1
−1

4



?



(b) Napisz ma
ierz przej±
ia f do ukªadu Ou1u2u3UWAGA: Zgodnie z poprzednimi uwagami najlepiej rozumie¢ to zadaniejako:� Napisz ma
ierz przej±
ia f �.(
) Znajd¹ wspóªrz�dne wektora X =





5
−8

3



 w ukªadzie Ou1u2u3
.(d) Zapisz wzory wyra»aj¡
e wspóªrz�dne xi poprzez wspóªrz�dne ui oraz odwrot-nie, wspóªrz�dne ui poprzez wspóªrz�dne xi.(e) Przeksztaª
enie T : R3

→ R3 zadane jest ma
ierz¡ m =





1 2 3
4 5 6
7 8 9



. Znajd¹ma
ierz m′ przeksztaª
enia T w ukªadzie Ou1u2u3Rozwi¡zenie. Najlepiej najpierw wyzna
zy¢ ma
ierz przej±
ia (tj. podpunkt(b)) i potem u»y¢ go do (a)(b)
f =





1 −1 7
0 1 1

−2 0 0



(a) Zgodnie z (2) mamy
X =





x1

x2

x3



 = fU =





1 −1 7
0 1 1

−2 0 0









1
−1

4



 =





30
3

−2



(
) By u»y¢ (3) poli
zmy najpierw f−1:
f−1 = . . . =





0 0 −
1

2

−
1

8

7

8
−

1

16
1

8

1

8

1

16



Mamu
U =





u1

u2

u3



 = U = f−1X =





0 0 −
1

2

−
1

8

7

8
−

1

16
1

8

1

8

1

16









5
−8

3



 =







−
3

2

−
125

16

−
3

16









(d) (To jest to samo 
o podpunkty (a) i (
) tylko nie ma konkretny
h wektorów)Wspóªrz�dne xi poprzez ui:
X =





x1

x2

x3



 = fU =





1 −1 7
0 1 1

−2 0 0









u1

u2

u3



 =





u1 − u2 + 7u3

u2 + u3

−2u1



Wspóªrz�dne ui poprzez xi:
U =





u1

u2

u3



 = f−1X =





0 0 −
1

2

−
1

8

7

8
−

1

16
1

8

1

8

1

16









x1

x2

x3



 =









−
1

2
x3

−
1

8
x1 + 7

8
x2 −

1

16
x3

1

8
x1 + 1

8
x2 + 1

16
x3







(e) Stosuj¡
 (4):
m′ = f−1mf =





0 0 −
1

2

−
1

8

7

8
−

1

16
1

8

1

8

1

16









1 2 3
4 5 6
7 8 9









1 −1 7
0 1 1

−2 0 0



 =









11

2
−

1

2
−

57

2

−
91

16

11

16

387

16

−
37

16

5

16

141

16







8. Wspóªrz�dne ui nowego ukªadu wyra»aj¡ si� wzorami u1 = x2−2x3, u2 = x1−x2 +
x3, u3 = −2x1 + x2 − x3. Znajd¹ wspóªrz�dne wersorów ukªadu Ou1u2u3

w ukªadzie
Ox1x2x3

oraz ma
ierz przej±
ia do ukªadu Ou1u2u3
.Rozwi¡zanie.Mo»emy zapisa¢

U =





u1

u2

u3



 =





x2 − 2x3

x1 − x2 + x3

−2x1 + x2 − x3



 =





0 1 −2
1 −1 1

−2 1 −1









x1

x2

x3



Z (3) �od
zytujemy�, i»
f−1 =





0 1 −2
1 −1 1

−2 1 −1



Zatem ma
ierz przej±
ia:
f =





0 1 −2
1 −1 1

−2 1 −1





−1

=





0 −1 −1
−1 −4 −2
−1 −2 −1



Wersory:
F1 =





0
−1
−1



 , F2 =





−1
−4
−2



 , F1 =





−1
−2
−1



 .



9. Znajd¹ równanie pªasz
zyzny −2x1 + 5x2 − x3 = 7 w ukªadzie wspóªrz�dny
h zpoprzedniego zadania. Znajd¹ równanie w ukªadzie Ox1x2x3
pªasz
zyzny, która wukªadzie Ou1u2u3

wyra»a si� równaniem 3u1 − u2 − u3.Rozwi¡zanie.Z poprzedniego zadania mamy u1 = x2−2x3, u2 = x1−x2+x3, u3 = −2x1+x2−x3.Wstawiaj¡
 to do 3u1 − u2 − 2u3 − 1 = 0 otrzymujemy
3(x2 − 2x3) − (x1 − x2 + x3) − 2(−2x1 + x2 − x3) − 1 = 0.Uprasz
zaj¡


2x2 − 5x3 + 3x1 − 1 = 0.Natomiast, by zapisa¢ równanie pªasz
zyzny −2x1+5x2−x3 = 7 w nowym ukªadzie,musimy najpierw wyrazi¢ xi poprzez wspóªrz�dne ui. Wyli
zywszy w poprzednimzadaniu f mo»emy, korzystaj¡
 z (2), zapisa¢:
X =





x1

x2

x3



 = fU =





0 −1 −1
−1 −4 −2
−1 −2 −1









u1

u2

u3



 =





−u2 − u3

−u1 − 4u2 − 2u3

−u1 − 2u2 − u3



Równanie pªasz
zyzny −2x1 + 5x2 − x3 = 7 mo»na zapisa¢:
−2(u2 − u3) + 5(−u1 − 4u2 − 2u3) − (−u1 − 2u2 − u3) = 7Uprasz
zaj¡
:

4u1 + 20u2 + 7u3 = −710. Uzasadnij, »e przeksztaª
enie liniowe M : R3
→ R3 zadane ma
ierz¡ symetry
zn¡

m, przedstawia si� tak»e ma
ierz¡ symetry
zn¡ m′ w dowolnym innym kartez-ja«skim ukªadzie wspóªrz�dny
h Ou1u2u3
. Wskazówka: ma
ierz przej±
ia do dowol-nego innego kartezja«skiego ukªadu jest ma
ierz¡ ortogonaln¡.Rozwi¡zanieNie
h F1, F2, F3 b�d¡ wersorami w ukªadzie Ou1u2u3

. Je±li ukªad jest kartezja«ski,to f−1 = fT . Z zadania wiemy tak»e, »e mT = m. Ma
ierz m′ przeksztaª
enia Mw nowym ukªadzie to - z (4)
m′ = f−1mf.Ch
emy pokaza¢, i» m′ = (m′)T . Mamy

(m′)T = (f−1mf)T = (mf)T (f−1)T = fT mT (f−1)T = f−1m(fT )T = f−1mf = m′.



11. Na pªasz
zy»nie dane s¡ wektory F1 =

(

−1
2

)

, F1 =

(

1/2
1

) oraz ukªad Ou1u2
,w którym wektory te s¡ wersorami. Znajd¹ wspóªrz�dne ( u1

u2

)

= U , w nowymukªadzie wektora X, który w starym ukªadzie ma wspóªrz�dne ( x1

x2

)

=

(

2
−5/2

).Zrob to nast�puj¡
ymi sposobami:(1) znajduj¡
 rozkªad wektora X w kombina
j� liniow¡ wersorów F1, F2,(2) znajduj¡
 ma
ierz przej±
ia oraz stosuj¡
 wzór na nowe wspóªrz�dne (który w
R2 jest taki sam jak w R3).Rozwi¡zanie(1) Ch
emy znale¹¢ u1, u2 takie, by

X = u1F1 + u2F2,
zyli
(

2
−5/2

)

= u1

(

−1
2

)

+ u2

(

1/2
1

)

=

(

−u1 + 1

2
u2

2u1 + u2

)Rozwi¡zuj¡
 ukªad
{

2 = −u1 + 1

2
u2

−5/2 = 2u1 + u2Otrzymujemy
U =

(

u1

u2

)

=

(

−
13

8

3

4

)(2) Mamy
f = (F1 F2) =

(

−1 1

2

2 1

)Li
zymy odwrotn¡
f−1 =

(

−
1

2

1

4

1 1

2

)

,by u»y¢ (3)
U =

(

u1

u2

)

= f−1X =

(

−
1

2

1

4

1 1

2

)(

2

−5/2

)

=

(

−
13

8

3

4

)


