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1. ZADANIA MU�; LISTA 1 31 Zadania MU�; lista 11.1 W 
i¡gu 5 lat dokonano wpªat/wypªat wedªug tabeli:rok 0 1 2 3 4 5wpªata 2 0 -2 1 0 4Obli
zy¢ obe
n¡ warto±¢ oraz zakumulowan¡ warto±¢ ty
h wpªat gdy i =
4%.1.2 Obli
zy¢ zakumulowane warto±
i po trze
h lata
h dla przepªywów kapitaªuA, B i C dany
h tabel¡wariant 0 rok 1 rok 2 rokA 100 110 120B 110 110 110C 120 110 100Który wariant jest najlepszy ? Przeprowadzi¢ dowód, »e obli
zanie obe
-nej warto±
i i zakumulowanej warto±
i prowadzi do tego samego uporz¡d-kowania. Dla obli
ze« przyj¡¢ i = 6%.1.3 (i) Obli
zy¢ obe
n¡ warto±¢ nast�puj¡
ego przepªywu pieni¡dza:w lata
h parzysty
h (tj. n = 0, 2, . . .) wpªaty w wysoko±
i 1,w lata
h nieparzysty
h (tj. n = 1, 3, . . .) wypªaty w wysoko±
i 1/2. Za-pisz powy»sz¡ obe
n¡ warto±¢ przy u»y
iu symboli renty oraz 
zynnikadyskonta.(ii) Rozpatrzmy przepªyw pieniadza z punktu (i), ale w okresie 2 lat tj.gdy n = 0, 1, 2. Obli
zy¢ zakumulowan¡ warto±¢ po dwó
h lata
h.1.4 Obli
zy¢ efektywn¡ stop� pro
entow¡ je±li stopa nominalna wynosi 5%oraz(i) kapitaliza
ja jest kwartalna,(ii) kapitaliza
ja jest póªro
zna,(iii) kapitaliza
ja jest 
i¡gªa.1.5 Przypu±¢my, ze skªadamy pieni¡dze w banku, gdy siªa stopy pro
entowej
δ = 0.05. Po jakim okresie podwoimy nasz wkªad? A je±li siªa stopypro
entowej wynosi δ = 0.1? Zakªadamy model kapitaliza
ji 
i¡gªej.1.6 Przepªywy pieni¡dza pewnej inwesty
ji s¡Czy ta inwesty
ja jest opªa
alna dla kogo± kto mo»e po»y
za¢ i osz
z�dza¢przy ro
znej stopie pro
entowej i = 6%. Przy jakiej stopie pro
entowejprzestaje si� opªa
a¢?



4 0 rok 1 rok 2 rok 3 rok 4 rok-500 -600 400 450 4001.7 [EdA5.04.97℄ Z tytuªu renty bezterminowej dokonywane s¡ nast�puj¡
epªatno±
i:
• 1 na ko«
u pierwszego roku i pó¹niej 
o 4 lata,
• 3 na ko«
u drugiego roku i pó¹niej 
o 4 lata,
• 5 na ko«
u trze
iego roku i pó¹niej 
o 4 lata,
• 7 na ko«
u 
zwartego roku i pó¹niej 
o 4 lata.Stopa pro
entowa wynosi i = 5%. Znale¹¢ obe
n¡ warto±¢ renty - poda¢najbli»sz¡ warto±¢. Odpowied¹: A: 70,25, B: 73,68, C: 76,58, D: 77,56, E:80,40.1.8 Bank proponuje nast�puj¡
y kontrakt. Osoba (55)-letnia wpªa
a przez 10lat skªadk� ro
zn¡ Π z góry i nast�pnie od 65 roku otrzymuje ro
zn¡ rent�bezterminow¡ w wysoko±
i 1. Znale¹¢ Π, je±li Π jest skªadk¡ netto, tzn.obli
zon¡ przy warunku, »e obe
na warto±¢ 
aªego przepªywu wynosi 0.Przyj¡¢ i = 5%.1.9 Podany jest przepªyw pieni¡dza 0 = C0 = . . . = C9, 5 = C10 = C11 = . . ..(i) Obli
zy¢ OW tego przepªywu.(ii) Zapisa¢ OW przy u»y
iu symboli rent.1.10 [EdA16.11.96℄ Przewiduj¡
 staª¡ stop� in�a
ji 22 % ustalono, »e jedno-razowa spªata dªugu 100 jp po dwó
h lata
h wyniesie 190 jp. Realnaro
zna stopa kosztu dªugu wyniosªa: (i) 15.84%, je±li poziom in�a
ji byªzgodny z przewidywaniami; (ii) 10.30%, je±li w pierszym roku stopa in-�a
ji wyniosªa 22%, a w drugim 28%; (iii) 9.40%, je±li ±rednia ro
zna stopain�a
ji wyniosªa 26%. Prawdziwe s¡ jedynie A: (i)(ii), B: (ii)(iii), C: (iii),D: (i)(ii)(iii), E: »adne.Wsk.: w przypadku wyst�powania in�a
ji wszelkie obli
zenia nale»y prowadzi¢w tzw. staªym pieni¡dzu. Mo»na wi�
 na przykªad kwot� wart¡ nominalnie

R w 
hwili n wyrazi¢ w �obe
nym� pieni¡dzu posªuguj¡
 si� zale»no±
i¡
R̃ =

R

(1 + iin�)n
,gdzie iin� jest stop¡ in�a
ji. Wów
zas R̃ jest realn¡ warto±
i¡ w 
hwili nkwoty nominalnej R, wyra»on¡ w staªym pieni¡dzu. Ina
zej: kwota R w
hwili n ma siª� nabyw
z¡ równ¡ R̃ obe
ny
h jednostek pieni�»ny
h.1.11 Obli
zy
, przy jakiej ro
znej stopie pro
entowej dana kwota podwoiªabysw¡ warto±¢ po 10 lata
h, je»eli bank stosuje ro
zn» kapitaliza
je zªo»on¡a) z doªu, b) z góry.



1. ZADANIA MU�; LISTA 1 51.12 Wyzna
zy¢ warto±¢ kapitaªu C1 po roku, jesli bank stosuje miesie
znakapitaliza
j� zªo»on¡ z góry, za± miesi�
zna nominalna stopa pro
entowawynosi i12.Zadania teorety
zne1.13 Udowodni¢
1 − v1/m =

1

m
d(m)oraz

i(m)

m
=

1 − v1/m

v1/m
.1.14 Sprawdzi¢, »e

1

m

m−1
∑

k=0

(1 + i)k/m =
i

i(m)
.1.15 Przez rent� pewn¡ malej¡
¡ z góry rozumiemy rent� w której wypªatynast�puj¡ w odwrotnej kolejno±
i ni» przy ren
ie rosn¡
ej, przez kolejny
h

n lat. To zna
zyCzas Wypªata
0 1/m · · · 1 − 1/m n/m
1 1 + 1/m · · · 2 − 1/m (n − 1)/m
2 2 + 1/m · · · 3 − 1/m (n − 2)/m... ... ... ... ...
n − 1 n − 1 + 1/m . . . n − 1/m 1/m
n 0

. (1.1)
Wtedy obe
na warto±¢ renty malej¡
ej ozna
zamy przez (D(n)ä)m. Pokaza¢,»e

(Iä)
(m)
n + (D(m)ä)n = (n + 1) ä

(m)
n . (1.2)1.16 Wyprowadzi¢

(Iä)
(m)
n = (Iä)

(m)
∞ − vn (Iä)

(m)
∞ − vnnä

(m)
∞ =

än − nvn

d(m)
. (1.3)

(Ia)
(m)
n =

än − nvn

i(m)
. (1.4)1.17 Pokaza¢, »e

1

an
=

1

sn
+ i .1.18 Wyprowadzi¢ wzór na ä

(m)
n oraz s̈

(m)
n .



61.19 Obli
zy¢ bie»¡
¡ warto±¢ renty pewnej (bezterminowej) z góry i z doluoraz renty pewnej (bezterminowej) 
i¡gªej.1.20 Wyprowadzi¢ wzór na obe
n¡, bie»¡
¡ i zakumulowan¡ warto±¢ 
i¡gªegoprzepªywu pieni¡dza c(t). Czy ma sens mówi¢ o zakumulowanej warto±
iw przypadku niesko«
zonego horyzontu 
zasowego.1.21 Udowodni¢, »e 
i¡g zakumulowany
h warto±
i Sk (k = 0, . . . , n − 1) danywzorem
Sn =

n
∑

j=0

Cj(1 + i)n−jspeªnia tzw. prospektywn¡ zale»no±¢
Sk+1 = (1 + i)Sk + Ck+1 ,pod
zas gdy 
i¡g rezerw Uk (k = 0, . . . , n − 1) dany wzorem

Uk =
n

∑

j=k+1

Cjv
j−kspeªnia tzw. retrospektywn¡ zale»no±¢

Uk = v(Uk+1 + Ck+1) .Zadania dodatkowe1.22 [EdA16.11.96℄ Przez i(k), i(k) > 0, ozna
zono ro
zn¡ nominaln¡ stop�pro
entow¡ z k-krotn¡ kapitaliza
j¡ odsetek w 
i¡gu roku, przez ief oz-na
zono odpowiadaj¡
¡ jej stop� efektywn¡, za± przez ic(k) równowa»n¡stop� opro
entowania 
i¡gªego (siª� stopy pro
entowej).(i) Je±li k > 1, to i(k) < ief(k).(ii) Je±li k1 > k2 oraz i(k1) = i(k2), to ic(k1) < ic(k2).(iii) Je±li ief(k1) = ief(k2), to ic(k1) = ic(k2).(iv) Je±li i(k) = ief(k), to i(k) = ief(k) = ic(k).Prawdziwe s¡ jedynie: A: (i), B: (i)(ii), C: (i)(iii), D: »adne, E: wszystkie.1.23 [EdA5.04.97℄ Dokonujemy na przemian w odst�pa
h 2 tygodniowy
h wpªati wypªat w wysoko±
i 1000 do/z funduszu (pierwsz¡ opera
j¡ jest w 
hwiliobe
nej wpªata). Po 2 lata
h skumulowana warto±¢ kapitaªu zgromad-zonego w funduszu wynosi 1051 (uwzgl�dniamy ostatni¡ wpªat� na konie
2-go roku). Znale¹¢ ro
zn¡ efektywn¡ stop� opro
entowania funduszu.Poda¢ najbli»sz¡ warto±¢. (1 rok=12 miesi�
y=48 tygodni). Odpowied¹:A: odpowied¹ nie jest jednozna
zna, B: 3%, C: 4%, D: 5%, E: 6%. [Wsk.Napisa¢ OW strumienia wpªat/wypªat. Przyrówna¢ do OW zgromad-zonego kapitaªu tj. do v21051. Równanie albo rozwi¡za¢ numery
znie,albo przez odgadni�
ie sprawdzi¢, »e poprawna odpowied¹ jest D.℄



1. ZADANIA MU�; LISTA 1 71.24 [EdA5.04.97℄ Inwestujemy kapitaª równy 1 w funduszu opro
entowanymw sposób 
i¡gªy z ro
zn¡ intensywno±
i¡ opro
entowania w n-tym rokurówn¡ nδ. Znale¹¢ zakumulowan¡ wato±
 kapitaªu na konie
 3-go roku.1.25 [EdA5.04.97℄ Podaj które z poni»szy
h to»samo±
i s¡ prawdziwe:(i)
1

s1

+
2

s2

+
3

s3

+ 3i =
1

a1

+
2

a2

+
3

a3

.[Wsk. Nie. Skorzysta¢ z zadania 1.17.(ii)
(

1 +
i(12)

12

) (

1 − d(12)

12

)

= (1 + i)1/6.[Wsk. Nie. Lewa strona równa si� 1.℄(iii)
108 + i(Is)107| = s108 .[Wsk. Tak. Przeni±¢ 108 na praw¡ stron� i podzeli¢ stronami przez

i. Nast�pnie rozpisa¢ renty w jawnej posta
i.℄(iv)
s2n

sn
− s3n

s2n

= 1 − sn

s2n

.[Wsk. Nie. Dla i = 0 mamy sn = n.℄Odpowied¹: A: tylko (i)(ii), B: tylko (iv), C: tylko (iii), D: tylko (ii),(iv),E: »adna spo±ród odpowiedzi A,B,C,D nie jest prawdziwa.1.26 Udowodni¢, »e je±li siªa stopy pro
entowej δ(t) jest funk
j¡ 
zasu oraz in-tensywno±¢ wypªaty renty pewnej w 
hwili t wynosi c(t), to obe
na warto±¢tej renty wynosi
∫ ∞

0

c(t)e−
R

t

0
δ(s) ds dt .



82 Zadania MU�; lista 2W zadania
h 2.8�2.22 przyj¡¢, je±li potrzeba, »e speªniona jest odpowiedniohipoteza HA lub HJP.2.1 Przyszªy 
zas »y
ia osoby nowourodzonej jest wykªadni
zy z parametrem0.01. Obli
zy¢(i) prawdopodobie«stwo ±mier
i nie pó¹niej ni» w 45 roku »y
ia,(ii) prawdopodobie«stwo do»y
ia 80 lat,(iii) prawdopodobie«stwo ±mier
i mi�dzy 45 a 80 rokiem »y
ia.U»y¢ ozna
ze« aktuarialny
h.2.2 Zakªadaj¡
, »e nat�»enie ±miertelno±
i jest staªe dla x ≥ 50 oraz e̊50 = 40obli
zy¢ p60.2.3 Wyzna
z 17p19 i 15|13q36, je±li s(x) =
√

100−x
10 , dla 0 ≤ x ≤ 100.2.4 Nie
h µ[x]+t = 1/(100− x − t). Obli
zy¢ 10p[50]+10, 10|10q[50]+10 oraz e̊50.2.5 Obli
zy¢ ex oraz e̊x gdy(i) T0 ma rozkªad wykªadni
zy z parametrem µ,(ii) T0 speªnia prawo de Moivre'a.2.6 Nie
h µ20 = 0.0056044 oraz µ30 = 0.0132678 i T0 speªnia prawo Gom-pertza. Obli
zy¢ 10p25.2.7 Obli
zy¢ p10, p20, p30, p40 przyjmuj¡
, »e rozkªad trwania »y
ia osobynowourodzonej podlega prawu Gompertza z parametrami B = 0.00026155i c = 1.07826. Porówna¢ z tabli
ami TT�-PL97m.1. Rozwa»my popula
j� z k| q0 = 1

80 , k = 0, . . . , 79. Zakªadaj�a
 hipotez�e HUznajd¹ �e0. Wyzna
z prawdopodobie«stwo, zakªadaj�a
 ponadto HJP, »eosoba w wieku x = 10 do»yje wieku�e0.2.8 Przyj¡¢ HU i obli
zy¢ 10|1.5q30 wiedz¡
, »e l30 = 523, l40 = 436, l41 = 427,
l42 = 417 (dane po
hodz¡ z tabli
 Halleya).2.9 Osza
owa¢ e0 je±li 
zas »y
ia jest opisany przez TT� Halley'a. Jakijest mo»liwy bª¡d spowodowany urwaniem si� tabli
 na x = 83, je±liprzyjmiemy, »e ω = 100?2.10 Wiedz¡
, »e za
hodzi HCFM znale¹¢ korzystaj¡
 z TT�-PL97k(i) 0.5q56,(ii) µ58.75.2.11 Na podstawie TT�-PL97m obli
zy¢ 0.5p23 i 15|13q40 (przyj¡¢ HU).



2. ZADANIA MU�; LISTA 2 92.12 Obli
zy¢
• d20, p20 i q20,
• prawdopodobie«stwo, »e (20)-latek umrze pomi�dzy 30 i 50-tym rok-iem »y
iaje±li przyszªy 
zas »y
ia podlega:TT�-PL97m,TT�-PL97k,TT�-HALLEY.2.13 Znale¹¢ µ65.25 przy zaªozeniu:� HU,� HCFM,� HB,je±li rozkªad 
zasu ob
i�tego 
zasu »y
ia jest dany przez TT�-PL97k.2.14 Znajd¹ lx je±li l0 = 1000 i:(i) µt = at,(ii) µt = 1

(a0 + a1t)(b0 + b1t)
.2.15 Obli
zy¢ prawdopodobie«stwo, »e (70)-latek umrze pomi�dzy 70.5 i 71.5-tym rokiem »y
ia je±li q70 = 0.04, q71 = 0.05 oraz za
hodzi(i) HU,(ii) HB.2.16 Obli
zy¢ 0.5q56, 2p56.5 2|1q56.5 zakªadaj¡
, »e prawo »y
ia dane jest z TT�-PL97k oraz(i) HU,(ii) HCFM.Zaobserwowa¢ niewielkie ró»ni
e wyników obli
zony
h przy ró»ny
h hipoteza
h.2.17 Korzystaj¡
 z tabli
 TT�-PL97m podaj osza
owanie na l58, l58 1

3
, l58 2

3
, 1

3
q58, 2

3
q58oraz 2

3
d58. Uzasadnij z jaki
h hipotez korzystaªe±.2.18 Uzasadnij dla
zego mo»na u»ywa¢ przybli»enia µx ≈ qx. Zaªo»y¢ HCFM.2.19 Uzupeªnij nast�puj¡
¡ tabli
� trwania »y
ia przy zaªo»eniu HU wiedz¡
,»e p20 = 0.99969, q21 = 0.00032:

x lx
20 98597

20.5
21

21.5
22



102.20 Na podstawie tabelki i przy zaªo»eniu HU obli
zy¢ 5p25 i 5.3p24

x qx

24 0.00133
25 0.00132
26 0.00131
27 0.00130
28 0.00130
29 0.00131
30 0.001332.21 Obli
zy¢ ◦

ex dla x = 107; skorzysta¢ z kolumny podaj¡
ej lx z tabli
yTT�-PL97m.2.22 Korzystaj¡
 z tabli
 TT�-PL97k oraz TT�-PL97m obli
zy¢ 0.5q55 oraz
2.5q50.2.23 Na podstawie tabli
y TT�-PL97m zaprojektuj nast�puj¡
e tabli
e kwartalnei wyja±nij metod�.wiek li
zba do»ywaj¡
y
h li
zba zmarªy
h

x ℓx 1/4dx10 98624
10 1

4

10 1
2

10 3
411 *(Przez tdx ozna
zamy li
zb� x-latków, którzy zmarli w prze
i¡gu t lat.)2.24 Median¡ przyszªego 
zasu »y
ia (x)-latka nazywamy rozwi¡zanie równania

tqx = 0.5. Pokaza¢, »e median¡ jest rozwi¡zanie równania lx+t = 0.5lx.Przedyskutowa¢ warunki jednozna
zno±
 rozwi¡zania. Przy zaªo»enia
hHU, HCFM i HB odpowiednio obli
zy¢ median� przyszªego 
zasu »y
ia
(30)-latka przy u»y
iu TT�-PL97m.2.25 Przy zaªo»eniu hipotezy HU napisa¢ wzór na µ40.5 w termina
h l40, l41.2.26 Rodzi
e (25) i (35) wykupili dzie
ku (0) polis� posagow¡, daj¡
¡ dzie
kuw wieku 20 lat wypªat� (jednostki) tylko wtedy, gdy b�dzie on zupeªn¡sierot¡. Obli
zy¢ prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e dojdzie do wypªatyposagu, je±li nat�»enie zgonów jest w tej popula
ji staªe i wynosi µ > 0.



2. ZADANIA MU�; LISTA 2 11Zadania teorety
zne2.27 Udowodni¢, »e fx(t) = tpx µ[x]+t.2.28 Pokaza¢, »e przy zaªo»eniu staªego nat�»enia zgonów µt = µ (t ≥ 0) i HJPmamy qx = 1 − exp(−µ).2.29 Udowodni¢, »e przy zaªo»eniu HJPs x+tp0 = xp0 tpx.2.30 Udowodni¢, »e d( tpx)/dx = tpx(µx − µx+t) (przyj¡¢ HJP).2.31 Nie
h T0 speªnia prawo de Moivrea. Wyprowadzi¢ wzór na tpx oraz µx+t(HJP).2.32 Wyprowadzi¢ wzory na prawdopodobie«stwo prze»y
ia s(x) oraz tpx dlapraw Gompertza, Makehama i Weibulla.2.33 Pokaza¢, »e przy HA, dla 
aªkowity
h, nieujemny
h k, n, x

k+npx = kpx · npx+k = npx · kpx+n .2.34 Pokaza¢, »e przy HA, dla ka»dego n = 1, 2, . . .

npx = px · px+1 · . . . · px+n−1 .2.35 Zde�niujmy
S(m) =

1

m
⌊mS + 1⌋, (2.1)
zyli zaokr¡glenie S do najmniejszej wi�kszej wielokrotno±
i 1/m. Zmi-enna S(m) przyjmuje zatem warto±
i 1/m, 2/m, . . . , 1. Pokaza¢, »e przyHU zmienne K i S(m) s¡ niezale»ne oraz S(m) ma dyskretny jednostajnyrozkªad Pr(S(m) = k/m) = 1/m k = 1, 2, . . . , m. (2.2)2.36 Pokaza¢, »e Sx ma rozkªad 
i¡gªy z g�sto±
i¡ ∑∞

n=0 fx(t + n). Znale¹¢rozkªad Sx gdy Tx ma: (i) rozkªad wykªadni
zy z parametrem λx (ii)rozkªad jednostajny na [0, ωx]. (iii) Czy jest mo»liwe aby S miaª rozkªadjednostajny na [0, 1]?2.37 Udowodni¢, przy zaªo»eniu HU
vq[x]+u =

vqx

1 − uqx
, (2.3)

upxµ[x]+u = qx , (2.4)
k+upxq[x]+k+u = (1 − u)kpxq[x]+k + uk+1pxq[x]+k+1 . (2.5)dla x = 0, 1, 2, . . . , 0 ≤ v, u ≤ 1, v+u ≤ 1. (Wskazówka: doty
zy
zy (2.5);lewa strona wyra»a Pr(k + u < Tx ≤ k + u + 1), skªadniki prawej stronyzinterpretowa¢ jako Pr(k + u < Tx ≤ k + 1), Pr(k + 1 < Tx ≤ k + u + 1).)



122.38 Nie
h x ∈ Z+. Udowodni¢, »e(i) przy zaªo»eniu HU
n+upx = n+1px

1 − uq[x]+n

1 − q[x]+n
, (2.6)(ii) przy zaªo»eniu HCFM

n+upx = n+1px(p[x]+n)u−1 , (2.7)2.39 Wprowadza si� 
entralne nat�»enie ±miertelno±
i lub ro
zny wspóª
zynniknat�»enia zgonów dla wieku x wzorem
mx =

∫ 1

0 lx+tµx+t dt
∫ 1

0 lx+t dt
=

dx

Lx
,gdzie Lx =

∫ 1

0 lx+t dt. Udowodni¢, »e przy HU
mx =

qx

1 − qx/2
.Zadania dodatkowe2.40 [EdA16.11.96℄ W popula
ji A nat�»enie zgonów dane jest wzorem

µA
x =

1

100 − x
dla x < 100,a w popula
ji B wzorem

µB
x =

n

100 − x
dla x < 100,gdzie n jest parametrem. Wiadomo ponadto, »e osobniki z popula
ji Amaj¡ przed sob¡ prze
i�tnie o 10% wi�
ej »y
ia, ni» osobniki z B w tymsamym wieku. [Odp. (A) n = 1.1, (B) n = 1.15, (C) n = 1.2, (D)

n = 1.21, (E) »adna z powy»szy
h.℄2.41 [EdA21.07.96℄ Nat�»enie zgonów opisuje funk
ja µx+t = bex+t, gdzie parametr
b > 0. Dla jakiej warto±
i parametru b prawdopodobie«stwo tego, »e 30-latek przy»yje nast�pny
h 10 lat, po 
zym umrze w 
i¡gu kolejny
h 5 lat,wynosi r, oraz prawdopodobie«stwo 10p30 = 5r. [Odp. (A) log 5/(log 2 ·
(exp(45)− exp(40))), (B) log 5/(2 log 2 · (exp(45)− exp(40))), (C) (log 5−
log 2/(2 · (exp(45) − exp(40))), (D) log 5/(log 2 · (exp(45) − exp(40))) (E)
(log 5 − log 2)/2 · (exp(45) − exp(40)).2.42 [EdA5.04.97℄ Nat�»enie zgonów opisuje funk
ja µx = x/100. Obli
z praw-dopdobie«stwo tego, »e osoba w wieku 15 lat umrze mi�dzy trzydziestympi¡tym a 
zterdziestym pi¡tym roku »y
ia. [Odp. (A) (exp(4)−1)/ exp(8),(B) (exp(5)−1)/ exp(8), (C) (exp(6)−1)/ exp(8), (D) (exp(4)−1)/ exp(9),(E) (exp(5) − 1)/ exp(9).℄



2. ZADANIA MU�; LISTA 2 132.43 [EdA05.12.1998℄W danej popula
ji ±miertelno±
i¡ rz¡dzi prawo de Moivre'az wiekiem grani
znym ω. O wieku x wiadomo, »e osoby w tym wiekuumieraj¡ w 
i¡gu doby dwa razy rzadziej ni» osoby dwukrotnie starsze.Obli
z prawdopodobie«stwo, »e osoba w wieku x do»yje wieku 2x. [Odp.(A) 1/4, (B) 1/3, (C) 1/2, (D) 2/3, (E) 3/4.℄2.44 [EdA5.04.97℄ Jaka jest o
zekiwana li
zba osób z popula
ji miliona 35-latków, które umr¡ po uko«
zeniu 36 lat i 4 mi�si�
y »y
ia i przed uko«
ze-niem 37 lat i 8 miesi�
y? Przyjmujemy zaªo»enie Baldu

iego doty
z¡
eumieralno±
i w okresa
h uªamkowy
h. Dane s¡ równie»:
q35 = 3 · 10−3 q36 = 6 · 10−3, q37 = 9 · 10−3.Przyjmij, »e 1 miesi¡
 to 1/12 roku. Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A)9934, (B) 9944, (C) 9954, (D) 9966, (E) 9976.℄2.45 [EdA9.12.2000℄ Który z poni»szy
h wzorów na E(T (x)) (x � 
aªkowitywiek) jest prawdziwy przy zaªo»eniu o staªym nat�»eniu wymierania osóbz danego ro
znika (µx+k+0.5 ozna
za poziom nat�»enia wymierania wprzedziale wiekowym (x + k, x + k + 1))?(A) E(T (x)) =

∞
∑

k=1

kpxqx+k

µx+k+0.5
+

1

2
,(B) E(T (x)) =

∞
∑

k=1

kpxqx+k

µx+k+0.5
− 1

2
,(C) E(T (x)) =

∞
∑

k=1

kpxqx+k

µx+k+0.5
+ log 2 ,(D) E(T (x)) =

∞
∑

k=1

kpxqx+k

µx+k+0.5
.(E) �aden z wzorów nie jest prawdziwy.2.46 [EdA26.10.96℄ Wyzna
z prawdopodobie«stwo prze»y
ia przez osob� 55 let-ni¡ 
o najmniej 10 lat, je±li analogi
zne prawdopodobie«stwo dla osoby 25letniej wynosi 0.8 oraz nat�»enie zgonów opisuje funk
ja µx = kx dla

x > 0. [Odp. (A) 0.40, (B) 0.64, (C) 0.80, (D) 0.81, (E) 0.90.℄2.47 [SAE05.2001/14℄1 Wykres poni»ej jest zwi¡zany z ludzk¡ ±miertelno±
i¡.Któr¡ z nast�puj¡
y
h funk
ji od wieku x najprawdopodobniej prezentuje? (A) µx, (B) lxµx, (C) lxpx, (D) lx, (E) l2x .1SAE ozna
za zadanie egzamina
yjne So
iety of A
tuaries; 05.2001 ozna
za dat� natomiast14 numer zadania.
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Rysunek 2.1: Wykres do zad. 2.472.48 [SAE05.2001/27℄ Aktuariusz modeluje ±miertelno±¢ grupy 1000 osób, ka»dejw wieku 95 lat, w horyzon
ie 3 lat. Korzystaj¡
 z zaªo»enia HU 
ze±
iowowypeªniona tabli
a ±miertelno±
 wygl¡da nast�puj¡
o; patrz tabli
a 2.48.Jak zwykle li
zy si� l95+k = 1000kp95, dla k = 1, 2, 3. Poªówkowe miejs
awypeªnia si� korzystaj¡
 z hipotezy HU. Uzupeªnij na tej podstawie braku-ja
e miejs
a a nast�pnie obli
z o
zekiwan¡ li
zb� prze»ywaj¡
y
h wiek97.5, przy zaªozeniu, »e pk dla k = 1, 2, 3 jak wy»ej, ale przy zaªo»eniuhipotezy HCFM dla miejs
 poªówkowy
h. (A) 270, (B) 273, (C) 276, (D)279, (E) 282.
x lx
95 1000

95.5 800
96 600

96.5 480
97 �

97.5 288
98 �Tabli
a 2.1: Tabli
a ±miertelno±
i do zad. 2.482.49 [SAE05.2001/28℄ Zakªadamy o popula
ji, »e(i) ka»da osoba ma staªe nat�»enie ±miertelno±
i,(ii) indiwidualna wielko±¢ nat�»enia ±miertleno±
i jest losowa o rozkªadziejednostajnym na od
inku (0, 2). Obli
zy¢ prawdopodobie«stwo, »e osobawylosowana z popula
ji umrze w prze
i¡gu najbli»szego roku.2.50 [SAE11.2002/35℄ Dane s¡ S = 1 − e−

R

1
0

µx+t i R = 1 − e−
R

1
0

(µx+t+k).Wiedz¡
, »e S = 0.75R obli
zy¢ k. (A) log 1−qx

1−0.75qx
, (B)log 1−0.75qx

1−px
, (C)

log 1−0.75px

1−px
, (D) log 1−px

1−0.75px
, (E) log 1−0.75px

1−qx
.



3. ZADANIA MU�; LISTA 3 153 Zadania MU�; lista 33.1 Przyjmuj¡
 TT�-PL97m oraz wiedz¡
, »e A 1

40:4
= 0.8 obli
z obowi¡zuj¡
¡stop� pro
entow¡.3.2 Obli
zy¢ drugi moment obe
nej warto±
i ubezpie
zenia Z terminowego na2 lata dla (65)-latka na sum� ubezpie
zenia 10 gdy±miertelno±¢: TT�-PL97m,stopa pro
entowa: i = 5%.3.3 Obli
zy¢ A1

40:3
zakªadaj¡
 TT�-PL97m oraz przy(i) i = 4%,(ii) i = 12%.Przeprowadzi¢ powy»sze obli
zenia równie» zakªadaj¡
 TT�-HALLEY.3.4 Obli
zy¢ warian
j� obe
nej warto±
i ubezpie
zenia terminowego na 3 latana sum� ubezpie
zenia 20 000, dla (40)-latka, zakªadaj¡
 TT�-PL97moraz i = 4%.3.5 Je±li lx = 100−x, dla 0 ≤ x ≤ 100 oraz i = 0.05 obli
z (IA)40. Zakªadamypotrzebne hipotezy.3.6 Zakªadaj¡
 prawo de Moivre'a prze»y
ie dla (x)-latka z ω−x = 4, obli
zy¢JSN dla ubezpie
zenia na do»y
ie Āx:2 . Przeprowadzi¢ obli
zenia dla δ =

0.06.3.7 Pokaza¢, »e 2Āx równa si� Āx obli
zonej przy stopie pro
entowej i2 + 2i.3.8 Obli
zy¢ A30:10 przy i = 4% gdy(i) przyszªy 
zas »y
ia podlega TT�-PL97m,(ii) przyszªy 
zas »y
ia podlega TT�-HALLEY.3.9 Rozpatrzmy nast�puj¡
e ubezpie
zenie rosn¡
e, w którym suma ubez-pie
zenia ro±nie kolejno w przedziaªa
h dªugo±
i 1/m o 1/m po
z¡wszy od
1/m w przedziale [0, 1/m). Wypªata jest na konie
 roku ±mier
i. Pokaza¢,»e JSN dla tego ubezpie
zenia, przy zaªo»eniu HU wynosi

(IA)x − m − 1

2m
Ax.3.10 Zakªadaj¡
 TT�-PL97k znale¹¢ aproksyma
je dla Ā30 oraz Ā1

40:10
, przystopie pro
entow¡ i = 4%.



163.11 [Egz98℄ Portfel skªada si� z 1000 polis na na 
zyste do»y
ie dla 40-latków,na sum� ubezpie
zenia 1. Jaki musi by¢ zabezpie
zony fundusz w 
hwili
t = 0 aby byªy mo»liwe wypªaty w najbli»szym roku z prawdopodobie«st-wem .95; w 
i¡gu roku nie wpªywaj¡ skªadki i nie bierzemy pod uwag�stopy pro
entowej. Skorzystaj z tabli
 TT�-PL97m.3.12 Rozpatrzmy polis� dla osoby nowourodzonej na »y
ie, pªatn¡ na konie
roku ±mier
i wedªug skali:wiek korzy±¢0 10001 20002 40003 60004 80005 � 20 10000powy»ej 21 50 000Obli
zy¢ JSN.Napisa¢ JSN w termina
h funk
ji komuta
yjny
h.3.13 Produkt jest sprzedawany z 5-letni¡ gwaran
j¡, obie
uj¡
¡ zwrot (100 −
20x)% 
eny produktu, je±li si� on popsuje w 
i¡gu x lat. Z do±wiad
zeniawiadomo, »e produkt uszkadza si� w pierwszym roku z prawdopodobie«st-wem 0.2, w drugim, trze
im i 
zwartym roku z prawdopodobie«stwem 0.1i w pi¡tym roku z prawdopodobie«stwem 0.2. Ponadto zakªada si� jed-nostajny moment uszkodzenia w prze
i¡gu roku. Obli
zy¢ jak¡ 
z�±¢ 
enyproduktu stanowi 
ena gwaran
ji, która jest wyli
zona wedªug reguªy JSNprzy i = 0.10.Przprowadzi¢ obli
zenia uwzgl�dniaj¡
e nast�puj¡
e trzy warianty:(i) gwaran
ja pªatna na konie
 roku w którym uszkodziª si� produkt wwysoko±
i (100 − 20 × x)%, gdy x = 0, 1, . . . , 4 jest 
aªkowit¡ li
zb¡ latpra
y produktu.(ii) gwaran
ja pªatna w momen
ie uszkodzenia w wysoko±
i (100 − 20 ×
x)%, gdy x = 0, . . . , 4.(iii) gwaran
ja pªatna w 
hwili uszkodzienia w wysoko±
i (100− 20× t)%,
t ∈ (0, 5).3.14 30-latek kupuje ubezpie
zenie emerytalne pªa
a
 skªadk� 1000 na po
z¡tekka»dego roku »y
ia, do uko«
zenia 60 roku. Ubezpie
zenie to gwarantujewypªat� emerytury, której warto±¢ w momen
ie uko«
zenia 60 lat wynosi100000, pod warunkiem, »e ubezpie
zony do»yje do 60 roku. Je»eli nato-miast umrze nie osi¡gnawszy 60 lat »y
ia, to ubezpie
zy
iel zwró
i 
aª¡wpªa
on¡ skªadk� na konie
 roku ±mier
i, bez nali
zania pro
entów. Jakajest warto±¢ o
zekiwana obe
nej warto±
i sumy wypªat tego ubezpie
zenia.Przeprowadzi¢ obli
zenia zakªadaj¡
 TT�-PL97k oraz i = 4%.



3. ZADANIA MU�; LISTA 3 173.15 Rozpatrujemy 100 
zªonków klubu w wieku (x), którzy wpªa
aj¡ kwot�
w zª na fundusz, zobowi¡zuj¡
y do wypªaty 1000 zª w momen
ie ±mier
ika»dego z 
zªonków. Obli
zy¢ w, je±li �rma powinna si� wywi¡za¢ z obow-i¡zku z prawdopodobie«stwem 0.95, i je±li Āx = 0.06 i 2Āx = 0.01. Przyj-mujemy, »e przyszªe 
zasy »y
ia 
zªonków s¡ niezale»ne.3.16 Obli
zy¢ Āx je±li µx = µ dla ka»dego x > 0. Wykona¢ obli
zenia dla
µ = 1/100 i przy ro
znej stopie pro
entowej i = 11%.3.17 Obli
z obe
n¡ warto±¢ aktuarialn¡ 2 1000 do wypªa
enia 50-latkowi po 15lata
h. Obli
zenia wykonaj dla i = 6% oraz tabli
 TT�-PL97m.3.18 (x)-latek zawarª ubezpie
zenie na 
aªe »y
ie pªatne na konie
 roku ±mier
ii z sum¡ ubezpie
zenia wedªug tabeli przedstawionej poni»ej.Rok ±mier
i k Suma ubezpie
zenia bk1 102 103 94 95 96 87 88 89 810 7ka»dy nast�pny rok 7Podaj wzór na jednorazow¡ skªadk� netto tej polisy w termina
h funk
jikomuta
yjny
h. Przeprowad¹ te» obli
zenia dla x = 33 je±li rozkªadprze»y
ia jest zadany przez TT�-PL97k.3.19 Dla 
i¡gªego ubezpie
zenia na 
aªe »y
ie E [v2T ] = 0.25. Zaªó»my, »enat�»enie ±miertelno±
i i stopa pro
entowa s¡ staªe. Obli
z E [vT ].3.20 Zostaªa wypisana polisa dla (x)-latka:

• je±li ubezpie
zony umrze w prze
i¡gu 10 lat, ubezpie
zy
iel wypªa
i100 000 zª na konie
 roku ±mier
i,
• je±li ubezpie
zony prze»yje 10 lat, ubezpie
zy
iel wypªa
i 50 000 zªna konie
 roku ±mier
i.(i) Pokaza¢, »e jednorazowa skªadka netto dla tego ubezpie
zenia jest

50000× (Ax + A1

x:10
) .(ii) Obli
zy¢ wzór na warian
j� obe
nej warto±
i tego ubezpie
zenia.Przeprowadzi¢ obli
zenia z x = 40 korzystaj¡
 z tabli
 TT�-PL97m.2t.j. warto±¢ o
zekiwan¡ obe
nej warto±
i



183.21 Obli
zy¢ JSN dla polisy dla (40)-latka z której si� wypªa
a 2C na konie
roku ±mier
i do wieku 65 lat, natomiast C gdy ±mier¢ nast¡piªa po 65roku »y
ia.Zapisa¢ JSN w termina
h funk
ji komuta
yjny
h.Zadania teorety
zne3.22 Udowodni¢, »e je±li funk
ja korzy±
i b(t) przyjmuje warto±
i tylko w zbiorze
{0, 1}, to n-ty moment warto±
i obe
nej sumy ubezpie
zenia E [Zn] jestrówny jednorazowej skªad
e netto tego ubezpie
zenia A = E [Z] wyli
zonejprzy danym 
zynniku dyskonta v podniesionym do n-tej pot�gi, albo te»przy danym nat�»eniu opro
entowania pomno»onym przez n; tj.

E [Zn] = nA,gdzie nA@v = A@vn lub nA@δ = A@nδ.3.23 Pokaza¢
m|Āx = mpx vmĀx+m.3.24 Pokaza¢ przy zaªo»eniu hipotezy HJP, »e

(ĪĀ)x =

∫ ∞

0

∫ ∞

s

vt
tpx µx+t dt ds

=

∫ ∞

0
s| Āx ds .3.25 Udowodni¢, »e

lim
m→∞

(I(m)Ā)x = (ĪĀ)x.3.26 Pokaza¢, »e 2Āx równa si� warto±
i Āx obli
zonej przy stopie pro
entowej
i2 + 2i.3.27 Udowodni¢

m|Ax = mpxvmA[x]+m3.28 Udowodni¢
(IA)x =

∞
∑

m=0

m|Ax,

(IA)1
x:n

=
n

∑

m=0

m|Ax − nx|An

= nA1
x:n

−
n−1
∑

k=1

A1

x:k
.



3. ZADANIA MU�; LISTA 3 193.29 Udowodni¢
(IA)(m)

x =
i

i(m)
(IA)x.oraz

(DA)1
x:n

= E [(n − K)vK+11(K < n)]

= (n + 1)A1
x:n

− (IA)1
x:n

.3.30
Ā1

x:n
=

i

δ
A1

x:n
, (3.1)

(ĪĀ)x =
i

δ

[

(IA)x −
(

1

d
− 1

δ

)

Ax

]

, (3.2)(3.3)3.31 Udowodni¢
Āx ≈

√

(1 + i)Ax . (3.4)oraz
Ā1

x:n
≈

√

(1 + i)A1
x:n

, (3.5)
Āx:n ≈

√

(1 + i)A1
x:n

+ A 1
x:n

. (3.6)3.32 Udowodni¢, przyjmuj¡
 hipotez� HA,
2Ax = v2 qx + v2 px

2Ax+1 .3.33 Udowodni¢, przyjmuj¡
 hipotez� HA, wzór rekuren
yjny:
(IA)x = vqx + v · px(Ax+1 + (IA)x+1) .3.34 Pokaza¢, przy zaªo»eniu hipotezy HCFM

Āx =

∞
∑

k=0

vk+1
kpxµ[x]+k

i + q[x]+k

δ + µ[x]+k
,gdzie µ[x]+k = − log p[x]+k.Zadania dodatkowe3.35 Udowodni¢, przy HU, »e dla 0 ≤ u < 1

A[x]+u =
1 − u

1 − uqx
Ax +

upx

1 − uqx
A[x]+1 .(Wsk.: Przyj¡¢ jako de�ni
j� A[x]+u =

∑∞
k=0 vk+1

kp[x]+uq[x]+k+u. Por. te»zad. 3.36.)



203.36 Udowodni¢ nast�puj¡
¡ zale»no±¢ uogólniaj¡
¡ tez� zadania 3.35: przyHU, dla dowolnej funk
ji h i 0 ≤ u < 1, warunkowa warto±¢ o
zekiwanajest równa
E [h(⌊Tx − u⌋)|Tx ≥ u] =

E [h(⌊Tx − u⌋)1(Tx ≥ u)]Pr(Tx ≥ u)

=
1 − u

1 − uqx
E [h(Kx)] +

upx

1 − uqx
E [h(K[x]+1)] ,gdzie E [h(K[x]+1)] = E [h(Kx − 1)1(Kx ≥ 1)]. W tym 
elu zauwa»y¢, »e

⌊Tx − u⌋ =

{

Kx gdy Sx ≥ u ,

Kx − 1 gdy Sx < u.3.37 Udowodni¢
A1

x:n
=

Mx − Mx+n

Dx
, (3.7)

n|Ax =
Mx+n

Dx
, (3.8)

Ax:n =
Mx − Mx+n + Dx+n

Dx
. (3.9)3.38 [EdA26.10.96℄ Na »y
ie pi�¢dziesi�
iolatka wystawiono bezterminow¡ polis�daj¡
¡ wypªat� 1 na konie
 roku, w którym nast¡pi ±mier¢. Wyzna
z jed-norazow¡ skªadk� netto (podaj najbli»sz¡ warto±¢), je±li wiadomo »e: (i)analogi
zna skªadka dla osoby o rok mªodszej wynosi 0.6, (ii) stopa pro-
entowa i = 10%, (iii) dane s¡ warto±
i funk
ji komuta
yjny
h D49 = 850oraz D50 = 765. [Odp. (A) 0.651, (B) 0.654, (C) 0.657, (D) 0.660, (E)0.663.℄3.39 [EdA18.01.97℄ Rozwa»my dwa rodzaje polis:

• polisa I, wystawiona na 40-latka, jest 9-letnim ubezpie
zeniem termi-nowym na »y
ie ze ±wiad
zeniem rosn¡
ym z roku na rok o 1000 zª,po
z¡wszy od sumy ubezpie
zenia 1000 w pierwszym roku. �wiad-
zenia s¡ wypªa
ane na konie
 roku ±mier
i,
• polisa II ma te same parametry, z tym »e ±wiad
zenie maleje 
o rokuo 1000 po
z¡wszy od kwoty wyj±
iowej 9000 zª.Kowarian
ja warto±
i obe
nej wypªat z pary polis I i II sprzedany
h tejsamej osobie wynosi 0.005 · 106. Wiadomo ponadto, »e

A1

40:9
= 0.025 2A1

40:9
= 0.006 .Obli
z E [S] oraz Var [S] dla portfela 100 niezale»ny
h polis, w który
hwyst�puje po 50 polis obydwu typów. [Odp.



3. ZADANIA MU�; LISTA 3 21(A) E (S) = 12 500, Var (S) = 24 525 000,(B) E (S) = 16 200, Var (S) = 24 525 000,(C) E (S) = 17 900, Var (S) = 25 615 000,(D) E (S) = 16 200, Var (S) = 26 375 000,(E) E (S) = 12 500, Var (S) = 26 375 000,℄3.40 [EdA18.01.97℄ Na osob� w wieku x-lat wystawiono 30-letni¡ polis� na »y-
ie, daj¡
¡ przez pierwszy
h 10 lat wypªat� 15 000, przez nast�pne 10 latkwot� 10 000 oraz 5 000 przez ostatnie 10 lat wa»no±
i polisy. �wiad-
zenie po±miertne jest pªatne na konie
 roku ±mier
i. Wyzna
z skªadk�
E (Z) + SD(Z) dla tej polisy (SD ozna
za od
hylenie standardowe), je±liwiadomo »e:

• Z1, Z2, Z3 to warto±
i obe
ne wypªat z 10-letni
h polis wystawiony
hna x-latka, daj¡
y
h wypªat� 1 na konie
 roku ±mier
i, i odro
zony
hodpowiednio o 0 lat, 10 lat oraz 20 lat,
• dla zmienny
h Z1, Z2, Z3 znane s¡:

Var (Z1) = 0.007225, Cov (Z1, Z2) = −0.0033

Var (Z2) = 0.0036, Cov (Z1, Z3) = −0.003

Var (Z3) = 0.003025, Cov (Z2, Z3) = −0.00275.Podaj najbli»sz¡ warto±¢ wyzna
zonej skªadki. [Odp. (A) 2230, (B) 2245,(C) 2260, (D) 2275, (E) 2290.℄3.41 [EdA7.12.96℄ Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� netto w bezterminowym ubez-pie
zeniu na »y
ie 25-latka z sum¡ ubezpie
zenia 10 000 zª, pªatn¡ nakonie
 roku, w którym nast¡piªa ±mier¢, je±li wiadomo »e:1. v = 0.9,2. q24 = 0.00180 oraz q25 = 0.00160,3. (IA)24 = 0.64610 oraz (IA)25 = 0.68180.Wynik zaokr¡glij do 10 groszy. [Odp. (A) 325.60, (B) 354.40, (C) 355.80,(D) 356.40, (E) 357.80.℄3.42 [EdA7.12.96℄ Na x-latka wystawiono polis�, która po 10 lata
h odro
zeniadaje 40-letnie ubezpie
zenie na »y
ie ze ±wiad
zeniem w wysoko±
i 10,pªatnym w momen
ie ±mier
i. Wyzna
z warian
j� wypªat z tej polisywedªug i
h warto±
i na moment wystawienia polisy, je±li:1. nat�»enie zgonów jest staªe: µx+t = 0.05,2. nat�»enie opro
entowania wynosi δ = 0.05.[Odp. (A) 25 · ((4/3)e−1.5 − e−2 + 2e−6 − (4/3)e−7.5 − e−10),(B) 50 · ((4/3)e−1.5 − e−2 + 2e−6 − (4/3)e−7.5 − e−10),(C) 25 · ((4/3)e−2 − e−6 + (4/3)e−8 − e−10),(D) 50 · ((4/3)e−2 − e−6 + (4/3)e−8 − e−10),(E) 25 · ((4/3)e−1.5 − 2e−6 + (4/3)e−7.5 − e−10).℄



223.43 [EdA16.11.96℄ Dla zabezpie
zenia 10-letniego kredytu zawarto 10-letnieubezpie
zenie na »y
ie. Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� netto, je±li:1. ±wiad
zenie jest pªatne na moment ±mier
i,2. suma ubezpie
zenia maleje jednostajnie wraz z upªywem 
zasu od1000 do zera,3. nat�»enie opro
entowania δ = 0.04,4. nat�»enie zgonów opisuje funk
ja µx+t = (1/50).[Odp. (A) (2500/3)(exp(−3/5)− (1/5)),(B) (2500/3)(exp(−3/5)− (4/9)),(C) (5000/9)(exp(−3/5)− (1/5)),(D) (5000/9)(exp(−3/5)− (2/5)),(E) (5000/9)(exp(−3/5)− (4/9)).℄3.44 [EdA16.11.96℄ Nie
h Z1, Z2, Z3 ozna
zaj¡ odpowiednio warto±
i obe
newypªat z nast�puj¡
y
h polis wystawiony
h dla 40-latka: terminowej 20-letniej na »y
ie, 20-letniej na do»y
ie oraz 20-letniej na »y
ie i do»y
ie.Obli
z E [Z1] oraz E [Z2], je±li wiadomo, »e1. Var (Z1) = 0.0081; Var (Z2) = 0.0625; Var (Z3) = 0.0106,2. A40:20 = 0.4.[Odp. (A) E (Z1) = 0.1, E (Z2) = 0.3,(B) E (Z1) = 0.15, E (Z2) = 0.3,(C) E (Z1) = 0.15, E (Z2) = 0.25,(D) E (Z1) = 0.1, E (Z2) = 0.35,(E) E (Z1) = 0.12, E (Z2) = 0.28.℄3.45 [EdA05.12.98℄ Dana jest li
zba 
aªkowita x oraz
Ax = 0.5, px = 0.6 v = 0.95 .Obli
z Ax+ 1

2
korzystaj¡
 z zaªo»enia o jednostajnym rozkªadzie ±mier
i w
i¡gu roku. [Odp. (A) 0.360, (B) 0.375, (C) 0.390, (D) 0.405, (E) 0.420.℄3.46 [EdA05.12.1998℄ W dziesi�
ioletnim ubezpie
zeniu na »y
ie i do»y
ie sumaubezpie
zenia wynosi w pierwszym roku 10 000 zª i ro±nie o 1 000 zª poka»dej ro
zni
y wystawienia polisy. �wiad
zenie ±miertelne pªatne jest nakonie
 roku ±mier
i. Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� netto dla ubezpie
-zonego w wieku 50 lat, je±li dane s¡:

A50 = 0.1831 (IA)50 = 2.3686 D50 = 7475

A60 = 0.2922 (IA)60 = 2.9000 D60 = 2450Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) � 7 480, (B) � 7 690, (C) � 7 900,(D) � 8 110, (E) � 8 330.℄



3. ZADANIA MU�; LISTA 3 233.47 [EdA16.11.96℄ W zwi¡zku z konie
zno±
i¡ obni»enia te
hni
znego nat�»e-nia opro
entowania o jeden punkt pro
entowy, wyzna
z nowy poziomskªadki Āx, je±li doty
h
zasowe Ax = 0.15, a doty
h
zasowe (Ī Ā)x =
2.2.[Odp. (A) 0.161, (B) 0.172, (C) 0.183, (D) 0.194, (E) �adna z powy»szy
h.℄3.48 [EdA3.10.98℄ Osoba w wieku (x) rozwa»a kupno jednego z dwó
h bezter-minowy
h ubezpie
ze« na »y
ie. W obydwu ubezpie
zenia
h pªa
i si�jednorazow¡ skªadk� netto. Pierwsze ubezpie
zenie daje ±wiad
zenie 1 zªna konie
 roku ±mier
i, a drugie ubezpie
zenie ±wiad
zenie 1 zª na konie
póªro
za ±mier
i. Skªadka za drugie ubezpie
zenie jest o 1.72% wy»sza odpierwszej skªadki. Zakªadaj¡
 jednostajny rozkªad zgonów w 
i¡gu roku,wyzna
z te
hni
zn¡ (ro
zn¡) stop� pro
entow¡ i, przy której skalkulowanoobydwie skªadki. Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 6%, (B) 7%, (C)8%, (D) 9%, (E) 10%.℄



244 Zadania MU�; lista 3 dodatkowa4.1 W ubezpie
zeniu na »y
ie i do»y
ie obe
na warto±¢
Z = vT 1(T ≤ n) + vn1(T > n) = Z1 + Z2.Pokaza¢, »e

VarZ ≤ VarZ1 + VarZ2.4.2 W odro
zonym ubezpie
zeniu na 
aªe »y
ie
m|Āx = mpx vmĀ[x]+moraz

m|Ax = Ax − A1
x:m

.4.3 Przy zaªo»eniu hipotezy HU dla 
aªkowity
h n

Ā1
x:n

=
i

δ
A1

x:noraz
(IĀ)1

x:n
=

i

δ
(IA)1

x:n
.4.4 Dla malej¡
ego ubezpie
zenia na »y
ie

(DA)1
x:n

= E [(n − K)vK+11(K < n)] = (n + 1)A1
x:n

− (IA)1
x:n

.



5. ZADANIA MU�; LISTA 4 255 Zadania MU�; lista 45.1 Obli
zy¢ JSN dla nast�puj¡
ej renty dla (30)-latka: je±li »yje on pod konie
pierwszego roku wypªata wynosi 1000, je±li »yje pod konie
 drugiego rokuwypªata wynosi 3000, je±li »yje on pod konie
 trze
iego roku wypªatawynosi 6000. Obli
zenia zrobi¢ dla TT�-PL97m oraz i = 4%.5.2 Obli
zy¢, zakªadaj¡
 TT�-PL97m oraz i = 4%(i) a40(ii) a40:20(iii) 20|ä40(iv) aproksyma
j� dla āx (zaªo»y¢ HU)(v) ā40:20 .Wsk.: w 
elu unikni�
ia obli
ze« mo»na u»y¢ funk
ji komuta
yjny
h.5.3 Obli
zy¢ (Ia)30:20 oraz (Iä)30:20 dla TT�-PL97m oraz i = 4%.5.4 Poda¢ wzór na aktuarialn¡ zakumulowan¡ warto±¢Rozpatrzy¢ nast�puj¡
ego ubezpie
zenia rentowe dla dla (30)-latka:(i) 1000 na konie
 ka»dego miesi¡
a w wieku 30 do 40 lat,(ii) 2000 na konie
 ka»dego miesi¡
a w wieku 40 do 50 lat,(iii) 5000 na konie
 ka»dego miesi¡
a w wieku 50 do 60 lat,Poda¢ JSN.Poda¢ aktuarialn¡ zakumulowan¡ warto±¢.Przprowadzi¢ obli
zenia dla TT�-PL97m oraz i = 4%.5.5 Rozpatrzmy nast�puj¡
y portfel rent z góry:wiek li
zba rent60 3670 4980 64Ka»da renta wypªa
a 1 tak dªugo jak rentobior
a »yje. Zakªadamy i = 4%oraz TT�-PL97m. Dla obe
nej warto±
i ty
h zobowi¡za« obli
zy¢
• warto±¢ o
zekiwan¡,
• warian
j�
• kwantyl 5% rozkªadu.



26 Nale»y zaªo»y¢, »e dªugo±
i »y¢ s¡ niezale»ne. Do obli
zenia warian
jiwykorzysta¢ nast�puj¡
¡ tabli
� funk
ji komuta
yjny
h obli
zony
h przynowe stopie pro
entowej i = 8.16%:wiek Mx Dx60 232.093 678.14370 105.770 220.63380 30.825 49.092Wsk. Skorzysta¢ z fun
kji komuta
yjny
h. Pami�ta¢, »e: Ax = Mx/Dx,oraz, »e VarY = (2Ax − Ax)/d2.5.6 Je±li przyszªy 
zas »y
ia speªnia prawo Makehama, to
Āx = Aāx + (µx − A)ā,

xgdzie A jest staª¡ z wzoru na prawo Makehama oraz ā,
x obli
zone jest przyspe
jalnej stopie pro
entowej.5.7 Zakªadaj¡
 HU, obli
zy¢ Ā45, wiedz¡
, »e

ä45 = 19.864 oraz A45 = 0.42143.5.8 Korzystaj¡
 z tabli
 trwania »y
ia TT�-PL97m, przy ro
znej stopie pro-
entowej i = 4%, obli
zy¢ jednorazow¡ skªadk� netto 
zasowej renty na»y
ie na 3 lata, osoby w wieku x = 40, wypªa
anej w wysoko±
i C = 1000na po
z¡tku ka»dego roku »y
ia.5.9 Zakªadaj¡
 prawo de Moivre'a prze»y
ia z ω = 4 obli
zy¢ jednorazow¡skªadk� netto dla nast�puj¡
ego ubezpie
zenia »y
iowo-rentowego: je±liubezpie
zony x = 0 umrze przed upªywem 2 lat to wypªata 10 jednostekjest pªatna na konie
 roku ±mier
i, po upªywie 2 lat wypªa
ana jest rentawysoko±
i 1 na po
z¡tek ka»dego roku »y
ia. Przeprowadzi¢ obli
zeniaprzy δ = 0.2.5.10 Dane s¡ nast�puj¡
e warto±
i przy i = 0.03:
x 72 73 74 75
äx 8.06 7.73 7.43 7.15Obli
z p73.5.11 Pokaza¢, »e āx:n obli
zone dla staªego nat�»enie ±miertelno±
i µ i sile stopypro
entowej δ jest równe ān obli
zone przy sile stopy pro
entowej δ + µ.5.12 Zaªó»my, »e Y jest obe
n¡ warto±
i¡ renty z góry na 
aªe »y
ie dla (x)-latka wypªa
aj¡
¡ 1. Dane jest äx = 10 przy i

′

= 1/24 = eδ − 1, äx = 6przy i = e2δ − 1. Obli
z warian
j� Y .5.13 Grupa (30)-latków pªa
i po 1000 zªdo funduszu na konie
 ka»dego rokuprzez 20 lat. Znajd¹ kwot� przypadaj¡
¡ dla jednego prze»ywaj¡
ego.Obli
zenia przeprowad¹ dla TT�-PL97m przy i = 4%. Wsk.: mo»naskorzysta¢ z tabli
y funk
ji komuta
yjny
h.



5. ZADANIA MU�; LISTA 4 27Zadania teorety
zne5.14 Udowodnij oraz powiedz przy jaki
h zaªo»enia
h jest prawdziwa równo±¢(i)
nEx = tEx n−tEx+tdla wszystki
h t, n ∈ Z+ i t ≤ n(ii)
nEx = tEx n−tEx+tdla wszystki
h n ∈ Z+, t ≥ 0 oraz t ≤ n.5.15 Pokaza¢ przy HJP, »e warian
ja obe
nej warto±
i Y 
i¡gªej renty odro
-zonej wynosi

Var [Y ] = v2m
mpx(1 − mpx)(āx+m)2 + v2m

mpx

2Āx+m − (Āx+m)2

δ2
.5.16 Udowodni¢

m|nāx = vm
mpx ā[x]+m:n ,gdzie ā[x]+m:n =

∫ n

0
vt

tp[x]+m oraz przy HJP
m|nāx = vm

mpx āx+m:n .5.17 Udowodni¢ zale»no±¢
väx = ax + Ax .5.18 Udowodni¢ nast�puj¡
e zwi¡zki doty
z¡
e jednorazowej skªadki netto ter-minowej renty z doªu

ax:n = äx:n − 1 + A 1
x:n

,

äx:n = 1 + ax:n−1 ,

ax:n = väx:n − A1
x:n

,

ax:n−1 = väx:n − Ax:n .5.19 Przy zaªo»eniu HA, wyprowadzi¢ wzór na warian
j� obe
nej warto±
i odro
-zonego ubezpie
zenia na 
aªe »y
ie
Var [Y ] = v2n

npx(1 − npx)(ax+n)2 + v2n
npx

2Ax+n − (Ax+n)2

d2
,gdzie

Y =

{

0 je±li K = 0, 1, . . . , m − 1,
vm + vm+1 + . . . + vK je±li K = m, m + 1, . . ..



285.20 Pokaza¢, »e jednorazowa skªadka netto rosn¡
ej renty na »y
ie z doªu,tzn. o wypªata
h ck=k (k=0,1,. . . ) w okresie 0 ≤ k ≤ K wynosi
(Ia)x =

∞
∑

k=1

kvk
kpx .5.21 Wyprowadzi¢ nast�puj¡
e wzory na jednorazowe skªadki netto rosn¡
y
hrent terminowy
h z góry i z doªu

(Iä)x:n =

n
∑

k=1

kvk−1
k−1px , (5.1)

(Ia)x:n =

n
∑

k=1

kvk
kpx . (5.2)5.22 Udowodni¢ nast�puj¡
¡ zale»no±¢:

A(m)
x = m(v1/mä(m)

x − a(m)
x )

= 1 − d(m)ä(m)
x .5.23 Udowodni¢ nast�puj¡
¡ zale»no±¢ doty
z¡
¡ renty zupeªnej

1 = i(m)å(m)
x + Āx .5.24 Rozwa»aj¡
 przepªyw kapitaªu dla portfela lx rent terminowy
h, udowod-ni¢ »e zakumulowane warto±
i odpowiedni
h rent dyskretny
h na konie
okresu dane s¡ wzorami

sx:n =
ax:n

nEx
,

s̈x:n =
äx:n

nEx
.oraz, »e analogi
znie dla renty 
i¡gªej mamy

s̄x:n =
āx:n

nEx
.5.25 Dla
zego nie rozwa»a si� zakumulowany
h warto±
i rent na 
aªe »y
ie?5.26 Przyjmijmy nast�puj¡
¡ de�ni
j� 
i¡gªej funk
ji komuta
yjnej

N̄x =

∫ ∞

0

Dx+t dt .Udowodni¢, »e
āx =

N̄x

Dx
.



5. ZADANIA MU�; LISTA 4 295.27 Udowodni¢ przy zaªo»eniu HU, »e
N̄x =

id

δ2
Nx − i − δ

δ2
Dx .5.28 Pokaza¢, »e

sx:n =
Nx+1 − Nx+n+1

Dx+n
,

s̈x:n =
Nx − Nx+n

Dx+n
,

nkx =
Mx − Mx+n

Dx+n
.Zadania dodatkowe5.29 [FAM℄ Obli
zy¢ ä

(2)

45:10
, a

(12)

30:20
, ā30:20 przy zaªo»eniu TT�-PL97m oraz i =

4% korzystaj¡
 z(i) z aproksyma
ji DL,(ii) zakªadaj¡
 HU.5.30 Dla (65)-latka zakªadaj¡
 TT�-PL97m oraz i = 4% obli
zy¢ aktuarialn¡obe
n¡ warto±¢ renty na 
aªe »y
ie pªatnej miesi�
znie z góry.5.31 [EdA16.11.1996℄ Nie
h Y b�dzie obe
n¡ warto±
i¡ renty do»ywotniej dla70-latka, daj¡
ej mu wypªat� 100 na po
z¡tek ka»dego roku. Obli
z
Var [Y ] je±li dane s¡ A69 = 0.55211, 2A69 = 0.34022, p69 = 0.97 oraz
v = 0.95 (podaj najbli»sz¡ warto±¢). [Odp. (A) 119 151, (B) 129 252, (C)139 353, (D) 149 454, (E) 159 555.℄5.32 Obli
zy¢ A20, ä20, P20 przy i = 6% oraz TFK-PL97m.5.33 [EdA26.10.96℄ Czterdziestoletnia osoba za
i¡gn�ªa kredyt na 10 lat, zro
zn¡ rat¡ w wysoko±
i r spªa
an¡ w formie renty 
i¡gªej z opro
en-towaniem δ. Dla pokry
ia dªugu wystawiono polis� daj¡
¡ w momen-
ie ±mier
i dªu»nika wypªat� równ¡ pozostaªej kwo
ie dªugu. Przyjmu-j¡
 t� sam¡ stop� pro
entow¡ δ wska» formuª� wyzna
zaj¡
¡ jednorazow¡skªadk� netto za t� polis�.[Odp. (A) (r/δ)(Ā1

40:10
+ v10 · 10p40),(B) (r/δ)(Ā1

40:10
− v10 · 10p40),(C) (r/δ)(Ā1

40:10
− v10 · 10q40),(D) (r/δ)(A 1

40:10
− v10 · 10q40),(E) (r/δ)(A 1

40:10
+ v10 · 10q40).℄



305.34 [EdA26.10.96℄ Osobie 
zterdziestoletniej wystawiono polis� na rent� do»y-wotni¡, odro
zon¡ na 20 lat, pªatn¡ w wysoko±
i 1 na po
z¡tek roku.Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� netto za t� polis�, je±li wiadomo, »e:
A40 = 0.112 s̈40:20 = 77.7 20p40 = 0.78 i = 0.1 .[Odp. (A) 0.76, (B) 0.80, (C) 0.84, (D) 0.88, (E) 0.92.℄5.35 [EdA5.10.96℄ Dane s¡ trzy formuªy:(i) Āx = i

δ − d·äx

δ ,(ii) Āx:n = Ax:n + ( i
δ − 1)A1

x:n
,(iii) (IA)x = i

δ (IA)x .Która z ni
h jest poprawna przy zaªo»eniu jednostajnego rozkªadu zgonóww 
i¡gu roku?[Odp. (A) tylko (i), (B) tylko (ii), (C) tylko (iii), (D) tylko (ii) oraz (iii),(E) »adna.℄5.36 [EdA5.10.96℄ Dane s¡:
äx:3 = 2.70 i = 0.1 3px = 0.9.Przy zaªo»eniu jednostajnego rozkªadu zgonów w 
i¡gu roku ä

(12)

x:3
wynosi(podaj najbli»sz¡ warto±¢):[Odp (A) 2.40, (B) 2.45, (C) 2.50, (D) 2.55, (E) 2.60.℄5.37 [EdA7.12.96℄ Osobie 35-letniej wystawiono polis� na rent� do»ywotni¡,odro
zon¡ na 30 lat, pªatn¡ w wysoko±
i 100 zªoty
h na po
z¡tku miesi¡
a.Przy zaªo»eniu jednostajnego rozkªadu zgonów w 
i¡gu roku wyzna
z jed-norazow¡ skªadk� netto, pªatn¡ w momen
ie wystawienia tej polisy, je±lidane s¡:(i) A

(12)
35 − A35 = 0.004212,(ii) A 1

35:30
= 0.06519,(iii) ä35:30 = 11.425,(iv) d = 7.407%, d(12) = 7.672%, α(12) = 1.0005, β(12) = 0.4713.Wynik zaokr¡glij do li
zby 
aªkowitej.[Odp. (A) 513, (B) 660, (C) 807, (D) 954, (E) 1101.℄5.38 [EdA21.06.97℄ Znajd¹ warian
j� zmiennej losowej Y = āT przy staªej in-tensywno±
i opro
entowania δ > 0, wiedz¡
 »e:

āx = 9 przy intensywno±
i opro
entowania δ,
āx = 6 przy intensywno±
i opro
entowania 2δ oraz 2Āx/Āx = 2/3.[Odp. (A) 3/2, (B) 3, (C) 9, (D) 27/2, (E) 27.℄



5. ZADANIA MU�; LISTA 4 315.39 [EdA3.10.98℄ W pewnej popula
ji ±miertelno±
i¡ rz¡dzi prawo Weilbulla zintensywno±
i¡ wymierania µx = x/400. Ponadto intensywno±¢ opro
en-towania δ = 0.05 oraz Φ(u) ozna
za dystrybuant� standardowego rozkªadunormalnego. Wyzna
z ā20.[Odp. (A) 20
√

2πe2(1 − Φ(2)),(B) 40
√

2πe2(1 − Φ(2)),(C) 1
20

√
2πe2(1 − Φ(2)),(D) 1

20

√
2πe4(1 − Φ(2)),(E) 1

400

√
2πe4(1 − Φ(2)).℄5.40 Pokaza¢, »e

α(m) = 1 +
m2 − 1

12m2
δ2 +

2m4 − 5m2 + 3

720m4
δ4 + . . .oraz

β(m) =
m − 1

2m
[1 +

m + 1

3m
δ +

m(m + 1)

12m2
δ2 +

(m + 1)(6m2 − 4)

360m3
δ3 + . . .] .



326 Zadania MU�; lista 56.1 Trzyletni kredyt zostaª zabezpie
zony ubezpie
zeniem, wypªa
anym nakonie
 roku ±mier
i. Poni»ej dane s¡ informa
je o tym ubezpie
zeniu za-wartym przez (x)-latka:
k bk+1 k|qx0 3 0.0101 2 0.0102 1 0.020(i) Napisz OW sumy tego ubezpie
zenia.(ii) Obli
z JSN dla tego ubezpie
zenia (najlepiej bezpo±rednio z de�ni
ji).(iii) Obli
z ro
zn¡ skªadk� netto pªa
on¡ w jednakowej wysoko±
i P takdªugo jak ubezpie
zony »yje.(iv) Obli
z rezerw� netto po drugim roku (najlepiej bezpo±rednio z de�ni
ji).Do obli
ze« przyj¡¢ i = 1/9.6.2 Poni»ej dane s¡ informa
je o 3-letnim ubezpie
zeniu na do»y
ie pªatnymna konie
 roku ±mier
i zawartym przez (x)-latka:
k bk+1 k|qx0 2 0.201 3 0.202 4 0.3Skªadka pªa
ona jest na po
z¡tku ubezpie
zenia i i = 1/9. W przypadkuprze»y
ia wypªa
ana jest kwota b3 = 4.(i) Napisz OW sumy tego ubezpie
zenia. Czy mo»na Napisa¢ JSN A dlatego ubezpie
zenia przy u»y
iu standardowy
h ozna
ze«?(ii) Obli
z JSN dla tego ubezpie
zenia (najlepiej bezpo±rednio z de�ni
ji).(iii) Obli
z ro
zn¡ skªadk� netto pªa
on¡ w jednakowej wysoko±
i P takdªugo jak ubezpie
zony »yje.(iv) Obli
z rezerw� netto po pierwszym roku (najlepiej bezpo±rednio zde�ni
ji). Rozwa»y¢ dwa przypadki: (1◦) skªadka netto jest pªa
ona jed-norazowo wmomen
ie wypisania polisy, (2◦) skªadka jest pªa
ona 
oro
znie.Do obli
ze« przyj¡¢ i = 1/9.6.3 Wykupiono polis� dla 30-latka na 
aªe »y
ie z skªadk¡ ro
zn¡ netto pªatn¡na po
z¡tku ka»dego roku jak dªugo ubezpie
zony »yje i wynosz¡
¡ 100 zª.Znajd¹ na jak¡ sum� ubezpie
zenia zostaªa wypisana polisa, je±li x = 30,

i = 4% oraz przyj�to ±miertelno±¢ wg TT�-PL97m. Obli
zy¢ rezerw�netto po pierwszym roku.6.4 Napisa¢ obe
n¡ warto±¢ 
aªkowitej straty L dla renty z góry na 
aªe »y
ie,odro
zonej na 2 lata, s�nansowanej skªadk¡ netto pªa
on¡ w pierwszy
h



6. ZADANIA MU�; LISTA 5 33dwó
h lata
h; w 
hwili wypisania polisy w wysoko±
i P oraz, je±li ubez-pie
zony do»yje, w nast�pnym roku w wysoko±
i kP .Ile wynosi P je±li k = 1 (przyj¡¢ HJP)?6.5 Rozpatrzmy nast�puj¡
¡ rent� z góry na 
aªe »y
ie. Co roku wypªa-
ana jest kwota równa 1 i je±li rentobior
a zmarª przed upªywem 5 lat,a na konie
 roku ±mier
i rentobior
y zostaje zwró
ona poªowa pobranejna po
z¡tku JSN P .(i) Napisa¢ wzór na 
aªkowit¡ strat� ubezpie
zy
iela L.(ii) Poda¢ wzór, w termina
h standardowy
h ozna
ze« aktuarialny
h, naJSN.6.6 (50)-latek nie mo»e pªa
i¢ dalej skªadek ro
zny
h ubezpie
zenia na 
aªe»y
ie i 
h
e zamieni¢ swoje ubezpie
zenie na bezskªadkowe. Obli
zy¢ now¡sum� ubezpie
zenia je±li konwersja nast¡pi po 10.6.7 Po 5 lata
h (30)-latek nie 
h
e pªa
i¢ dalej skªadek ro
zny
h w wykupionynubezpie
zeniu terminowym na 10 lat i 
h
e zamieni¢ swoje ubezpie
zeniena bezskªadkowe. Przyj¡¢ TT�-PL97m oraz i = 4%.6.8 Na »y
ie wystawiono bezterminow¡ polis� daj¡
¡ wypªat� 1 w momen
ie±mier
i z skªadk¡ pªa
on¡ w formie 
i¡gªej.(a) Pokaza¢, »e skªadka netto P̄x = µ, je±li przyjmuje si� staªe nat�»eniezgonów µx = µ oraz nat�»enie stopy pro
entowej δ.(b) Podaj wzór na strat� ubezpie
zy
iela L.(
) Poka», »e warian
ja L jest równa µ/(µ + 2δ).6.9 Obli
zy¢ skªadk� netto pªa
on¡ na po
z¡tek ka»dego roku »y
ia w ubez-pie
zeniu na do»y
ie po 3 lata
h dla (50)-latka. Obli
zenia przeprowadzi¢przy i = 6% oraz dla TT�-PL97k.6.10 [EdA5.10.96℄ Na »y
ie (x) wystawiono bezterminow¡ polis� daj¡
¡ wypªat�1 w momen
ie ±mier
i, ze skªadk¡ pªatn¡ w formie renty 
i¡gªej. Je±listrat� ubezpie
zy
iela na polisie opisuje
L = vT − P̄ (Āx) · āTto przy zaªo»eniu staªego nat�»enia zgonów µx = µ warian
ja L wynosi:[Odp. (A) � µ/(µ + 2δ), (B) � µ/(µ + δ), (C) � (µ + δ)/(µ + 2δ), (D) �

(µ + 2δ)/(2µ + 2δ), (E) � (2µ + δ)/(2µ + 2δ).℄6.11 [EdA26.10.96℄W peªni 
i¡gªymmodelu skªadki netto przyjmij staªe nat�»e-nie zgonów µx = µ dla wszystki
h x > 0 oraz dan¡ sum� µ + δ =
0.1. Skªadka P̄ (Āx:10) w dziesi�
ioletnim ubezpie
zeniu na »y
ie i do»y-
ie dla osoby w wieku (x) wynosi: [Odp. (A) � e/(0.1e − 1) − δ, (B) �
(e−1)/(0.1e)−δ, (C) � (e−1)/(0.1e)−(0.1−δ), (D) � (0.1e−1)/(e−1)−δ,(E) � »adne z powy»szy
h.℄



346.12 Obli
zy¢ skªadk� netto P dla nast�puj¡
ego 
zystego ubezpie
zenia nado»y
ie, na n lat. W przypadku ±mier
i przed ustalonym w umowie 
zasem
n suma pobrany
h skªadek jest zwra
ana w wysoko±
i h% (ubezpie
zeniena do»y
ie z refunda
j¡ skªadek).6.13 Rozwa»y¢ ubezpie
zenie terminowe dla (x)-latka na n lat, w którym skªadkanetto w wysoko±
i nkx jest pªa
ona w 
hwili n je±li ubezpie
zony do»yje.Poda¢ wzór na 
aªkowit¡ strat� L oraz pokaza¢, »e

nkx =
1

xEn
A1

x:n
.Zastanowi¢ si� nad interpreta
j¡ aktuarialn¡.Zadania teorety
zne6.14 Udowodni¢

kV x = 1 − äx+k

äxoraz
kVx:n = 1 − äx+k:n−k

äx:n
.Dane jest 10V 25 = 0.1, 10V 35 = 0.2. Obli
z 20V 25.6.15 W przypadku jednostkowej polisy 
aªkowi
ie 
i¡gªej na 
aªe »y
ie dla (x)-latka, opªa
anej skªadk¡ o staªej intensywnow±
i (powiedzmy P̄ i nie jestwa»ne ile ona wynosi), 
aªkowita strata ubezpie
zy
iela w przypadku gdyubezpie
zony umrze w 
hwili t wynosi

l(t) = vt − P̄ āt .Pokaza¢, »e l(t) jest funk
j¡ malej¡
¡ dla t ≥ 0, l(0) = 1, limt→∞ l(t) =
−P̄ /δ. Wywnioskowa¢ st¡d, »e istnieje dokªadnie jeden moment t0 taki,»e 
aªkowita strata ubezpie
zy
iela jest równa zero je±li Tx = t0, dodatniaje±li Tx < t0 oraz ujemna gdy Tx > t0.6.16 Udowodni¢ bezpo±rednim ra
hunkiem, »e wyra»enia

tV̄ (Āx) =
E [ tL]

tpx
=

1

vt
tpx

( t|Āx − P̄ (Āx) t|āx). (6.1)oraz
tV̄ (Āx) = P̄ (Āx)s̄x:t −

Ā1

x:t

tEx
= P̄ (Āx)

āx:t

tEx
−

Ā1

x:t

tEx
. (6.2)s¡ równowa»ne.



6. ZADANIA MU�; LISTA 5 356.17 Wyprowadzi¢, nast�puj¡
e wzory na rezerw� skªadki netto tV̄ (Ā1
x:n

) orazwarian
j� straty tL dla 
aªkowi
ie 
i¡gªej polisy ubezpie
zenia na do»y
iena n lat opªa
anej skªadk¡ netto o staªej intensywno±
i P̄ (Āx:n) (nie matu zna
zenia ile ona wynosi) przez 
zas 0 ≤ t ≤ n

tV̄ (Ā1
x:n

) = Ā[x]+t:n−t

(

1 +
P̄ (Āx:n)

δ

)

− P̄ (Āx:n)

δ
,

Var [ tL|Tx ≥ t] =

(

2Ā[x]+t:n−t − (Ā[x]+t:n−t)
2

)(

1 +
P̄ (Āx:n)

δ

)2

.6.18 Dla polisy o której mowa w zadaniu 6.17 wyprowadzi¢ nast�puj¡
e wyra»e-nie na intensywno±¢ skªadki netto
P̄ (Āx:n) =

Āx:n

āx:n
(6.3)oraz wzory: przy t ≤ n

tV̄ (Āx:n) = (P̄ (Ā[x]+t:n−t) − P̄ (Āx:n))ā[x]+t:n−t , (6.4)
tV̄ (Āx:n) =

(

1 − P̄ (Āx:n)

P̄ (Ā[x]+t:n−t)

)

Ā[x]+t:n−t . (6.5)6.19 Pokaza¢, »e warian
ja 
aªkowitej straty L w ubezpie
zenia
h pªatny
h nakonie
 roku ±mier
i, ze skªadk¡ pªatn¡ rokro
znie z góry wynosi:(a) dla ubezpie
zenia na 
aªe »y
ie
Var [L] =

2Ax − (Ax)2

(däx)2
,(b) dla ubezpie
zenia terminowego na »y
ie

Var [L] =

2A1
x:n

− (A1
x:n

)2

(däx:n)2
,(
) dla ubezpie
zenia na do»y
ie

Var [L] =
2Ax:n − (Ax:n)2

(däx:n)2
.6.20 Rozwa»y¢ ubezpie
zenie terminowe dla (x)-latka na n lat, w którym skªadkanetto w wysoko±
i nkx jest pªa
ona w 
hwili n je±li ubezpie
zony do»yje.Poda¢ wzór na 
aªkowit¡ strat� L oraz pokaza¢, »e

nkx =
1

xEn
A1

x:n
.



366.21 Obli
zy¢ skªadk� netto P dla nast�puj¡
ego 
zystego ubezpie
zenia nado»y
ie, na n lat. W przypadku ±mier
i przed ustalonym w umowie 
zasem
n suma pobrany
h skªadek jest zwra
ana w wysoko±
i h% (ubezpie
zeniena do»y
ie z refunda
j¡ skªadek).6.22 Udowodni¢ nast�puj¡
¡ wersj� wzoru rekuren
yjnego, zwan¡ wzorem Fa
k-lera:

k+1V = (kV + Pk)
1 + i

p[x]+k
− bk+1

q[x]+k

p[x]+k
.6.23 Wyprowadzi¢ nast�puj¡
y wzór, okre±laj¡
y równowa»n¡ posta¢ zmien-ny
h losowy
h Λk

Λk =











−P r
k dla k < K,

−P r
k + (bk+1 − k+1V ) dla k = K,

0 dla k > K, (6.6)gdzie P r
k jest tzw. skªadk¡ na ryzyko okre±lon¡ wzorem P r

k = v(bk+1 −
k+1V)q[x]+k.6.24 Pokaza¢ na przykªadzie bezterminowego ubezpie
zenia na sum� 1 opªa-
anego skªadk¡ netto w równy
h rata
h, »e zmienne losowe Λk nie s¡niezale»ne. Rozwa»y¢ np. zdarzenia Λk = 0 i Λh = 0 dla k 6= h.6.25 Korzystaj¡
 z twierdzenia Hattendor�a wyprowadzi¢ nast�puj¡
y wzór nawarunkow¡ warian
j� straty kL

Var [kL] =

∞
∑

h=0

(bk+h+1 − k+h+1V )2v2h+2
h+1p[x]+k q[x]+k+h .6.26 Pokaza¢, »e dla h ≤ n:

hPx:n =
Mx − Mx+n + Dx+n

Nx − Nx+h
,

hPx =
Mx

Nx − Nx+h
.6.27 Zbada¢ na przykªadzie ubezpie
zenia na do»y
ie prawdziwo±¢ nastepu-j¡
ego twierdzenia zwanego twierdzeniem L: �dla ka»dego k i oraz x,wielko±¢ rezerwy kVx:n jest rosn¡
¡ (??) funk
j¡ i�. Przy jaki
h zaªo»e-nia
h twierdzenie jest prawdziwe. Zbada¢ prawdziwo±¢ twierdzenie dlainny
h typów ubezpie
ze«.6.28 Dla ubezpie
zenia na do»y
ie porówna¢ rezerwy li
zone metod¡ Zillmeraze wzgl�du na I > 0,



6. ZADANIA MU�; LISTA 5 376.29 a) Wyprowadzi¢ wzór na skªadk� netto Zillmera dla ubezpie
zenia na 
aªe»y
ie i nast�pnie wyprowadzi¢ wzór na rezerw� Zillmerowsk¡.b) Wyprowadzi¢ wzór na skªadk� netto Zillmera dla terminowego ubez-pie
zenia na »y
ie na okres n odro
zonego na m lat i nast�pnie wyprowadzi¢wzór na rezerw� Zillmerowsk¡.6.30 Pokaza¢, »e je±li
äx+k:n−k ≤ äx:n,to

kV Z
x:n ≤ kVx:n, dla k = 1, . . . .Zadania dodatkowe6.31 [EdA16.11.96℄ Osoba w wieku 40 lat zakupiªa rent� do»ywotni¡ w wysoko±
i100, pªatn¡ raz w roku, od 65 roku »y
ia. Wyzna
z (podaj najbli»sz¡warto±¢) ro
zn¡ skªadk� pªatn¡ z góry na kolejny rok ubezpie
zenia, a» dowypªaty pierwszej renty (ostatnia skªadka w 64 roku »y
ia), je±li wiadomo,»e:1. i = 0.05,2. ä40:25 = 13.51,3. ä65 = 9.15,4. M40 − M65 = 2 100,5. D40 = 13 215.[Odp. (A) � 13.20, (B) � 13.40, (C) � 13.60, (D) � 13.80, (E) � 14.00.℄6.32 [EdA26.10.96℄ Upro±¢ wyra»enie:

(P40:10 − 10P40) · ä40:10

v10 · 10p40
,gdzie du»e P ozna
zaj¡ ro
zne (pªatne na po
z¡tku roku) skªadki netto wpeªni dyskretnym modelu, a mianowi
ie:

• P40:10 skªadk� w terminowym ubezpie
zeniu na »y
ie i do»y
ie,
• 10P40 10-letni¡ skªadk� w bezterminowym ubezpie
zeniu na »y
ie.[Odp. (A) � A40, (B) � 1 − A40, (C) � A1

40:10
, (D) � A50, (E) � 1 − A50.℄6.33 [EdA07.12.1996℄ Bezterminowa polisa na »y
ie x-latka daje wypªat� 10 000zª na konie
 roku ±mier
i. Kupuj¡
 t� polis� x-latek ma do wyboru dwaekwiwalentne sposoby pªa
enia do»ywotniej skªadki:(i) na po
z¡tku ka»dego roku w wysoko±
i 500 zª,(ii) na po
z¡tku ka»dego miesi¡
a w wysoko±
i π zª.



38 Wyzna
z wysoko±¢ (podaj najbli»sz¡ warto±¢) π przy zaªo»eniu jednos-tajnego rozkªadu zgonów w 
i¡gu roku oraz stopie pro
entowej i = 4%.[Odp. (A) 41.43, (B) 42.44, (C) 43.45, (D) 44.46, (E) 45.47.℄6.34 [EdA28.02.98℄ W pewnym ubezpie
zeniu rentowym dla osoby w wieku xlat ubezpie
zony pªa
i a» do wieku x + w(x) lat skªadki netto w formierenty 
i¡gªej ze staª¡ intensywno±
i¡ P̄ na rok, a nast�pnie otrzymujedo»ywotni¡ rent� 
i¡gª¡ z t¡ sam¡ intensywno±
i¡ wypªat P̄ na rok. Obli
z
w(x) je±li wiadomo, »e dªugo±¢ »y
ia w tej popula
ji ma rozkªad wykªad-ni
zy z parametrem µ, a te
hni
zna intensywno±¢ opro
entowania wynosi
δ. [Odp. (A) � 1/(µ+ δ), (B) � (ln 2)/((µ + δ), (C) � (ln 2)/((µ +2δ), (D)� 1/(2(δ + µ)), (E) � 1/(2µ).℄6.35 [EdA18.01.97℄ Kupuj¡
 bezterminowe ubezpie
zenie, 35-latekma do wyborudwie równowa»ne formuªy ro
zny
h skªadek netto, pªa
ony
h do»ywotniona po
z¡tku roku:

• ro
zna skªadka rosn¡
a wedªug wzoru 20+5·(k+1), gdzie k = 0, 1, . . .,
• ro
zna skªadka rosn¡
a wedªug wzoru 1+b ·(k+1), gdzie k = 0, 1, . . ..Wyzna
z warto±
i parametru b, je»eli znane s¡:

D35 = 12 260 Nx = 176 410 S35 = 2 165 170[Odp. (A) � 6.05, (B) � 6.55, (C) � 7.05, (D) � 7.55, (E) � 8.05.℄6.36 [EdA18.01.97℄ Osobie 40-letniej wystawiono 10-letni¡ polis� na »y
ie ze±wiad
zeniem w wysoko±
i 10 000 pªatnym na konie
 roku ±mier
i. Kon-trakt przewiduje ponadto zwrot skªadek netto bez odsetek w formie renty10-letniej w przypadku do»y
ia do wieku 50 lat (skªadki b�d¡ zwra
ane 
omiesi¡
, nie dªu»ej ni» do 60 roku »y
ia). Obli
z (podaj najbli»sz¡ warto±¢)miesi�
zn¡ skªadk� netto dla tego ubezpie
zenia, je±li zgony maj¡ jednos-tajny rozkªad w 
i¡gu roku, a ponadto wiadomo, »e
D40 = 9 000 D50 = 4 800 D60 = 2 500 N40 = 135 000

N50 = 64 500 N60 = 27 700 d = 0.05 α(12) ≈ 1 β(12) ≈ 11/24[Odp. (A) � 14.90, (B) � 15.65, (C) � 16.40, (D) � 17.15, (E) � 17.90.℄6.37 [EdA16.11.96℄ W ubezpie
zeniu na 
aªe »y
ie pi�¢dziesi�
iolatka ze ±wiad-
zeniem w wysoko±
i 1 wypªa
anym w momen
ie ±mier
i, staªa ro
znaskªadka opªa
ana jest w formie renty 
i¡gªej. Wyzna
z poziom rezerwyskªadek netto po 25 lata
h ubezpie
zenia, je±li dane s¡:1. nat�»enie opro
entowania δ = 0.1,2. tp50 = 1 − t
50 , dla 0 < t ≤ 50 ,3. tp75 = 1 − t
25 , dla 0 < t ≤ 25 .



6. ZADANIA MU�; LISTA 5 39[Odp. (A) (exp(−5) − 2 exp(−5/2) + 1)/(exp(−5) + 5), (B) (exp(−5) −
2 exp(−5/2)+1)/(exp(−5)+4), (C) (exp(−5)−2 exp(−5/2)+1)/(exp(−5)+
3), (D) (exp(−5)−2 exp(−5/2)+2)/(exp(−5)+5), (E) (exp(−5)−2 exp(−5/2)+
12)/(exp(−5) + 4)℄6.38 Na 35-latka wystawiono 25-letni¡ polis� na »y
ie i do»y
ie z wypªat¡10 000 zª w momen
ie ±mier
i lub do»y
ia do 60 lat. Przez 
aªy okresubezpie
zenia pªa
one s¡ raz w roku, na po
z¡tku roku, skªadki nettow wysoko±
i 250 zª. Wyzna
z (podaj najbli»sz¡ warto±¢) rezerw� nettoskªadek netto na konie
 10 roku tego ubezpie
zenia, je±li dane s¡

A1

45:15
= 0.1 A 1

45:15
= 0.3 i = 5%oraz obowi¡zuje zaªo»enie o jednostajnym rozkªadzie zgonów w 
i¡gu roku.[Odp. (A) 850, (B) 875, (C) 920, (D) 945, (E) 1010.℄6.39 W bezterminowym ubezpie
zeniu na »y
ie osoby trzydziestoletniej w pi�t-nastym roku ubezpie
zenia skªadka pªatna na po
z¡tku roku wynosi 50,a ±wiad
zenie ±miertelne pªatne na konie
 roku wynosi 3000. Rezerwanetto li
zona przy 10% stopie wyniosªa na konie
 
zternastego roku ubez-pie
zenia 550. Przy jakim poziomie wspóª
zynnika zgonów rezerwa nettona konie
 pi�tnastego roku powinna osi¡gn¡¢ 600. [Odp. (A) � 0.0143,(B) � 0.0167, (C) � 0.0200, (D) � 0.0250, (E) � 0.0333.℄6.40 W ubezpie
zeniu na 
aªe »y
ie 
zterdziestolatka ze ±wiad
zeniem 10 000zª, pªatnym na konie
 roku, w którym nast¡piªa ±mier¢, ro
zna skªadkaopªa
ana jest w 
ztere
h kwartalny
h rata
h po 30 zª. Skªadk� t� wyzna
-zono przy stopie pro
entowej i = 0.1 oraz przy zaªo»eniu jednostajnegorozkªadu zgonów w 
i¡gu roku. Wyzna
z poziom rezerwy skªadek netto podziesi�
iu lata
h ubezpie
zenia (podaj najbli»sz¡ warto±¢), je±li wiadomo,»e A50 = 0.19 oraz ä50 = 8.90. [Odp. (A) � 0.19, (B) � 915, (C) � 1288,(D) � 1525, (E) � 1645.℄6.41 [EdA18.01.1997℄ Osoba 33-letnia kupiªa bezterminowe ubezpie
zenie na»y
ie ze ±wiad
zeniem 10000 pªatnym na konie
 roku ±mier
i, pªa
¡
 napo
z¡tku ka»dego roku skªadk� netto w wysoko±
i P . Po 21 lata
h os-oba ta przerywa pªa
enie skªadek i otrzymuje propozy
j� ekwiwalentny
haktuarialnie rozwi¡za«:

• zamiany polisy na bezskªadkow¡ ze ±wiad
zeniem zredukowanym do6 000,
• albo wypªaty rezerwy netto w formie do»ywotniej renty w wysoko±
i300, pªatnej na po
z¡tku ka»dego roku.Dysponuj¡
 tymi informa
jami wyzna
z skªadk� netto P . [Odp. (A) 200,(B) 250, (C) 300, (D) 350, (E) 400.℄



407 Zadania MU�; lista 67.1 Obli
zy¢ skªadk� brutto dla ubezpie
zenia na do»y
ie dla osoby 30-letniejo okresie ubezpie
zenia 10 lat. Przyjmujemy, »e
• suma ubezpie
zenia wynosi 1 zª,
• ro
zne koszty inkasa wynosz¡ 10% skªadki brutto,
• ro
zne koszty administra
yjne wynosz¡ 0.002,
• koszt pozyskania ubezpie
zenia wynosi 0.025,
• te
hni
zna stopa pro
entowa wynosi 5%.Zadania dodatkowe7.2 [EdA05.12.1998℄W 20-letnim ubezpie
zeniu na do»y
ie z sum¡ ubezpie
zenia10 000 na po
z¡tku ka»dego roku pªa
ona jest skªadka w staªej wysoko±
i.Umowa przewiduje, »e w przypadku ±mier
i ubezpie
zonego w okresiewa»no±
i ubezpie
zenia ubezpie
zy
iel zwra
a uposa»onemu (na konie
roku ±mier
i) bez opro
entowania wpªa
one skªadki w ilo±
i:
• 5 ro
zny
h skªadek w przypadku ±mie
i po 10 a przed 16 rokiemubezpie
zenia,
• 10 ro
zny
h skªadek w przypadku ±mier
i po 16 roku lub w nast�p-ny
h lata
h ubezpie
zenia.Wiadomo, »e pªa
ona skªadka jest wy»sza o 20 % od skªadki netto. Wyz-na
z ro
zn¡ skªadk� netto maj¡
 dane:

i = 10% 20px = 0.6

A1

x:10
= 0.087 A1

x:15
= 0.120 A1

x:20
= 0.145 .Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 106.50 (B) 109.50 (C) 112.50 (D)115.50 (E) 118.50.℄7.3 [EdA07.12.96℄ W bezterminowym ubezpie
zeniu na »y
ie x-latka ±wiad-
zenie w wysoko±
i 1 zª wypªa
ane jest na konie
 roku, w którym nast¡piªa±mier¢, a ro
zna skªadka πx = 0.02 pªatna jest do»ywotnio na po
z¡tkuroku. Skªadk� t� skalkulowano tak, »e zawiera ona, opró
z skªadnika netto,pewien narzut na ryzyko. Ilu 
o najmniej x-latkom nale»y sprzeda¢ toubezpie
zenie, by z prawdopodobie«stwem 
o najmniej 0.95 ubezpie
zenietej grupy x-latków nie przyniosªo strat. Uwzgl�dnij nast�puj¡
e informa-
je:(i) Ax = 0.2 oraz 2Ax = 0.1,(ii) d=0.05.[Odp. (A) 20, (B) 21, (C) 22, (D) 23, (E) 24℄



7. ZADANIA MU�; LISTA 6 417.4 Wyzna
zy¢ jednorazow¡ skªadk� dla ubezpie
zenia na 
aªe »y
ie w wysoko±
i10 000, przy uwzgl�dnienie wydatków �rmy na polis� (li
zony
h na po
z¡tekroku) wynosz¡
y
h 10. Skorzysta¢ z tabli
y skªadek netto.7.5 [EdA09.12.2000℄ W 20�letnim ubezpie
zeniu na »y
ie (x) skªadka brutto
P = 2500 zª jest pªa
ona przez 
aªy okres ubezpie
zenia na po
z¡tkuroku. Ro
zne koszty administra
yjne, wedªug warto±
i na po
z¡tek roku,wynosz¡ w pierwszy
h 10 lata
h ubezpie
zenia
h 10% skªadki brutto, anast�pnie 20% skªadki brutto w pozostaªym okresie. Wyzna
z (podajnajbli»sz¡ warto±¢) rezerw� na koszty administra
yjne po 5 lata
h ubez-pie
zenia. Dane s¡:

äx:20 = 8.425, äx+5:15 = 7.460, äx+10:10 = 6.078,

5Ex = 0.582, 5Ex+5 = 0.563.[Odp. (A) 474, (B) 445, (C) 415, (D) 460, (E) 430℄7.6 [EdA18.01.1997℄ Skªadka brutto w 20�letnim ubezpie
zeniu na »y
ie ido»y
ie dla 40�latka (±wiad
zenie po±miertne pªatne na konie
 roku ±mier
i,skªadka pªatna ro
znie na po
z¡tku roku) jest powi¡zana ze skªadk¡ nettowzorem:
P40:20

brutto =
11

9
· P40:20 + 0.061111 . . .Koszt inkasa skªadki wynosi β = 10% skªadki brutto. Jednorazowewydatkizwi¡zane z wystawieniem polisy w wysoko±
i α% sumy ubezpie
zenia s¡rezerwowane metod¡ Zillmera. Koszty bie»¡
e obsªugi polisy w ka»dymroku jej wa»no±
i wynosz¡ γ% sumy ubezpie
zenia i sa ponoszone napo
z¡tku roku. Wyzna
z (podaj najbli»sz¡ warto±¢) rezerw� skªadek bruttopo 10 lata
h tego ubezpie
zenia, je±li wiadomo, »e

d = 0.05, D50 = 4900, D60 = 2500,

M40 = 1500, M50 = 1200, D60 = 2500,

N40 = 135000, N50 = 65000, n60 = 30000.[Odp. (A) 0.21, (B) 0.24, (C) 0.27, (D) 0.30, (E) 0.33℄7.7 [EdA16.11.1996℄W terminowym, 25�letnim ubezpie
zeniu na »y
ie i do»y-
ie dla 
zterdziestolatka z sum¡ ubezpie
zenia 1000, ±wiad
zenie ±miertelnepªatne jest na konie
 roku. Równa skªadka pªa
ona jest na po
z¡tkupierwszy
h 15 lat ubezpie
zenia. Jednorazowe koszty wystawienia polisywynosz¡ α = 5% sumy ubezpie
zenia i s¡ rezerwowane metoda Zillmera.Koszty administra
yjne, równie» uwzgl�dniane w rezerwie brutto, wynosz¡
γ = 1% sumy ubezpie
zenia i s¡ ponoszone na po
z¡tku ka»dego rokuwa»no±
i polisy. Wyzna
z (podaj najbli»sz¡ warto±¢) rezerw� brutto po10 lata
h ubezpie
zenia, je±li rezerwa netto po 10�lata
h wynosi 600, aponadto znane s¡:

ä40:10:=6.60, ä50:5 = 4.05,
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ä40:15 = 8.05, ä50:15 = 7.70, ä40:25 = 9.35.[Odp. (A) 604.80, (B) 610.90, (C) 621.30, (D) 634.60, (E) 640.20℄7.8 [EdA26.10.1996℄ W terminowym, dwudziestoletnim, ubezpie
zeniu na »y-
ie i do»y
ie dla osoby 45�letniej z sum¡ ubezpie
zenia 1000 ±wiad
zenie±miertelne pªatne jest na konie
 roku. Wyzna
z skªadk� brutto pªatn¡ razw roku (na po
z¡tek roku) przez pierwszy
h 10 lat ubezpie
zenia, je±liwiadomo »e:(i) A45:20 = 0.4266,(ii) ä45:10 = 8.30,(iii) ä45:20 = 12.10,(iv) jednorazowe koszty zwi¡zane z wystawieniem polisy wynosz¡ 5%sumy ubezpie
zenia,(v) okresowe koszt (ponoszone na po
z¡tku rok) zbierania skªadek wynosz¡10% skªadki brutto,(vi) okresowe koszty administra
yjne (ponoszone na po
z¡tku ka»degoroku przez okres wa»no±
i ubezpie
zenia) wynosz¡ 1% sumy ubez-pie
zenia.[Odp. (A) 65, (B) 70, (C) 75, (D) 80, (E) 85℄



8. ZADANIA 438 Zadania8.1 Zaªó»my, »e »y
ia (x) i (y) s¡ niezale»ne. Wyrazi¢ za pomo
¡ npx i npy:(a) prawdopodobie«stwo, »e (x : y) prze»yje n lat,(b) prawdopodobie«stwo, »e dokªadnie jedna osoba (x) lub (y) prze»yje nlat,(
) prawdopodobie«stwo, »e 
o najmniej jedna z osób, (x) lub (y), prze»yje
n lat(d) prawdopodobie«stwo, »e oboje (x) i (y) umr¡ w prze
i¡gu n lat.8.2 Wyzna
zy¢ Ax:y przy pomo
y Ax+1:y+1.8.3 Dwie osoby w wieku (x) oraz (y) zakupiªy ubezpie
zenie wypªa
aj¡
e±wiad
zenie w wysoko±
i 20 000 zª na konie
 roku pierwszej ±mier
i oraz10 000 zª na konie
 roku drugiej ±mier
i. Obli
z JSN w tym ubezpie
zeniumaj¡
 dane Ax = 0.07, Ay = 0.4, Ax:y = 0.03.8.4 Osoby (x) i (y) 
h
¡ wykupi¢ ubezpie
zenie dla 2-
h osób, które ma by¢wypªa
one w wysoko±
i C = 2000, na konie
 roku pierwszej ±mier
i oraz
D = 1000 na konie
 roku drugiej ±mier
i. Maj¡
 dane Ax = 0.04, Ay =
0.05 oraz Ax:y = 0.03 obli
zy¢ JSN tego ubezpie
zenia.8.5 Maª»onkowie (x) i (y) 
h
¡ wykupi¢ rent�, która ma by¢ wypªa
ana wwysoko±
i C = 1000, po
z¡wszy od ±mier
i jednego z ni
h, na po
z¡tekka»dego kolejnego roku »y
ia drugiego. Maj¡
 dane äx = 4, äy = 5 oraz
äx:y = 3 obli
zy¢ JSN tej renty wdowiej.8.6 Zakªadaj¡
, ze m¡» (45) oraz »ona (40) maj¡ »y
ia niezale»ne, oraz »e i
hrozkªady s¡ zgodne odpowiednio z tabli
ami TT�-PL97m i TT�-PL97kobli
zy¢ 3p45:40.8.7 Nie
h X i Y b�d¡ niezale»nymi zmiennymi losowymi o rozkªadzie wykªad-ni
zym odpowiednio z parametrami α i β. Pokaza¢, »e(i) Pr(X < Y ) = α/(α + β),(ii) Pr(min(X, Y ) > x) = e−(α+β)x, x ≥ 0.8.8 Nat�»enie zgonów dla »ony (30) i m�»a (40) s¡ staªe i wynosz¡ odpowiednio
µ

(»)
x = 1/40 i µ

(m)
x = 1/30. Obli
z warto±¢ o
zekiwan¡ dªugo±
i »y
ia(
aªego »y
ia) tej osoby, która umrze w
ze±niej (podaj najbli»sz¡ warto±¢).[Odp. (A) 47.143, (B) 48.571, (C) 50, (D) 51.429, (E) 52.857.℄8.9 Wyrazi¢ tpu przez tpxi

, tpxi:xj
, tpxi:xj :xk

, tpx1:x2:x3:x4 (i, j, k = 1, . . . , 4)gdy
• u = (x1 : x2) : (x3 : x4),
• u = (x1 : x2) : (x3 : x4),
• u = (x1 : x2) : (x3 : x4).Napisa¢ T (u) w j�zyku max, min i równowa»nie ∨,∧.



448.10 Obli
zy¢ JSN dyskretnej renty wdowiej ax|y, która za
zyna wypªaty wwysoko±
i 1 od ko«
a roku ±mier
i (x) i ko«
zy si� z momentem ±mier
i
(y).8.11 Pokaza¢, »e

āx:y:z = āx:z + āy:z − āx:y:z.8.12 Oj
ie
 (x) i matka (y) wykupuj¡ rent¡ 
i¡gªa wypªa
aj¡
¡ z intensywno±
i¡1 przez 
aªe »y
ie dzie
ku (z) od momentu ±mier
i drugiego z rodzi
ów a»do jego ±mier
i. Obli
zy¢ JSN āx:y|z tego ubezpie
zenia. Wsk.: skorzysta¢z Zad. 8.9 oraz z tego, »e
āx:y|z = āz − āx:y:z.8.13 Obli
zy¢ āx|y dla niezale»ny
h »y¢ (x) i (y) je±li wiadomo, »e µ[x]+t = 0.05oraz µ[y]+t = 0.04.8.14 Zadanie o skojarzenia
h formuªuje si� nast�puj¡
o. Zakªada si�, »e mu
zestników przyj�
ia przy wyj±
iu losowo zabiera swoje parasole. Nie
h

N b�dzie li
zb¡ parasoli, które wró
iªy do swojego wªa±
i
iela. Pokaza¢,»e
E sN =

m
∑

j=0

(s − 1)j

j!
.Zadania dodatkowe8.15 [EdA05.04.1997℄Bezterminowe ubezpie
zenie na »y
ie dwojga osób w wieku

x oraz y lat daje wypªat� w wysoko±
i 5 000 po ±mier
i pierwszej osobyoraz wypªat� 2 000 po ±mier
i drugiej osoby. �wiad
zenia po±miertnepªatne s¡ na konie
 roku ±mier
i. Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� nettoza to ubezpie
zenie, je±li dane s¡: äx = 18.5, äy = 8.5, Ax:y = 2Ax:y,
v = 0.95. Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 2 600 (B) 2 625 (C) 2 650(D) 2 800 (E) 2 825.℄8.16 [EdA05.12.1998℄Polisa grupowa ubezpie
za na »y
ie 
ztere
h osób okre±lonajest w nast�puj¡
y sposób. �wiad
zenie wypªa
ane jest na konie
 rokuka»dej z trze
h pierwszy
h ±mier
i, wszystkim pozostaj¡
ym przy »y
iu w
hwili tej ±mier
i (ewentualnie innej osobie uprawnionej w przypadku niedo»y
ia ko«
a roku), ka»demu po 1 zª. Jedno
zesna ±mier¢ dwojga lubwi�
ej osób nie jest mo»liwa. Nie ma »adnej wypªaty za ±mier¢ ostatniejosoby. �miertelno±¢ w tej popula
ji ma staª¡ intensywno±¢ wymierania
µx = 0.04, natomiast δ = 0.05. Obli
z jednorazow¡ skªadk� netto za toubezpie
zenie. Podaj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 3.3 (B) 3.4 (C) 3.5(D) 3.6 (E) 3.7.℄8.17 [EdA18.01.1997℄M¡» (x-lat) i »ona (x-lat) maj¡ do wyboru:
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• kupi¢ bezterminowe ubezpie
zenie na »y
ie m�»a, ze ±wiad
zeniem wwysoko±
i 10 000 zª pªatnym na konie
 roku ±mier
i,
• kupi¢ bezterminowe ubezpie
zenie na »y
ie obojga, ze ±wiad
zeniem10 000 zª pªatnym na konie
 roku ±mier
i.Je±li wybior¡ pierwszy sposób ubezpie
zenia, to ro
zna skªadka netto,pªatn¡ na po
z¡tku roku, b�dzie wynosi¢ 100 zª. Wyzna
z ro
zn¡ skªadk�netto, pªatna na po
z¡tek roku, dla drugiego typu ubezpie
zenia, je±liwiadomo, »e ±miertelno±
i¡ w tej popula
ji rz¡dzi prawo Gompertza, znat�»eniem zgonów

µx+t = B · 2x+toraz px = 0.995, v = 0.95. Wska» najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 103.20,(B) 103.35, (C) 103.50, (D) 103.65, (E) 103.80.℄8.18 [EdA28.02.1998℄M¡» (x) i »ona (y) rozwa»aj¡ zakup ubezpie
zenia ren-towego typu A → B. Wypªa
a ono A tysi�
y zªoty
h w ka»d¡ ro
zni
epolisy (od zaraz) a» do pierwszej ±mier
i, a potem do»ywotnio B tysi�
yzªoty
h w ka»d¡ ro
zni
� polisy owdowiaªej osobie. Dla pary maª»e«skiejrównowa»ne s¡ dwa przypadki takiego ubezpie
zenia: 12 → 7 14 → 4.Obli
z jednorazow¡ skªadk� netto w takim ubezpie
zeniu, je±li: äx = 11oraz äy = 13. [Odp. (A) 130 tys., (B) 135 tys., (C) 140 tys., (D) 145 tys.,(E) 150 tys.℄8.19 Rozpatrujemy rent� wdowi¡ dla pary (x) i (y). Renta wypªa
a w nast�pu-j¡
y sposób:1. gdy (x) umrze jako pierwszy, (y) za
zyna otrzymywa¢ rent� do»y-wotni¡ 
i¡gª¡ z intensywno±
i¡ 2 na rok,2. gdy (y) umrze jako pierwsza, (x) za
zyna otrzymywa¢ rent� do»y-wotni¡ 
i¡gª¡ z intensywno±
i¡ 1 na rok.Skªadki za to ubezpie
zenie s¡ pªa
one w posta
i renty 
i¡gªej a» do pier-wszej ±mier
i z odpowiednio dobran¡ staª¡ intensywno±
i¡ netto P̄ . Podajrezerw� 10V̄ obli
zon¡ na jedn¡ polis�. Dane s¡:
āx = 13, āy = 17, āx:y ,

āx+10 = 10.5, āy+10 = 15, āx+10:y+10 = 6,

10px = 0.85, 10py = 0.97.Wska» najbli»sz¡ odpowied¹. [Odp. () 11.6, (B) 12.2, (C) 12.8, (D) 13.4,(E) 14.0.℄8.20 [EdA15.01.2000℄Trzy osoby w wieku (x), (y), (z) zakupiªy bezterminoweubezpie
zenie na »y
ie, wypªa
aj¡
e 20 000 zª na konie
 roku pierwszej±mier
i oraz 10 000 zª na konie
 roku drugiej ±mier
i. Ro
zna skªadkapªa
ona jest w staªej wysoko±
i na po
z¡tku ka»dego roku ubezpie
zenia



46 do drugiej ±mier
i. Podaj ro
zn¡ skªadk� w tym ubezpie
zeniu. Dane s¡:
äx:y = 7, äx:z = 10, äy:z = 11, äx:y:z = 8, d = 6%. [Odp. (A) 472, (B)660, (C) 1 100, (D) 1 220, (E) 1 533.℄8.21 [EdA08.04.2000℄Ubezpie
zenie dla dwó
h niezale»ny
h osób (z tej samejpopula
ji) w wieku (x) oraz (x+1) pªa
i 1 000 zª na konie
 roku pierwszej±mie
i. Wyzna
z skªadk� netto dla tego ubezpie
zenia, pªatn¡ w staªejkwo
ie na po
z¡tku ka»dego roku a» do pierwszej ±mier
i, je±li wiadomo,»e px = 0.9, px+1 = 0.85, Ax+1,x+2 = 0.24, v = 0.95. [Odp. (A) 29, (B)31, (C) 33, (D) 35, (E) 37.℄8.22 [EdA14.010.2000℄�ona (30) i m¡» (35) rozwa»aj¡ zawar
ie umowy ubez-pie
zenia i
h wspólnego »y
ia, z sum¡ ubezpie
zenia 1 zª, wypªa
an¡ nakonie
 roku pierwszej ±mier
i osobie pozostaj¡
ej przy »y
iu lub innym up-rawnionym. Regularna skªadka ro
zna P30:35 pªatna do pierwszej ±mier
ijest o 1% mniejsza ni» odpowiednia skªadka P31:36, któr¡ musieliby pªa
i¢,je±li si� ubezpie
z¡ za rok. Dane ponadto: q30 = 0.00055, q35 = 0.003,
v = 0.95. Obli
zy¢ P30:35. [Odp. (A) 0.003, (B) 0.004, (C) 0.005, (D)0.006, (E) 0.007.℄8.23 [EdA03.10.2000℄

• tpx = 1 − t2qx, t ∈ [0, 1]

• tpy = 1 − t3qy, t ∈ [0, 1]

• qx = 0.2

• qy = 0.4

• T (x) i T (y) s¡ niezale»ne.Obli
z prawdopodobie«stwo, »e osoba (x) umrze w 
i¡gu 9 miesi�
y orazjej ±mier¢ b�dzie poprzedzona przez ±mier¢ osoby (y). Podaj najbli»sz¡warto±¢. [Odp. (A) 0.001, (B) 0.003, (C) 0.005, (D) 0.007, (E) 0.009.℄8.24 [EdA24.11.1997℄M¡» (30) wykupuje dla »ony (20) rent� wdowi¡ 
i¡gª¡,pªa
¡
¡ z intensywno±
i¡ 12 000 zª na rok od momentu jego ±mier
i.Skªadki pªa
one s¡ do momentu pierwszej ±mier
i w formie renty 
i¡gªejz intensywno±
i¡ P na rok. Obli
z P je±li dane s¡
µ
(m)
30+t = 0.02 µ

(»)
20+t = 0.01 δ = 0.05.[Odp. (A) 3800, (B) 4000, (C) 4200, (D) 4400, (E) 4600.℄8.25 [EdA07.12.1996℄Rodzi
e (25) i (35) wykupili dzie
ku (0) polis� posagow¡,daj¡
¡ dzie
ku w wieku 20 lat wypªat� tylko wtedy, gdy b�dzie ono 
aªkow-it¡ sierot¡. Obli
z prawdopodobie«stwo zdarzenia, »e dojdzie do wypªatyposagu, je±li nat�»enie zgonów jest w tej popula
ji staªe i wynosi µ > 0.[Odp. (A) exp(−45µ) + exp(−55µ)− 1, (B) (exp(−45µ) + exp(−55µ))/2,(C) exp(−20µ)−2 exp(−40µ)+exp(−60µ), (D) (exp(−20mu)−2 exp(−40µ)+

exp(−60µ))/2, (E) (exp(−45µ) + exp(−55µ) + exp(−100µ))/3.℄



8. ZADANIA 478.26 [EdA214.10.2000℄Obli
z e̊40:50, je±li wiadomo »e:
• osoba w wieku 50 lat jest niepal¡
a,
• osoba w wieku 40 lat jest pal¡
a,
• µp

x = 2 · µn
x ,

• lnx = 100 · (100 − x) dla 0 ≤ x ≤ 100,gdzie indeks górny n ozna
za osob� niepal¡
¡, natomiast p osob� pal¡
¡.[Odp. (A) 11, (B) 14, (C) 17, (D) 20, (E) 24.℄



489 Zadania9.1 W nast�puj¡
ym fragmen
ie tabli
y szkodowo±
i dla obu pª
i ª¡
znie TSZ-PL99 z dodatku dla x = 50, . . . , 54 uzupeªni¢ brakuj¡
e kolumny.
x l

(τ)
x d

(1)
x d

(2)
x q

(1)
x q

(2)
x q

(τ)
x50 91708 661 8551 90961 656 8552 90221 650 8453 89487 645 8354 88759 640 8355 88037 991 80Korzystaj¡
 z tej tabli
y poli
zy¢ kp

(τ)
50 , dla k = 2, 3, 4, 2q

(1)
52 , 2|q

(1)
52 . Ilewynosi lτ56?9.2 Na podstawie tabli
y 9.1 obli
zy¢ (i) prawdopodobie«stwo zgonu w 
i¡guroku z powodu przy
zyny 1 w wieku 24 lat, (ii) prawdopodobie«stwo,»e (25)-latek umrze w 
i¡gu roku z dowolej przy
zyny, (iii) prawdopodo-bie«stwo, »e (26)-latek umrze w 
i¡gu dwó
h lat z powodu przy
zyny 2.Tabli
a 9.1: Tabli
a na 2 ryzyka

x l
(τ)
x d

(1)
x d

(2)
x24 97526 33 10225 97391 35 10526 97251 37 11027 97104 39 11528 96950 39 12229 96789 42 1269.3 [EdA13.04.2002℄ Osoba, która 1 sty
znia ko«
zy 50 lat, nale»¡
a do pop-ula
ji de Moivre'a z grani
znym wiekiem 80 lat b�dzie 1 pa¹dziernikau
zestni
zyªa wraz z grup¡ osób w krótkotrwaªej imprezie (ekstremalnysport), któr¡ prze»ywa 90 % u
zestników. Obli
zy¢ q

(1)
50 i q

(2)
50 , gdzie 1ozna
za ±mier¢ naturaln¡, a 2 ±mier¢ pod
zas wspomnianej imprezy.9.4 Obli
zy¢ o ile pro
ent wzro±nie skªadka na ubezpie
zenie jednoro
zne dlaosoby, ko«
z¡
ej 1 sty
znia 40 lat, planuj¡
ej 1 pa¹dziernika u
zestni
zy¢wraz z grup¡ osób w krótkotrwaªej imprezie (ekstremalny sport), któr¡prze»ywa 90 % u
zestników. Przyj¡¢ 
zas rozkªad przyszªego 
zasu »y-
ia tej osoby jest dany przez TT�-PL97m oraz i = 3%. Z polisy jestwypªa
ona suma ubezpie
zenia 1 jedynie z powodu ±mier
i nie b�d¡
ejnast�pstwem branie udziaªu w imprezie.



9. ZADANIA 499.5 Osoba, która 1 sty
znia ko«
zy 50 lat, nale»¡
a do popula
ji de Moivre'a zgrani
znym wiekiem 80 lat b�dzie 1 lip
a oraz 1 pa¹dziernika u
zestni
zyªawraz z grup¡ osób w krótkotrwaªy
h impreza
h (ekstremalny sport), ka»d¡z ni
h prze»ywa 80 % u
zestników. Obli
zy¢ q
(1)
50 i q

(2)
50 , gdzie 1 ozna
za±mier¢ naturaln¡, a 2 ±mier¢ pod
zas wspomnianej imprezy.9.6 Rozwa»my ubezpie
zenie od ±mier
i, której nat�»enie jest staªe i równe0.05 oraz od niesz
z�±liwego wypadku powoduj¡
ego trwaªe kale
two, któregonat�»enie wyst¡pienia równa si� 0.01. W 
hwili ±mier
i wypªa
ona jestsuma ubezpie
zenia 1, natomiast od momentu inwalidztwa a» do ±mier
ipªa
ona jest 
i¡gªa renta z intensywno±
i¡ 1. Obli
zy¢ JSN.9.7 Dla 1000 osób w wieku 25 lat obli
zy¢ o
zekiwan¡ li
zb� osób które umr¡w prze
i¡gu roku z powodu przy
zyny 1. Równie» poli
zy¢ o
zekiwan¡li
zb� osób, które prze»ywszy pierwszy rok umr¡ w nast�pnym z powoduprzy
zyny 1. Obli
zenia przeprowadzi¢ dla dwuszkodowej tabli
y 9.1.9.8 Odej±
ia z pra
y mog¡ by¢ z dwó
h powodów: ±mier¢ (1) lub zmianapra
y (2). Zmiana pra
y mo»e nast�powa¢ jedynie w dniu 1 pa¹dziernika.Zakªadaj¡
, »e w 
i¡gu roku ±miertelno±¢ jest jednostajna oraz TT�-PLm97 oraz z powodu zmiany pra
y opus
za 5% pra
owników, obli
zy¢prawdopodobie«stwo q

(τ)
50 , »e (50)-latek w 
i¡gu roku przestanie pra
owa¢(przyj¡¢, »e 1 sty
znia jest dniem urodzin pra
owników).Zadania teorety
zne9.9 Opisa¢ przy pomo
y Tx i Jx dopeªnienie zdarzenia {Tx ≤ t, Jx = j}.Zauwa»y¢, »e ogólnie 1 − tq

(j)
x 6= Pr(Tx > t, Jx = j). Czy znaj¡
 histori�»y
ia (x)-latka od 
hwili zawar
ia umowy do 
zasu t da si� rozstrzygn¡¢,
zy w jego przypadku zaszªo zdarzenie {Tx > t, Jx = j }? A zdarzenia

{Tx ≤ t, Jx = j }, {Tx > t }?9.10 Udowodni¢, »e
Pr(Jx = j|Tx = t) =

fx(t, j)

fx(t)
=

µ
(j)
[x]+t

µ
(τ)
[x]+t

.(Formalna de�ni
ja tego warunkowego prawdopodobie«stwa, którego warunekma prawdopodobie«stwo 0, wymaga aby byªa to funk
ja dwu zmienny
h
j, t speªniaj¡
aPr(Jx = j, a < Tx ≤ b) =

∫ b

a

Pr(Jx = j|Tx = t) fx(t) dtdla ka»dego j = 1, . . . , m, 0 ≤ a ≤ b.)



509.11 Udowodni¢ to»samo±¢
tq

(j)
x =

td
(j)
x

td
(τ)
x

tq
(τ)
x .9.12 Udowodni¢ przy zaªo»eniu HCFM-D

sp
′(j)
x =

(

sp
(τ)
x

)

rq(j)
x /rq(τ)

x

, 0 ≤ s ≤ 1, 0 < r < 1. (9.1)St¡d prze
hodz¡
 z r → 1 mamy
sp

′(j)
x =

(

sp
(τ)
x

) q(j)
x / q(τ)

x

, 0 ≤ s ≤ 1. (9.2)Pokaza¢, »e (9.2) jest równie» prawdziwe przy HU-D. Przeksztaª
aj¡
udowodni¢, »e
sq

(j)
x =

log rp
′(j)
x

log rp
(τ)
x

sq
(τ)
x . (9.3)9.13 Udowodni¢, »e przy zaªo»eniu HU′ -D mamy

tq
(1)
x = q

′(1)
x (t − q

′(2)
x

t2

2
), 0 ≤ t ≤ 1,sk¡d wywnioskowa¢, »e HU-D nie mo»e wtedy by¢ prawdziwa.9.14 Udowodni¢, »e je±li Tx jest sko«
zone, to warunek ∫ ∞

0 µ
(τ)
[x]+s ds = ∞ musiby¢ speªniony. Poda¢ przykªad i intepreta
j� gdy nie za
hodzi ∫ ∞

0
µ[x]+s ds =

∞(j = 1, . . . , m).Zadania dodatkowe9.15 [EdA14.10.2000℄ W modelu o dwó
h ryzyka
h wspóªbie»ny
h [double de
re-ment model℄ nie
h q
(i)
x , µ

(i)
x ozna
zaj¡ odpowiednio prawdopodobie«stwozaj±
ia zdarzenia oraz nat�»enie zdarzenia w stowarzyszonym modelu poje-dyn
zego ryzyka [asso
iated single de
rement model℄. Przyjmijmy nast�pu-j¡
e ozna
zenia: s � ±mier¢ oraz n � ±mier¢ w wyniku niesz
z�±liwegowypadku. Dane jest:1. q

(s)
x = 0.6 oraz jest równomiernie rozªo»one w 
i¡gu roku,2. µ
(n)
x+t = 0.04 dla 0 ≤ t ≤ 1.Wyzna
z skªadk� netto za ubezpie
zenie na okres 1 roku (bez uwzgl�d-nienia opro
entowania) z którego w przypadku zaj±
ia zdarze« obj�ty
humow¡ wypªa
ane s¡ nast�puj¡
e ±wiad
zenia:� 1000 w przypadku ±mier
i naturalnej (zaj±
ie zdarzenia s),� 2000 w przypadku ±mier
i w wyniku wypadku (zaj±
ie zdarzenia n). Po-daj najbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 133, (B) 134, (C) 135, (D) 136, (E)137.℄



9. ZADANIA 519.16 [EdA05.12.1998℄ M¡», obe
nie w wieku x, ubezpie
za si� na wypadek±mier
i i na wypadek inwalidztwa. Nat�»enia obu rodzajów szkodowo±
iwynosz¡ odpowiednio µ
(m±)
x+t = 0.015, µ

(mi)
x+t = 0.005. Je±li m¡» zostanieinwalid¡, to nie ma szans na wyj±
ie z inwalidztwa i prze
hodzi do pod-popula
ji o wy»szej ±miertelno±
i µ

(mi±)
x+t = 0.04. Nat�»enie wymieraniakobiet wynosi µ

(»)
x+t. Je±li m¡» umrze (nie b�d¡
 inwalid¡), to jego »ona,obe
nie w wieku y, b�dzie pobiera¢ do»ywotnio rent� 
i¡gª¡ z intensy-wno±
i¡ ro
zn¡ P̄ . Je±li natomiast m¡» zostanie inwalid¡, to do ko«
a»y
ia b�dzie pobieraª rent� 
i¡gª¡ z intensywno±
i¡ ro
zn¡ 2P̄ . M¡» pªa
iskªadki w formie renty 
i¡gªej z intensywno±
i¡ ro
zn¡ π̄, a» do wyst¡pi-enia jednego ze zdarze«: wªasnej ±mier
i, inwalidztwa lub ±mier
i »ony.Intensywno±¢ opro
entowania wynosi δ = 0.05. Obli
z π̄/P̄ . Podaj na-jbli»sz¡ warto±¢. [Odp. (A) 0.377, (B) 0.431, (C) 0.452, (D) 0.486, (E)0.547.℄9.17 [EdA26.10.1996℄ W ubezpie
zeniu na »y
ie z terminem 20 lat ±wiad
zeniejest pªatne w momen
ie ±mier
i i wynosi:(1) 1.50 zª, gdy przy
zyn¡ ±mier
i byª wypadek,(2) 1 zª, gdy ±mier¢ spowodowaªa inna przy
zyna.Nat�»enie zgonów wedªug obydwu przy
zyn opisuj¡ odpowiednio:

µ
(1)
x+t =

t

60
, µ

(2)
x+t =

t

40
.Wyzna
z jednorazow¡ skªadk� netto za t� polis� przy zerowej stopie pro-
entowej. [Odp. (A) 1 − exp(−5), (B) 5

6 (1 − exp(−20/3), (C) 3
2 (1 −

exp(−20/3)), (D) 6
5 (1 − exp(−25/3)), (E) 3

2 (1 − exp(−25/3)).℄9.18 Pokaza¢, »e je±li b(t) = s̄t i Π̄ jest staªa intensywno±
i¡ skªadki netto, to
tV̄ = Π̄s̄t.3

3Za Bowers et al, str. 253.


