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LISTA 1. ANALIZA PRZEZYCIA 1

Lista 1. Analiza przezycia

Niech T, bedzie zmienng losowa opisujaca przyszty czas zycia z-latka.

1.1
1.2
1.3
1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

Udowodnij, 7e y1¢ = 54(u) — Sz(u+1) = 1410l — ule-
Udowodnij, ze ¢tqr = uPs * tqztu-

Udowodnij, ze [ ipafiare dt = 1.

Udowodnij, ze é, = [ ipydt.

Udowodnij, ze ypr = pz .- Peak—1 dla bk =1,2,....

Niech Ty bedzie zmienng losows o rozkladzie wykladniczym z para-
metrem A, opisujaca przyszly czas zycia O-latka. Korzystajac z tego
zalozenia rozwiaz zadania 1.6 — 1.9.

Oblicz 4q,, t,x > 0. Jaki rozklad ma zmienna losowa 7,7

Oblicz

(1) ultqz;
(i) €a;
(iii) p. (Podaj interpretacje otrzymanego wyniku. Czy implikacja w

druga strone jest prawdziwa? *).

Uzywajac oznaczeni aktuarialnych oraz przyjmujac, ze A = 0.02, znajdz
prawdopodobienstwo, ze 20-latek

(i
(ii

(i

umrze nie poézniej niz w 50 roku zycia,
dozyje 70 lat,

umrze miedzy 30 a 40 rokiem zycia;

~— e e S

(iv) przezyje 30 lat a nastepnie umrze w ciagu kolejnych 40 lat.

Przyjmujac A = 0.02 oblicz $redni przyszty czas zycia 20, 30,40 i 100-
latka oraz prawdopodobienstwo, ze 20-latek przezyje 10 lat, ze 30-latek
przezyje 10 lat, ze 40-latek przezyje 10 lat, ze 100-latek przezyje 10 lat.



1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

1.15

1.16

1.17

Jaka matematyczna wlasnos¢ rozktadu wyktadniczego odpowiada za
uzyskane tutaj wyniki? Czy rozktad wyktadniczy jest dobrym modelem
przysztego czasu zycia?

Zatozmy, ze T spetnia prawo de Moivre’a z parametrem w udowodnij,
ze T, ma rozklad jednostajny na odcinku [0,w — z]|. Czy prawo de Mo-
ivre’a jest dobrym modelem przysztego czasu zycia (albo przynajmnie;j
lepszym od rozkladu wyktadniczego)?

Przy zalozeniu prawa de Moivre’a z parametrem w = 100 znajdz (wy-
konujac obliczenia lub odpowiedni rysunek):

(i) 300205
(ii) 301109403

Przy zalozeniu prawa de Moivre’a wyznacz:

(1) fats

(i) é,.
Przy zalozeniu prawa Gompertza (u; = Bc', B > 0,¢ > 1) pokaz, ze
s(t) = exp{—m(c" — 1)}, gdzie m = % oraz wyprowadZ wzor na ¢p,.
Oblicz 4opoo zaktadajac, ze rozktad trwania zycia osoby nowo urodzonej
podlega prawu

(i) de Moivre’a z parametrem w = 100;

(ii) Gompertza z parametrami B = 0.00026155 i ¢ = 1.07826;

(iii) Za tydzien poréwnaj wyniki z odpowiednim zadaniem na liscie 2.
Przy zalozeniu prawa Makehama (u; = A+Bc', B > 0,A > —B,c > 1)

pokaz, ze s(t) = exp{—At—m(c'—1)}, gdzie m = 1O§c oraz wyprowadz
WzOT Na ¢p,.

Oblicz é99 jesli wiadomo ze figg s = t.
* Niech T, bedzie przyszltym czasem zycia x-latka. Zalozmy, ze

t (0%
P(T; t)=(1—— <t<1 0.
(To > 1) ( 100) . 0<t<100, a>
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(i) Zakladajac, ze a = 1, znajdz wartos$¢ oczekiwana przyszlego czasu
zycia 20-latka.

(ii) Znajdz « jesli wiadomo, ze prawdopodobienistwo, ze 20-latek prze-
zyje jeszcze 10 lat a nastepnie umrze w ciggu kolejnych 10 lat
wynosi 0.125.

1.18 * Zalozmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem

dla z € [0,110]. Przyjmujac, ze ze przyszle czasy zycia sg niezalezne
oblicz prawdopodobieristwo, ze w grupie 2 0os6b w wieku 20 lat
(i) przynajmniej jedna umrze w ciagu nastepnego roku;
(ii) obydwie umra w ciagu nastepnego roku;
(iii) obydwie przezyja nastepny rok;
(iv) przynajmniej jedna przezyje nastepny rok.

1.19 * Oblicz pgo, zakladajac, ze natezenie Smiertelnosci jest state dla > 50
oraz é5g = 40.

1.20 *|[EdA16.11.96] W populacji A natezenie zgonow dane jest wzorem

1
,uf = 100 dla =z < 100,
—x

a w populacji B wzorem

n

= oo dla @ <100,

T

gdzie n jest parametrem. Wiadomo ponadto, ze osobniki z populacji A
maja przed soba przecietnie o 10% dtuzszy czas zycia, niz osobniki z B
w tym samym wieku. [Odp. (A) n = 1.1, (B) n = 1.15, (C) n = 1.2,
(D) n =1.21, (E) zadna z powyzszych.|
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2 Lista 2: Analiza przezycia, c.d.

TTZ-PL2018k oznacza polskie tablice trwania Zycia kobiet z 2018 roku. Po-
dobnie np. TTZ-PL97m oznacza tablice z 1997 roku dla mezczyzn. Tablice
dostepne sa na stronach GUSu.

2.1 Zakladajac, ze przyszly czas zycia opisywany jest przez TTZ-PL2018k
oblicz prawdopodobienstwo, ze 20-latka
(i) umrze nie p6zniej niz w 50 roku zycia,
(ii) dozyje 70 lat,
(iii) umrze miedzy 30 a 40 rokiem zycia;
)

(iv) przezyje 30 lat a nastepnie umrze w ciagu kolejnych 40 lat.

2.2 Pokaz, ze
o0 1 o0
€ = ka:c = E Zl:c—‘rk
k=1 k=1

2.3 Osobno dla TTZ-PL97k, TTZ-PL97m, TTZ-2018k oraz TTZ-2018m
oblicz (oraz poréwnaj i zinterpretuj wyniki)

(i) 20pa0 (dodatkowo poréwnaj z odpowiednimi zadaniami z poprzed-
niej listy);
(ii) 40pa0;
(i) eqp.
2.4 B Znajdz parametry B, ¢, ktore najlepiej dopasowuja prawo Gompertza
do TTZ-PL2018m.

2.5 Oblicz 40p2s, 10G55, 10/10955 zaktadajac, ze rozktad trwania zycia osoby
nowo urodzonej podlega prawu de Moivre’a z parametrem w = 85. Ob-
licz powyzsze prawdopodobienstwa korzystajac z tablic trwania zycia
Halleya. Jak zinterpretujesz otrzymane wyniki? Czy podobne wyniki
otrzymasz korzystajac ze wspolczesnych tablic np. TTZ-PL2018m?

2.6 Niech 0 < u < 1. Udowodnij, ze
(Vz,n € N) [uqz = uqs] € [niupe = (1 — 0) ppsy + Upi1Ps)-
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2.7 Przy zalozeniu hipotezy HU udowodnij, ze ET, = EK,+1 oraz Var(T,) =
Var(K,) + 35

2.8 Zaktadajac, ze zachodzi hipoteza jednostajnosci oraz przyszty czas zy-
cia osoby nowourodzonej opisywany jest przez TTZ-PL2018m oblicz
(ii) o.5p21;
(iii 15/1.5935;
(V) pass;

(vi) prawdopodobieristwo, ze 25.5-latek umrze pomiedzy 55.25 i 60.75
rokiem zycia.

)
)
)
(iv) 155139305
)
)

2.9 Na podstawie tabelki i przy zalozeniu HU oblicz 4po5 1 575024

z 4z

24 | 0.00133
25 | 0.00132
26 | 0.00131
27 1 0.00130
28 | 0.00130
29 | 0.00131
30 | 0.00133

2.10 ® Oszacuj e jesli czas zycia jest opisany przez TTZ Halley’a. Jaki
jest mozliwy blad spowodowany urwaniem sie tablic na z = 83, jesli
przyjmiemy, ze w = 1007

2.11 Zatozmy, ze zachodzi hipoteza jednostajnosci. Ponadto wiadomo, ze

pao = 0.9 oraz py; = 0.8. Oblicz pyg5. Wynik podaj z doktadnoscia do
trzech miejsc dziesietnych.

2.12 * Zalozmy, ze spelniona jest hipoteza jednostajnosci. Oblicz pgy jesli
wiadomo, ze

spso = 0.7, apsos = 0.79,  ps1 = 0.89.



2.13 * Zmajdz pyo przy zalozeniu, ze oczekiwane dalsze trwanie zycia 40-latka
wynosi eyo = 28.5 roku natomiast ey; = 27.7 roku.

2.14 Positkujac sie poprzednim zadaniem znajdz wzor opisujacy zaleznos$é
miedzy p,, e, 1 e;41 oraz podaj jego interpretacje.

2.15 * Zdefiniujmy
1
S(m) — —[mS, +1], (2.1)

czyli zaokraglenie S do najmniejszej wiekszej wielokrotnosci 1/m. Zmienna
S przyjmuje zatem wartosci 1/m,2/m, ..., 1. Wykonaj odpowiedni
rysunek obrazujacy zaleznos$¢ miedzy S, i Sém). Pokaz, ze przy zaloze-
nin HU S™ ma dyskretny jednostajny rozklad

Pr(S"™ =k/m)=1/m k=1,2,...,m. (2.2)

x
oraz ze zmienne K, i sl sa niezalezne.

2.16 * Wprowadza sie centralne natezenie $§miertelnosci lub roczny wspot-
czynnik natezenia zgondow dla wieku x wzorem

fol loqipioredt  d
m.l’ = —————

M pdt Lo’
gdzie L, = [ I+, dt. Udowoduij, ze przy HU

m o= =

Y1 —q/2°

2.17 *[SAE05.2001/14]' Wykres na rys. 2.17 jest zwigzany z ludzks $miertel-
noscig. Ktora z nastepujacych funkeji od wieku = najprawdopodobniej
prezentuje ? (A) fiz, (B) Luftz, (C) Ly, (D) L, (E) 12

ISAE oznacza zadanie egzaminacyjne Society of Actuaries; 05.2001 ozancza date nato-
miast 14 numer zadania.
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Age

Rysunek 2.1:
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3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Lista 3: Teoria procentu sktadanego

Zalozmy, ze w j-tym roku (j = 1,2,...,n) efektywna stopa procen-
towa wynosi 7;. Podaj wzor opisujacy zalezno§¢ miedzy k& - wartoscia
kapitalu w chwili 0 a k,, - wartoscia kapitatu w chwili n.

Znajdz stope procentowy ¢, dla ktorej ponizszy przeplyw pienigdza
spelnia warunek réwnowaznosci:

na poczatku roku 1 wplata w wysokosci 100,

na poczatku roku 2 wptata w wysokosci 100,

na poczatku roku 3 wyptata w wysokosci 231. Jaka jest biezaca wartosé
tego przeplywu w potowie 2 roku gdy obowigzujaca stopa procentowa
jest i?

Rozwazmy przeplyw pieniadza Cy = C; = ... = C,, = 7. Podaj wzor
na
(i) obecna wartos¢ tego przeplywu;
(ii) zakumulowang wartosc na chwile n.
Pokaz (najlepiej wykonujac odpowidnie rysunki), ze

: _ k — .
(i) apyp = ag + v am = v"ag + am;
s o k _ .

(i) kjam = v"am = a5 — ag;

(111) dm + Un = Qg + 1

Niech P bedzie wartoscia obecng 5 letniej renty, ktorej ptatnosé w chwili
t wynosi 4t3. Wyznacz P jesli natezenie oprocentowania (§) w chwili ¢
wynosi 5t

Zatozmy, ze poczawszy od poczatku 5 roku do pewnego funduszu wpta-
cane jest 1000 zt i wyptacane 500 zt naprzemiennie co rok.

(i) Jak opisa¢ obecna wartosc przeptywu w jezyku rent? Jaka jest
obecna warto$¢ opisanego przeplywu przy zalozeniu ze znamy
czynnik dyskonta v?

(i) Jaka jest wartos$¢ opisanego przeptywu w chwili 15 przy zatozeniu
ze znamy czynnik dyskonta v?



3.

3.7

3.8

3.9

3.10

LISTA 3: TEORIA PROCENTU SKEADANEGO 9

7 tytulu renty bezterminowej dokonywane sa platnosci w wysokosci
27% na koniec k-tego roku (k =1,2,...). Dla czynnika dyskonta v = 2
oblicz obecna wartosc tej renty.

Rozwazmy strumien pieniagdza C),, = 5n + 1 w kolejnych latach n =
0,1,2,.... Zakladajac, ze czynnik dyskonta wynosi v = 0.9, oblicz
obecng warto$¢ tego przeptywu.

Pokaz (najlepiej wykonujac odpowidnie rysunki), ze

gdzie (Ii)m oznacza obecna wartosé n-letniej renty rosnacej z gory czyli
wyplacajacej na poczatku kolejnych lat odpowiednio 1,2,3, ..., nato-
miast (Dd)n oznacza obecng warto$é¢ n-letniej renty malejacej z gory
wyplacajacej na poczatku kolejnych lat odpowiednio n,n —1,.. ..

Rozwazmy dwa fundusze - A i B. Do funduszu A dokonujemy wptat
z gory, przez 10 lat, systematycznie 6 razy w roku. Wplaty rosna co
pol roku czyli pierwsze 3 wplaty wynosza 1000 PLN, kolejne 3 wptaty
wynosza 2000 PLN, kolejne 3 wptaty sa w wysokosci 3000 PLN itd.

Do funduszu B réwniez dokonujemy wptat z gory przez 10 lat systema-
tycznie 6 razy w roku ale wptaty maleja 2 razy w roku - co p6t roku.
Pierwsze 3 wplaty wynosza 20000 PLN kolejne 3 to 19000 PLN, kolejne
3 to 18000 PLN itd.

Przyjmujac, ze roczna nominalna stopa procentowa wynosi i = 0.06
oblicz

(i) obecng warto$¢ {geznego przeptywu pienienieznego wplat do fun-
duszy A i B,

(ii) biezaca wartos¢ warto$¢ tgcznego przepltywu pienieznego wptlat do
funduszy A i B na koniec drugiego roku.
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4

4.1

4.2

4.3

4.4
4.5

4.6

4.7

4.8

Lista 4: Ubezpieczenia zyciowe

Oblicz Ag jesli wiadomo, ze przyszly czas zycia 60-latka jest zmienna
losowg o rozkladzie wykladniczym ze $rednig 20 oraz v = 0.95.

Oblicz Agg, przy zalozeniu, ze przyszly czas zycia 60-latka Ty, ma roz-
ktad jednostajny ze srednig 20 oraz v = 0.95.

Zatozmy, ze funkcja przezycia wyraza sie wzorem
x
s(r)=1——
(z) 110

dla z € [0,110]. Wyznacz jednorazowa skladke netto czystego ubez-
pieczenia na dozycie na 5 lat dla osoby w wieku 20 lat. Do obliczen
przyjmij stope procentowa 0%.

Oblicz wariancje obecnej wartosci czystego ubezpieczenia na dozycie.
Uzasadnij (najlepiej wykonujac odpowiednie rysunki), ze

(i) AJ: =Vq; + UAx-i—lpJ:;

(11)* (]A)m = VQy + pr(Ax—H + (IA)m—H);

gdzie (I A), jest obecna wartoscia aktuarialng rosnacego ubezpiecze-
nienia dla x - latka wyptacajacego k w przypadku Smierci w k£ - tym
roku trwania ubezpieczenia. Podobnie (DA)1.j jest obecng wartoscia
aktuarialna n - letniego ubezpieczenienia malejacego dla x - latka wy-
ptacajacego n — k + 1 w przypadku Smierci w k - tym roku trwania
ubezpieczenia.

Korzystajac z TTZ-PLI7k oraz wiedzac, ze A 1= 0.9 oblicz efektywna
stope procentows. 10

Korzystajac z TTZ-PL2018m oraz zakladajac, ze v = 0.95 oblicz drugi
moment obecnej wartosci ubezpieczenia terminowego na 3 lata dla 67-
latka na sume ubezpieczenia 100.

R Oblicz 1000A4, . Do obliczeni przyjmij i = 5% oraz skorzystaj z
40:25|

TTZ-PLI7k, TTZ-PL97m, TTZ-PL2018k, TTZ-PL2018m. Poréwnaj i
zinterpretuj otrzymane wynik.
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4.9

4.10

4.11

4.12

4.13

4.14

Oblicz 1000A, _ oraz 1000A . Do obliczeni przyjmij ¢ = 5% oraz
40:T 40:T , .
skorzystaj z TTZ-PLI7k, TTZ-PL97Tm, TTZ-PL2018k, TTZ-PL2018m.

Podobne obliczenia wykonaj dla analogicznych ubezpieczen dla 90 -
latkéw. Poréwnaj i zinterpretuj otrzymane wynik.

Oblicz wariancje obecnej wartosci jednorocznego ubezpieczenia na zycie
i dozycie 40-latka z suma ubezpieczenia 1000. Otrzymany wynik po-
rownaj z rezultatem otrzymanym w poprzednim zadaniu oraz z suma
wariancji dla dwoch niezaleznych ubezpieczen - terminowego i na czyste
dozycie. Podobng analize przeprowadz dla analogicznego ubezpieczenia
dla 90 - latkow.

Oblicz obecng wartos¢ aktuarialng 2000 do wyptacenia 40-latce po 30
latach korzystajac z TTZ-PL97k. Do obliczenn przyjmij techniczng
stope procentowa i = 3%.

Firma “X” ma w ofercie ubezpieczenie na zycie na 2 lata wyptacajace
1 na koniec roku Smierci. W celach marketingowych ubezpieczenie jest
oplacone jedng sktadka P platna na poczatku drugiego roku trwania
ubezpieczenia. Zakladamy, ze mamy dane TTZ I, = = 0,1,... oraz
czynnik dyskonta v.

(i) Oblicz P.

(ii)* Przyjmujac, ze ubezpieczony moze sie w kazdej chwili wycofac,
zaproponuj strategie dla klienta, ktéra pozwala taniej osiagnac
ten sam cel, czyli by¢ ubezpieczonym przez 2 lata. Odpowied?z
uzasadnij (matematycznie).

Portfel sktada sie ze 100 polis na cale zycie dla 40 latkow ptatnych
w chwili émierci. Kazda polisa jest wystawiona na sume ubezpieczenia
1000 zt. Zatozmy, ze czas trwania zycia 40-latka jest jednostajny na od-
cinku (0,40) oraz mamy dane stale natezenie stopy procentowej § = %
Jaka minimalng kwote nalezy zainwestowa¢ w chwili 0 aby byly moz-
liwe wyptaty wszystkich polis z tego funduszu z prawdopodobieristwem
0,957 Wiadomo, ze ®(1.645) = 0.95, gdzie ®(-) jest dystrybuanta roz-
ktadu normalnego.

Portfel sktada sie z 1000 polis na zycie dla 40-latkow, z ktorych kazda
wyptaca 1000 PLN na koniec roku $mierci. Jaki musi by¢ zabezpieczony
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4.15

4.16

4.17

4.18

fundusz w chwili t = 0 aby z prawdopodobienstwem 0.95 mozliwe byty
wyplaty na koniec pierwszego roku. Do obliczen przyjmij, ze efektywna
stopa procentowa i = 0.05, 49 = 1000, [;; = 900, ®(1.645) = 0.95, gdzie
®(-) jest dystrybyuanta rozkladu normalnego.

Rozpatrujemy portfel 100 polis dla 30-latkéw na cale zycie, ptatnych
w chwili émierci. Kazda polisa jest wystawiona na sume ubezpiecz-
nia 1000 PLN. Jaki musi by¢ zabezpieczony fundusz w chwili 0, aby
z prawdopodobienistwem 0.95 byty mozliwe wyptaty wszystkich polis?
Do obliczen przyjmij, ze przyszte czasy trwania zycia 30-latkow sa nie-
zalezne, Azy = 0.8,243 = 1 oraz ®(1.645) = 0.95, gdzie ®(-) jest
dystrybuanta rozktadu normalnego.

Trzyletnie ubezpieczenie dla osoby w wieku = wyptaca 1000 zl jesli
$mier¢ nastapi w pierwszym roku, 2000 z! jesli Smier¢ nastapi w drugim
roku. Wyptaty dokonywane sg na koniec roku smierci. W przypadku
dozycia do kotica trwania ubezpieczenia wyptacana jest kwota 3000 zt.
Wiadomo ze

qr = 02, 1|q:p = 02, 2\% = 03, v=20.9.

(i) Napisz obecna warto$¢ tego ubezpieczenia.

(ii) Oblicz jednorazowa sktadke netto.
Rozpatrujemy ciagly model bezterminowego ubezpieczenia na zycie ze
sktadka P platng jednorazowo w momencie zwierania umowy i suma
ubezpieczenia 1000¢é59. Wyznacz P wiedzac, ze ubezpieczony to osoba

50-letnia z populacji de Moivre’a z granicznym wiekiem w = 110 oraz
natezenie oprocentowania 6 = 0.05

Oblicz jednorazowa sktadke netto ubezpieczenia na zycie spetniajacego
nastepujace warunki:
— ubezpieczenie zostalo zawarte na 5 lat przez osobe w wieku 30 lat;
— $wiadczenie jest ptatne w chwili §mierci ubezpieczonego;

— w trakcie trwania ubezpieczenia jego suma rosnie jednostajnie
wraz z uptywem czasu od 0 PLN do 100 PLN.



4. LISTA 4: UBEZPIECZENIA ZYCIOWE 13

4.19

Do obliczen przyjmij, ze natezenie oprocentowania oraz natezenie zgo-
now sa state w rozpatrywanym okresie i przyjmuja jednakowa wartosé
rowng 0.05.

* Kredyt ma by¢ sptacany na poczatku roku w trzech rownych ratach w
wysokosci P = 10000 zt. W celu zabezpieczenia kredytu zawierane jest
ubezpieczenie na wypadek $mierci kredytobiorcy (60-latka). Swiadcze-
nie $miertelne w wysokosci pozostatego do sptaty dlugu jest wyptacane
na koniec roku $mierci kredytobiorcy. Wyznacz ile procent z raty P
stanowi stala sktadka tego ubezpieczenia. Do obliczenr przyjmij, ze
v =0.9,lg0 = 1000, lg; = 800, lgo = 400.
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5 Lista 5; Ubezpieczenia i renty zyciowe

5.1

5.2

5.3

5.4

3.9
5.6

2.7

5.8

5.9

Oblicz ayy jesli wiadomo, ze przyszty czas zycia 0-latka jest zmienng
losows o rozkladzie wykladniczym z parametrem 0.1 oraz natezenie
oprocentowania rowne jest 0.1.

Oblicz jednorazowa sktadke netto renty z dotu dla 30-latka na 3 lata w
wysokosci 3000. Obliczenia wykonaj dla TTZ-PL97m oraz i = 4%.

Oblicz JSN dla nastepujacej renty dla 30-latka: jesli zyje on pod koniec
pierwszego roku wyptata wynosi 1000, jesli zyje pod koniec drugiego
roku wyptata wynosi 3000, jesli zyje on pod koniec trzeciego roku wy-
plata wynosi 5000. Obliczenia wykonaj dla TTZ-PL97m oraz i = 4%.
Poréwnaj z wynikiem zadania 5.2.

Podaj wzor na aktuarialng obecng wartos¢ dla 30-latka dla nastepuja-
cego ubezpieczenia rentowego:

— 1000 na koniec kazdego miesigca w wieku 30 do 40 lat;

— 2000 na koniec kazdego miesiagca w wieku 40 do 50 lat;

— 5000 na koniec kazdego miesigca w wieku 50 do 60 lat.
W zadaniu 5.4 podaj doktadny wynik dla TTZ-PL97m oraz i = 4%.

Zakladajac HU, obliczy¢ Ays, wiedzac, ze
d45 = 19.864 oraz A45 = (0.42143.

Pokaz, ze a,.n obliczone dla statego natezenie $miertelnosci p i przy sile
stopy procentowej ¢ jest rowne ay obliczone przy sile stopy procentowe;j
0+ p.

Zatozmy, ze Y jest obecna wartoscia renty na cale zycie wyplacajacej
1 na rok dla z-latka. Dane jest G, = 10 przy i = 1/24 =€°—1, i, = 6
przy i = e* — 1. Oblicz wariancje Y.

Uzasadnij (najlepiej wykonujac odpowiednie rysunki), ze
(ii) Opm = 1 4+ ap7=;

(111) Upm = Vlg:m — A )
x:T
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5.10

5.11

5.12

5.14

5.15

5.16

5.17

(1V) Qgpn—1 = de:ﬁ - Az:ﬁ-

Zaktadajac HU, oblicz Ay, wiedzac, ze d4; = 19.864 oraz Ay =
0.42143.

Niech Y bedzie obecna wartoscia renty dozywotniej dla 70-latka, gwa-
rantujacej mu wyptate 100 na poczatku kazdego roku. Oblicz Var(Y')
jesli wiadomo, ze

Ago = 0.55211, 2Agy = 0.34022, pgo = 0.97, v = 0.95.
—x/100

Oblicz P,, jesli Ty ma rozktad wykladniczy z gestocia (1/100)e
x>0orazz=4016 = 3%.

40-latek kupuje dwuletnie ubezpieczenia na zycie ptatne na koniec roku
Smierci. Przy zawarciu umowy placi II, a jesli przezyje pierwszy ro placi
I1/2. Zaktadajac, ze sktadka jest netto, oblicz II, wiedzac, ze: przyszly
czas zycia ma rozktad de Moivre’a z w = 100 oraz i = 4%.

Udowodnij, ze -
p(A,) = A

* W przypadku jednostkowej polisy na cale zycie oplacanej skladka
o stalej intensynoéci (powiedzmy IT), catkowita strata ubezpieczyciela
gdy ubezpieczony umrze w chwili ¢+ wynosi L(t) = v* — lazg. Wykaz,
ze L(0) = 1 oraz L(t) jest funkcja malejaca i limy . L(t) = —II/4.
Wywnioskuj stad, ze istnieje doktadnie jeden moment ¢y, taki, ze cal-
kowita strata ubezpieczyciela wynosi 0. Z jakiego twierdzenia z analizy
matematycznej korzystasz?

Szeéc¢dziesieciolatek podpisuje umowe ubezpieczeniowg w ramach, kto-

rej za rok powinien wplaci¢ sume x po czym od razu zacznie otrzymy-

waé dozywotnig rente wyptacana ze stala intensywnoscia 1000. Oblicz

x zaktadajac, ze przyszly czas zycia sze$¢dziesieciolatka ma rozktad wy-
1

ktadniczym z parametrem g5 oraz, ze natezenie oprocentowania wynosi
1

1_0.
Niech T5y bedzie zmienna losowa o rozkladzie wykladniczym z parame-
trem 0.02 opisujaca przyszty czas zycia dwudziestolatka podpisujacego
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5.18

5.19

5.20

umowe ubezpieczeniowa, w ktorej sktadki ptacone sg ze stala intensyw-
noécig i ktéra gwarantuje wyptate kwoty 1000 w chwili Smierci ubezpie-
czonego. Zakldajac stala intensywnos$¢ oprocentowania w czasie trwa-
nia ubezpieczenia oraz ze zachodzi warunek réwnowaznosci. Oblicz
intensywnos¢ ptaconych sktadek.

Rozpatrzmy nastepujacy produkt ubezpieczeniowy dla 20-latka - jesli
umrze on w pierwszym roku trwania umowy to wyplata wynosi 1000
PLN, jesli zyje na koniec drugiego roku to wyptata wynosi 2000 PLN.
Ubezpieczony ptaci sktadki w wysokosci x PLN na poczatku pierwszego
roku oraz 2x PLN na poczatku drugiego roku. Znajdz x. Do obliczenn
przyjmij, ze efektywna stopa procentowa w pierwszym roku wynosi
i1 = 60% natomiast w drugim roku wynosi i, = 25% ponadto lyy =
1000, ly; = 800, I35 = 400.

Rozpatrzmy nastepujaca rente dla 30-latka - jesli zyje on na koniec
pierwszego roku to wyptata wynosi 1000 PLN, jesli zyje na koniec dru-
giego roku to wyptata wynosi 2000 PLN. Dla renty tej oblicz

(i) jej obecng warto$¢ aktuarialna (jednorazows sktadke netto),

(ii)* jej zakumulowang warto$¢ aktuarialna na koniec drugiego roku.

Do obliczenn przyjmij, ze efektywna stopa procentowa wynosi i = 50%
oraz l30 = 1000, l31 = 900, l32 = §810.

* Szesédziesieciolatek wptaca w dniu urodzin 1000 PLN do funduszu
ubezpieczeniowego. Nastepnej wptaty w wysokosci 2000 PLN planuje
dokona¢ w dniu sze$édziesiatych pierwszych urodzin. Jesli skonczy
sze$édziesigt dwa lata zostanie mu wyptlacona zakumulowana wartosé
aktuarialna opisanej powyzej renty. Znajdz te warto$¢. Do obliczen
przyjmij, ze

peo = 0.75, per =04, =02,

gdzie 1 jest efektywna stopa procentows.



