
1. LISTA 1. ANALIZA PRZE�YCIA 1

1 Lista 1. Analiza prze»ycia

Niech Tx b¦dzie zmienn¡ losow¡ opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia x-latka.

1.1 Udowodnij, »e u|tqx = sx(u)− sx(u+ t) = t+uqx − uqx.

1.2 Udowodnij, »e u|tqx = upx · tqx+u.

1.3 Udowodnij, »e
∫∞
0 tpxµx+t dt = 1.

1.4 Udowodnij, »e e̊x =
∫∞
0 tpxdt.

1.5 Udowodnij, »e kpx = px · . . . · px+k−1 dla k = 1, 2, . . ..

Niech T0 b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z para-
metrem λ, opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia 0-latka. Korzystaj¡c z tego
zaªo»enia rozwi¡» zadania 1.6 � 1.9.

1.6 Oblicz tqx, t, x ≥ 0. Jaki rozkªad ma zmienna losowa Tx?

1.7 Oblicz

(i) u|tqx;

(ii)
◦
ex;

(iii) µx (Podaj interpretacj¦ otrzymanego wyniku. Czy implikacja w
drug¡ stron¦ jest prawdziwa? ∗).

1.8 U»ywaj¡c oznacze« aktuarialnych oraz przyjmuj¡c, »e λ = 0.02, znajd¹
prawdopodobie«stwo, »e 20-latek

(i) umrze nie pó¹niej ni» w 50 roku »ycia,

(ii) do»yje 70 lat,

(iii) umrze mi¦dzy 30 a 40 rokiem »ycia;

(iv) prze»yje 30 lat a nast¦pnie umrze w ci¡gu kolejnych 40 lat.

1.9 Przyjmuj¡c λ = 0.02 oblicz ±redni przyszªy czas »ycia 20, 30, 40 i 100-
latka oraz prawdopodobie«stwo, »e 20-latek prze»yje 10 lat, »e 30-latek
prze»yje 10 lat, »e 40-latek prze»yje 10 lat, »e 100-latek prze»yje 10 lat.
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Jaka matematyczna wªasno±¢ rozkªadu wykªadniczego odpowiada za
uzyskane tutaj wyniki? Czy rozkªad wykªadniczy jest dobrym modelem
przyszªego czasu »ycia?

1.10 Zaªó»my, »e T0 speªnia prawo de Moivre'a z parametrem ω udowodnij,
»e Tx ma rozkªad jednostajny na odcinku [0, ω−x]. Czy prawo de Mo-
ivre'a jest dobrym modelem przyszªego czasu »ycia (albo przynajmniej
lepszym od rozkªadu wykªadniczego)?

1.11 Przy zaªo»eniu prawa de Moivre'a z parametrem ω = 100 znajd¹ (wy-
konuj¡c obliczenia lub odpowiedni rysunek):

(i) 30p20;

(ii) 30|10q40;

1.12 Przy zaªo»eniu prawa de Moivre'a wyznacz:

(i) µx+t;

(ii) e̊x.

1.13 Przy zaªo»eniu prawa Gompertza (µt = Bct, B > 0, c > 1) poka», »e
s(t) = exp{−m(ct − 1)}, gdzie m = B

log c
oraz wyprowad¹ wzór na tpx.

1.14 Oblicz 40p20 zakªadaj¡c, »e rozkªad trwania »ycia osoby nowo urodzonej
podlega prawu

(i) de Moivre'a z parametrem ω = 100;

(ii) Gompertza z parametrami B = 0.00026155 i c = 1.07826;

(iii) Za tydzie« porównaj wyniki z odpowiednim zadaniem na li±cie 2.

1.15 Przy zaªo»eniu prawa Makehama (µt = A+Bct, B > 0, A ≥ −B, c > 1)
poka», »e s(t) = exp{−At−m(ct−1)}, gdzie m = B

log c
oraz wyprowad¹

wzór na tpx.

1.16 Oblicz e̊20 je±li wiadomo »e µ20+t = t.

1.17 * Niech Tx b¦dzie przyszªym czasem »ycia x-latka. Zaªó»my, »e

P (T0 > t) =

(
1− t

100

)α
, 0 ≤ t ≤ 100, α > 0.
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(i) Zakªadaj¡c, »e α = 1, znajd¹ warto±¢ oczekiwan¡ przyszªego czasu
»ycia 20-latka.

(ii) Znajd¹ α je±li wiadomo, »e prawdopodobie«stwo, »e 20-latek prze-
»yje jeszcze 10 lat a nastepnie umrze w ci¡gu kolejnych 10 lat
wynosi 0.125.

1.18 * Zaªó»my, »e funkcja prze»ycia wyra»a si¦ wzorem

s(x) = 1− x

110

dla x ∈ [0, 110]. Przyjmuj¡c, »e »e przyszªe czasy »ycia s¡ niezale»ne
oblicz prawdopodobie«stwo, »e w grupie 2 osób w wieku 20 lat

(i) przynajmniej jedna umrze w ci¡gu nast¦pnego roku;

(ii) obydwie umr¡ w ci¡gu nast¦pnego roku;

(iii) obydwie prze»yj¡ nast¦pny rok;

(iv) przynajmniej jedna prze»yje nast¦pny rok.

1.19 * Oblicz p60, zakªadaj¡c, »e nat¦»enie ±miertelno±ci jest staªe dla x ≥ 50
oraz e̊50 = 40.

1.20 *[EdA16.11.96] W populacji A nat¦»enie zgonów dane jest wzorem

µAx =
1

100− x
dla x < 100,

a w populacji B wzorem

µBx =
n

100− x
dla x < 100,

gdzie n jest parametrem. Wiadomo ponadto, »e osobniki z populacji A
maj¡ przed sob¡ przeci¦tnie o 10% dªu»szy czas »ycia, ni» osobniki z B
w tym samym wieku. [Odp. (A) n = 1.1, (B) n = 1.15, (C) n = 1.2,
(D) n = 1.21, (E) »adna z powy»szych.]
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2 Lista 2: Analiza prze»ycia, c.d.

TT�-PL2018k oznacza polskie tablice trwania »ycia kobiet z 2018 roku. Po-
dobnie np. TT�-PL97m oznacza tablice z 1997 roku dla m¦»czyzn. Tablice
dost¦pne s¡ na stronach GUSu.

2.1 Zakªadaj¡c, »e przyszªy czas »ycia opisywany jest przez TT�-PL2018k
oblicz prawdopodobie«stwo, »e 20-latka

(i) umrze nie pó¹niej ni» w 50 roku »ycia,

(ii) do»yje 70 lat,

(iii) umrze mi¦dzy 30 a 40 rokiem »ycia;

(iv) prze»yje 30 lat a nast¦pnie umrze w ci¡gu kolejnych 40 lat.

2.2 Poka», »e

ex =
∞∑
k=1

kpx =
1

lx

∞∑
k=1

lx+k.

2.3 Osobno dla TT�-PL97k, TT�-PL97m, TT�-2018k oraz TT�-2018m
oblicz (oraz porównaj i zinterpretuj wyniki)

(i) 20p40 (dodatkowo porównaj z odpowiednimi zadaniami z poprzed-
niej listy);

(ii) 40p40;

(iii)R e40.

2.4 R Znajd¹ parametry B, c, które najlepiej dopasowuj¡ prawo Gompertza
do TT�-PL2018m.

2.5 Oblicz 40p25, 10q55, 10|10q55 zakªadaj¡c, »e rozkªad trwania »ycia osoby
nowo urodzonej podlega prawu de Moivre'a z parametrem ω = 85. Ob-
licz powy»sze prawdopodobie«stwa korzystaj¡c z tablic trwania »ycia
Halleya. Jak zinterpretujesz otrzymane wyniki? Czy podobne wyniki
otrzymasz korzystaj¡c ze wspóªczesnych tablic np. TT�-PL2018m?

2.6 Niech 0 ≤ u < 1. Udowodnij, »e
(∀x, n ∈ N) [uqx = uqx]⇔ [n+upx = (1− u)npx + un+1px].
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2.7 Przy zaªo»eniu hipotezy HU udowodnij, »e ETx = EKx+
1
2
oraz Var(Tx) =

Var(Kx) + 1
12
.

2.8 Zakªadaj¡c, »e zachodzi hipoteza jednostajno±ci oraz przyszªy czas »y-
cia osoby nowourodzonej opisywany jest przez TT�-PL2018m oblicz

(i) P(T40 > 10.25);

(ii) 0.5p21;

(iii) 15|1.5q35;

(iv) 15.5|13q30;

(v) p25.5;

(vi) prawdopodobie«stwo, »e 25.5-latek umrze pomi¦dzy 55.25 i 60.75
rokiem »ycia.

2.9 Na podstawie tabelki i przy zaªo»eniu HU oblicz 4p25 i 5.75p24

x qx
24 0.00133
25 0.00132
26 0.00131
27 0.00130
28 0.00130
29 0.00131
30 0.00133

2.10 R Oszacuj e0 je±li czas »ycia jest opisany przez TT� Halley'a. Jaki
jest mo»liwy bª¡d spowodowany urwaniem si¦ tablic na x = 83, je±li
przyjmiemy, »e ω = 100?

2.11 Zaªó»my, »e zachodzi hipoteza jednostajno±ci. Ponadto wiadomo, »e
p40 = 0.9 oraz p41 = 0.8. Oblicz p40.5. Wynik podaj z dokªadno±ci¡ do
trzech miejsc dziesi¦tnych.

2.12 * Zaªó»my, »e speªniona jest hipoteza jednostajno±ci. Oblicz p80 je±li
wiadomo, »e

3p80 = 0.7, 2p80,5 = 0.79, p81 = 0.89.
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2.13 * Znajd¹ p40 przy zaªo»eniu, »e oczekiwane dalsze trwanie »ycia 40-latka
wynosi e40 = 28.5 roku natomiast e41 = 27.7 roku.

2.14 Posiªkuj¡c si¦ poprzednim zadaniem znajd¹ wzór opisuj¡cy zale»no±¢
mi¦dzy px, ex i ex+1 oraz podaj jego interpretacj¦.

2.15 * Zde�niujmy

S(m)
x =

1

m
bmSx + 1c, (2.1)

czyli zaokr¡glenie S do najmniejszej wi¦kszej wielokrotno±ci 1/m. Zmienna
S(m) przyjmuje zatem warto±ci 1/m, 2/m, . . . , 1. Wykonaj odpowiedni
rysunek obrazuj¡cy zale»no±¢ mi¦dzy Sx i S

(m)
x . Poka», »e przy zaªo»e-

niu HU S
(m)
x ma dyskretny jednostajny rozkªad

Pr(S(m)
x = k/m) = 1/m k = 1, 2, . . . ,m. (2.2)

oraz »e zmienne Kx i S
(m)
x s¡ niezale»ne.

2.16 * Wprowadza si¦ centralne nat¦»enie ±miertelno±ci lub roczny wspóª-

czynnik nat¦»enia zgonów dla wieku x wzorem

mx =

∫ 1

0
lx+tµx+t dt∫ 1

0
lx+t dt

=
dx
Lx

,

gdzie Lx =
∫ 1

0
lx+t dt. Udowodnij, »e przy HU

mx =
qx

1− qx/2
.

2.17 *[SAE05.2001/14]1 Wykres na rys. 2.17 jest zwi¡zany z ludzk¡ ±miertel-
no±ci¡. Któr¡ z nast¦puj¡cych funkcji od wieku x najprawdopodobniej
prezentuje ? (A) µx, (B) lxµx, (C) lxpx, (D) lx, (E) l2x .

1SAE oznacza zadanie egzaminacyjne Society of Actuaries; 05.2001 ozancza dat¦ nato-

miast 14 numer zadania.
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Rysunek 2.1:
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3 Lista 3: Teoria procentu skªadanego

3.1 Zaªó»my, ze w j-tym roku (j = 1, 2, . . . , n) efektywna stopa procen-
towa wynosi ij. Podaj wzór opisuj¡cy zale»no±¢ mi¦dzy k0 - warto±ci¡
kapitaªu w chwili 0 a kn - warto±ci¡ kapitaªu w chwili n.

3.2 Znajd¹ stop¦ procentow¡ i, dla której poni»szy przepªyw pieni¡dza
speªnia warunek równowa»no±ci:
na pocz¡tku roku 1 wpªata w wysoko±ci 100,
na pocz¡tku roku 2 wpªata w wysoko±ci 100,
na pocz¡tku roku 3 wypªata w wysoko±ci 231. Jaka jest bie»¡ca warto±¢
tego przepªywu w poªowie 2 roku gdy obowi¡zuj¡c¡ stop¡ procentow¡
jest i?

3.3 Rozwa»my przepªyw pieni¡dza C0 = C1 = . . . = Cn = 7. Podaj wzór
na

(i) obecn¡ warto±¢ tego przepªywu;

(ii) zakumulowan¡ warto±c na chwil¦ n.

3.4 Poka» (najlepiej wykonuj¡c odpowidnie rysunki), »e

(i) an+k = ak + vkan = vnak + an;

(ii) k|an = vkan = an+k − ak ;
(iii) än + vn = an + 1.

3.5 Niech P b¦dzie warto±ci¡ obecn¡ 5 letniej renty, której pªatno±¢ w chwili
t wynosi 4t3. Wyznacz P je±li nat¦»enie oprocentowania (δ) w chwili t
wynosi 5t4.

3.6 Zaªó»my, »e pocz¡wszy od pocz¡tku 5 roku do pewnego funduszu wpªa-
cane jest 1000 zª i wypªacane 500 zª naprzemiennie co rok.

(i) Jak opisa¢ obecn¡ warto±c przepªywu w j¦zyku rent? Jaka jest
obecna warto±¢ opisanego przepªywu przy zaªo»eniu »e znamy
czynnik dyskonta v?

(ii) Jaka jest warto±¢ opisanego przepªywu w chwili 15 przy zaªo»eniu
»e znamy czynnik dyskonta v?



3. LISTA 3: TEORIA PROCENTU SK�ADANEGO 9

3.7 Z tytuªu renty bezterminowej dokonywane s¡ pªatno±ci w wysoko±ci
2−k na koniec k-tego roku (k = 1, 2, . . .). Dla czynnika dyskonta v = 3

4

oblicz obecn¡ warto±c tej renty.

3.8 Rozwa»my strumie« pieni¡dza Cn = 5n + 1 w kolejnych latach n =
0, 1, 2, . . .. Zakªadaj¡c, »e czynnik dyskonta wynosi v = 0.9, oblicz
obecn¡ warto±¢ tego przepªywu.

3.9 Poka» (najlepiej wykonuj¡c odpowidnie rysunki), »e

(Iä)n + (Dä)n = (n+ 1)än,

gdzie (Iä)n oznacza obecn¡ warto±¢ n-letniej renty rosn¡cej z góry czyli
wypªacaj¡cej na pocz¡tku kolejnych lat odpowiednio 1, 2, 3, . . ., nato-
miast (Dä)n oznacza obecn¡ warto±¢ n-letniej renty malej¡cej z góry
wypªacaj¡cej na pocz¡tku kolejnych lat odpowiednio n, n− 1, . . ..

3.10 Rozwa»my dwa fundusze - A i B. Do funduszu A dokonujemy wpªat
z góry, przez 10 lat, systematycznie 6 razy w roku. Wpªaty rosn¡ co
póª roku czyli pierwsze 3 wpªaty wynosz¡ 1000 PLN, kolejne 3 wpªaty
wynosz¡ 2000 PLN, kolejne 3 wpªaty s¡ w wysoko±ci 3000 PLN itd.

Do funduszu B równie» dokonujemy wpªat z góry przez 10 lat systema-
tycznie 6 razy w roku ale wpªaty malej¡ 2 razy w roku - co póª roku.
Pierwsze 3 wpªaty wynosz¡ 20000 PLN kolejne 3 to 19000 PLN, kolejne
3 to 18000 PLN itd.

Przyjmuj¡c, »e roczna nominalna stopa procentowa wynosi i(6) = 0.06
oblicz

(i) obecn¡ warto±¢ ª¡cznego przepªywu pienieni¦»nego wpªat do fun-
duszy A i B,

(ii) bie»¡c¡ warto±¢ warto±¢ ª¡cznego przepªywu pieni¦»nego wpªat do
funduszy A i B na koniec drugiego roku.
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4 Lista 4: Ubezpieczenia »yciowe

4.1 Oblicz Ā60 je±li wiadomo, »e przyszªy czas »ycia 60-latka jest zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym ze ±redni¡ 20 oraz v = 0.95.

4.2 Oblicz Ā60, przy zaªo»eniu, »e przyszªy czas »ycia 60-latka T60 ma roz-
kªad jednostajny ze ±redni¡ 20 oraz v = 0.95.

4.3 Zaªó»my, »e funkcja prze»ycia wyra»a si¦ wzorem

s(x) = 1− x

110

dla x ∈ [0, 110]. Wyznacz jednorazow¡ skªadk¦ netto czystego ubez-
pieczenia na do»ycie na 5 lat dla osoby w wieku 20 lat. Do oblicze«
przyjmij stop¦ procentow¡ 0%.

4.4 Oblicz wariancj¦ obecnej warto±ci czystego ubezpieczenia na do»ycie.

4.5 Uzasadnij (najlepiej wykonuj¡c odpowiednie rysunki), »e

(i) Ax = vqx + vAx+1px;

(ii)? (IA)x = vqx + vpx(Ax+1 + (IA)x+1);

(iii)? (DA)1
x:n

= (n+ 1)A1
x:n
− (IA)1

x:n
,

gdzie (IA)x jest obecn¡ warto±ci¡ aktuarialn¡ rosn¡cego ubezpiecze-
nienia dla x - latka wypªacaj¡cego k w przypadku ±mierci w k - tym
roku trwania ubezpieczenia. Podobnie (DA)1

x:n
jest obecn¡ warto±ci¡

aktuarialn¡ n - letniego ubezpieczenienia malej¡cego dla x - latka wy-
pªacaj¡cego n − k + 1 w przypadku ±mierci w k - tym roku trwania
ubezpieczenia.

4.6 Korzystaj¡c z TT�-PL97k oraz wiedz¡c, »e A 1

40:4
= 0.9 oblicz efektywn¡

stop¦ procentow¡.

4.7 Korzystaj¡c z TT�-PL2018m oraz zakªadaj¡c, »e v = 0.95 oblicz drugi
moment obecnej warto±ci ubezpieczenia terminowego na 3 lata dla 67-
latka na sum¦ ubezpieczenia 100.

4.8 R Oblicz 1000A1

40:25
. Do oblicze« przyjmij i = 5% oraz skorzystaj z

TT�-PL97k, TT�-PL97m, TT�-PL2018k, TT�-PL2018m. Porównaj i
zinterpretuj otrzymane wynik.
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4.9 Oblicz 1000A1

40:1
oraz 1000A 1

40:1
. Do oblicze« przyjmij i = 5% oraz

skorzystaj z TT�-PL97k, TT�-PL97m, TT�-PL2018k, TT�-PL2018m.
Podobne obliczenia wykonaj dla analogicznych ubezpiecze« dla 90 -
latków. Porównaj i zinterpretuj otrzymane wynik.

4.10 Oblicz wariancj¦ obecnej warto±ci jednorocznego ubezpieczenia na »ycie
i do»ycie 40-latka z sum¡ ubezpieczenia 1000. Otrzymany wynik po-
równaj z rezultatem otrzymanym w poprzednim zadaniu oraz z sum¡
wariancji dla dwóch niezale»nych ubezpiecze« - terminowego i na czyste
do»ycie. Podobn¡ analiz¦ przeprowad¹ dla analogicznego ubezpieczenia
dla 90 - latków.

4.11 Oblicz obecn¡ warto±¢ aktuarialn¡ 2000 do wypªacenia 40-latce po 30
latach korzystaj¡c z TT�-PL97k. Do oblicze« przyjmij techniczn¡
stop¦ procentow¡ i = 3%.

4.12 Firma �X� ma w ofercie ubezpieczenie na »ycie na 2 lata wypªacaj¡ce
1 na koniec roku ±mierci. W celach marketingowych ubezpieczenie jest
opªacone jedn¡ skªadk¡ P pªatn¡ na pocz¡tku drugiego roku trwania
ubezpieczenia. Zakªadamy, »e mamy dane TT� lx, x = 0, 1, . . . oraz
czynnik dyskonta v.

(i) Oblicz P .

(ii)∗ Przyjmuj¡c, »e ubezpieczony mo»e si¦ w ka»dej chwili wycofa¢,
zaproponuj strategi¦ dla klienta, która pozwala taniej osi¡gn¡¢
ten sam cel, czyli by¢ ubezpieczonym przez 2 lata. Odpowied¹
uzasadnij (matematycznie).

4.13 Portfel skªada si¦ ze 100 polis na caªe »ycie dla 40 latków pªatnych
w chwili ±mierci. Ka»da polisa jest wystawiona na sum¦ ubezpieczenia
1000 zª. Zaªó»my, »e czas trwania »ycia 40-latka jest jednostajny na od-
cinku (0, 40) oraz mamy dane staªe nat¦»enie stopy procentowej δ = 1

5
.

Jak¡ minimaln¡ kwot¦ nale»y zainwestowa¢ w chwili 0 aby byªy mo»-
liwe wypªaty wszystkich polis z tego funduszu z prawdopodobie«stwem
0,95? Wiadomo, »e Φ(1.645) = 0.95, gdzie Φ(·) jest dystrybuant¡ roz-
kªadu normalnego.

4.14 Portfel skªada si¦ z 1000 polis na »ycie dla 40-latków, z których ka»da
wypªaca 1000 PLN na koniec roku ±mierci. Jaki musi by¢ zabezpieczony
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fundusz w chwili t = 0 aby z prawdopodobie«stwem 0.95 mo»liwe byªy
wypªaty na koniec pierwszego roku. Do oblicze« przyjmij, »e efektywna
stopa procentowa i = 0.05, l40 = 1000, l41 = 900,Φ(1.645) = 0.95, gdzie
Φ(·) jest dystrybyuant¡ rozkªadu normalnego.

4.15 Rozpatrujemy portfel 100 polis dla 30-latków na caªe »ycie, pªatnych
w chwili ±mierci. Ka»da polisa jest wystawiona na sum¦ ubezpiecz-
nia 1000 PLN. Jaki musi by¢ zabezpieczony fundusz w chwili 0, aby
z prawdopodobie«stwem 0.95 byªy mo»liwe wypªaty wszystkich polis?
Do oblicze« przyjmij, »e przyszªe czasy trwania »ycia 30-latków s¡ nie-
zale»ne, Ā30 = 0.8, 2Ā30 = 1 oraz Φ(1.645) = 0.95, gdzie Φ(·) jest
dystrybuant¡ rozkªadu normalnego.

4.16 Trzyletnie ubezpieczenie dla osoby w wieku x wypªaca 1000 zª je±li
±mier¢ nast¡pi w pierwszym roku, 2000 zª je±li ±mier¢ nast¡pi w drugim
roku. Wypªaty dokonywane s¡ na koniec roku ±mierci. W przypadku
do»ycia do ko«ca trwania ubezpieczenia wypªacana jest kwota 3000 zª.
Wiadomo »e

qx = 0.2, 1|qx = 0.2, 2|qx = 0.3, v = 0.9.

(i) Napisz obecn¡ warto±¢ tego ubezpieczenia.

(ii) Oblicz jednorazow¡ skªadk¦ netto.

4.17 Rozpatrujemy ci¡gªy model bezterminowego ubezpieczenia na »ycie ze
skªadk¡ P pªatn¡ jednorazowo w momencie zwierania umowy i sum¡
ubezpieczenia 1000̊e50. Wyznacz P wiedz¡c, »e ubezpieczony to osoba
50-letnia z populacji de Moivre'a z granicznym wiekiem ω = 110 oraz
nat¦»enie oprocentowania δ = 0.05

4.18 Oblicz jednorazow¡ skªadk¦ netto ubezpieczenia na »ycie speªniaj¡cego
nast¦puj¡ce warunki:

� ubezpieczenie zostaªo zawarte na 5 lat przez osob¦ w wieku 30 lat;

� ±wiadczenie jest pªatne w chwili ±mierci ubezpieczonego;

� w trakcie trwania ubezpieczenia jego suma ro±nie jednostajnie
wraz z upªywem czasu od 0 PLN do 100 PLN.
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Do oblicze« przyjmij, »e nat¦»enie oprocentowania oraz nat¦»enie zgo-
nów s¡ staªe w rozpatrywanym okresie i przyjmuj¡ jednakow¡ warto±¢
równ¡ 0.05.

4.19 ∗ Kredyt ma by¢ spªacany na pocz¡tku roku w trzech równych ratach w
wysoko±ci P = 10000 zª. W celu zabezpieczenia kredytu zawierane jest
ubezpieczenie na wypadek ±mierci kredytobiorcy (60-latka). �wiadcze-
nie ±miertelne w wysoko±ci pozostaªego do spªaty dªugu jest wypªacane
na koniec roku ±mierci kredytobiorcy. Wyznacz ile procent z raty P
stanowi staªa skªadka tego ubezpieczenia. Do oblicze« przyjmij, »e
v = 0.9, l60 = 1000, l61 = 800, l62 = 400.
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5 Lista 5; Ubezpieczenia i renty »yciowe

5.1 Oblicz ā20 je±li wiadomo, »e przyszªy czas »ycia 0-latka jest zmienn¡
losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parametrem 0.1 oraz nat¦»enie
oprocentowania równe jest 0.1.

5.2 Oblicz jednorazow¡ skªadk¦ netto renty z doªu dla 30-latka na 3 lata w
wysoko±ci 3000. Obliczenia wykonaj dla TT�-PL97m oraz i = 4%.

5.3 Oblicz JSN dla nast¦puj¡cej renty dla 30-latka: je±li »yje on pod koniec
pierwszego roku wypªata wynosi 1000, je±li »yje pod koniec drugiego
roku wypªata wynosi 3000, je±li »yje on pod koniec trzeciego roku wy-
pªata wynosi 5000. Obliczenia wykonaj dla TT�-PL97m oraz i = 4%.
Porównaj z wynikiem zadania 5.2.

5.4 Podaj wzór na aktuarialn¡ obecn¡ warto±¢ dla 30-latka dla nast¦puj¡-
cego ubezpieczenia rentowego:

� 1000 na koniec ka»dego miesi¡ca w wieku 30 do 40 lat;

� 2000 na koniec ka»dego miesi¡ca w wieku 40 do 50 lat;

� 5000 na koniec ka»dego miesi¡ca w wieku 50 do 60 lat.

5.5 W zadaniu 5.4 podaj dokªadny wynik dla TT�-PL97m oraz i = 4%.

5.6 Zakªadaj¡c HU, obliczy¢ Ā45, wiedz¡c, »e
ä45 = 19.864 oraz A45 = 0.42143.

5.7 Poka», »e āx:n obliczone dla staªego nat¦»enie ±miertelno±ci µ i przy sile
stopy procentowej δ jest równe ān obliczone przy sile stopy procentowej
δ + µ.

5.8 Zaªó»my, »e Y jest obecn¡ warto±ci¡ renty na caªe »ycie wypªacaj¡cej
1 na rok dla x-latka. Dane jest äx = 10 przy i

′
= 1/24 = eδ− 1, äx = 6

przy i = e2δ − 1. Oblicz wariancj¦ Y .

5.9 Uzasadnij (najlepiej wykonuj¡c odpowiednie rysunki), »e

(i) ax:n = äx:n − 1 + A 1
x:n

;

(ii) äx:n = 1 + ax:n−1;

(iii) ax:n = väx:n − A1
x:n

;
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(iv) ax:n−1 = väx:n − Ax:n.

5.10 Zakªadaj¡c HU, oblicz Ā45, wiedz¡c, »e ä45 = 19.864 oraz A45 =
0.42143.

5.11 Niech Y b¦dzie obecn¡ warto±ci¡ renty do»ywotniej dla 70-latka, gwa-
rantuj¡cej mu wypªat¦ 100 na pocz¡tku ka»dego roku. Oblicz Var(Y )
je±li wiadomo, »e

A69 = 0.55211, 2A69 = 0.34022, p69 = 0.97, v = 0.95.

5.12 Oblicz P̄x, je±li T0 ma rozkªad wykªadniczy z g¦sto±ci¡ (1/100)e−x/100,
x ≥ 0 oraz x = 40 i δ = 3%.

5.13 40-latek kupuje dwuletnie ubezpieczenia na »ycie pªatne na koniec roku
±mierci. Przy zawarciu umowy pªaci Π, a jesli prze»yje pierwszy ro pªaci
Π/2. Zakªadaj¡c, »e skªadka jest netto, oblicz Π, wiedz¡c, »e: przyszªy
czas »ycia ma rozkªad de Moivre'a z ω = 100 oraz i = 4%.

5.14 Udowodnij, »e

P̄ (Āx) =
δĀx

1− Āx
.

5.15 * W przypadku jednostkowej polisy na caªe »ycie opªacanej skªadk¡
o staªej intensyno±ci (powiedzmy Π̄), caªkowita strata ubezpieczyciela
gdy ubezpieczony umrze w chwili t wynosi L(t) = vt − Π̄āt. Wyka»,
»e L(0) = 1 oraz L(t) jest funkcja malej¡c¡ i limt→∞ L(t) = −Π̄/δ.
Wywnioskuj st¡d, »e istnieje dokªadnie jeden moment t0, taki, »e caª-
kowita strata ubezpieczyciela wynosi 0. Z jakiego twierdzenia z analizy
matematycznej korzystasz?

5.16 Sze±¢dziesi¦ciolatek podpisuje umow¦ ubezpieczeniow¡ w ramach, któ-
rej za rok powinien wpªaci¢ sum¦ x po czym od razu zacznie otrzymy-
wa¢ do»ywotni¡ rent¦ wypªacan¡ ze staª¡ intensywno±ci¡ 1000. Oblicz
x zakªadaj¡c, »e przyszªy czas »ycia sze±¢dziesi¦ciolatka ma rozkªad wy-
kªadniczym z parametrem 1

90
oraz, »e nat¦»enie oprocentowania wynosi

1
10
.

5.17 Niech T20 b¦dzie zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie wykªadniczym z parame-
trem 0.02 opisuj¡c¡ przyszªy czas »ycia dwudziestolatka podpisuj¡cego
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umow¦ ubezpieczeniow¡, w której skªadki pªacone s¡ ze staª¡ intensyw-
no±ci¡ i która gwarantuje wypªat¦ kwoty 1000 w chwili ±mierci ubezpie-
czonego. Zakªdaj¡c staª¡ intensywno±¢ oprocentowania w czasie trwa-
nia ubezpieczenia oraz »e zachodzi warunek równowa»no±ci. Oblicz
intensywno±¢ pªaconych skªadek.

5.18 Rozpatrzmy nast¦puj¡cy produkt ubezpieczeniowy dla 20-latka - je±li
umrze on w pierwszym roku trwania umowy to wypªata wynosi 1000
PLN, je±li »yje na koniec drugiego roku to wypªata wynosi 2000 PLN.
Ubezpieczony pªaci skªadki w wysoko±ci x PLN na pocz¡tku pierwszego
roku oraz 2x PLN na pocz¡tku drugiego roku. Znajd¹ x. Do oblicze«
przyjmij, »e efektywna stopa procentowa w pierwszym roku wynosi
i1 = 60% natomiast w drugim roku wynosi i2 = 25% ponadto l20 =
1000, l21 = 800, l22 = 400.

5.19 Rozpatrzmy nast¦puj¡c¡ rent¦ dla 30-latka - je±li »yje on na koniec
pierwszego roku to wypªata wynosi 1000 PLN, je±li »yje na koniec dru-
giego roku to wypªata wynosi 2000 PLN. Dla renty tej oblicz

(i) jej obecn¡ warto±¢ aktuarialn¡ (jednorazow¡ skªadk¦ netto),

(ii)∗ jej zakumulowan¡ warto±¢ aktuarialn¡ na koniec drugiego roku.

Do oblicze« przyjmij, »e efektywna stopa procentowa wynosi i = 50%
oraz l30 = 1000, l31 = 900, l32 = 810.

5.20 ∗ Sze±¢dziesi¦ciolatek wpªaca w dniu urodzin 1000 PLN do funduszu
ubezpieczeniowego. Nast¦pnej wpªaty w wysoko±ci 2000 PLN planuje
dokona¢ w dniu sze±¢dziesi¡tych pierwszych urodzin. Je±li sko«czy
sze±¢dziesi¡t dwa lata zostanie mu wypªacona zakumulowana warto±¢
aktuarialna opisanej powy»ej renty. Znajd¹ t¦ warto±¢. Do oblicze«
przyjmij, »e

p60 = 0.75, p61 = 0.4, i = 0.2,

gdzie i jest efektywn¡ stop¡ procentow¡.


