Jednoczynnikowa Analiza Wariancji (ANOVA)
Wyktad 11

* Przypomnienie: wyktady i zadania kursu
byly zaczerpniete z podrgcznikow:
— Statystyka dla studentow kierunkow

technicznych i przyrodniczych, J. Koronacki, J.
Mielniczuk, WNT 2004, wyd. 11

— Introduction to the Practice of Statistics, D.
Moore, G. McCabe, Freeman 2003, wyd. IV
— Statistics for the Life Sciences, M. Samuels, J.
Witmer, 2003, wyd. 111

— H. Jasiulewicz i W. Kordecki \Rachunek
prawdopodobienstwa i statystyka matema-
tyczna. Przyktady i zadania", wyd. II

Plan wyktadu:

» Whnioskowanie statystyczne dla
jednoczynnikowej Analizy wariancji:
—Format danych
—Hipotezy i model ANOVy
—Tabela ANOVy i test Fishera

* Porownywanie $rednich parami

Jednoczynnikowa Analiza wariancji

Rozwazamy zmienna losowa o wartosciach liczbowych,
np. poziom cholesterolu we krwi.

Obserwacje pochodza z kilku grup/populacji.
Rozstrzygniemy czy $rednie w grupach roznia sig istotnie
przez poréwnanie zmiennosci pomiedzy grupami ze
zmiennoscig indywidualnych obserwacji wewnatrz grup.
To jest ANalysis Of VAriance=ANOVA

Grupy etykietuje jedna dodatkowa zmienna jako$ciowa,
np. nazwa zastosowanej terapii, stad jednoczynnikowa
ANOVA.

Typowe dane

v'Czas do zagojenia si¢ danej rany przy kilku
metodach terapii.

v/ Zarobki kobiet i mezczyzn w danym sektorze
gospodarki.

v’ Okres uzytkowanie opon pochodzacych od kilku
producentow.

» Jezeli zmienna jako$ciowa ma tylko dwie wartosci,
ANOVA jest rownowazna testowi Studenta dla
dwoch niezaleznych prob.

» ANOVA pozwala na 3 i wigcej grop.




Przypomnienie: Dwie populacje,
nieznane odchylenia standardowe
o Cel: testuj Hy: u; = p, przeciw H,: u; # u,
* 0,, 0, sg nieznane. Statystyka Studenta # to:
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Statystyka Fishera F; (ponizej) stanowi pewne
uogolnienie.

Zasada: porowna¢ zmiennos¢ pomiedzy i
wewngtrz grup

+ Badanie graficzne:

— pordéwnanie histograméw wszystkich grup
— wykresy pudeltkowe (box-plot) obok siebie

o Statystyczna istotnosc rdznic pomiedzy

grupami zalezy od:

— rdznic $rednich

— odchylen standardowych
— wielkosci grup

Wykresy pudetkowe dla terapii
antycholesterolowych. Czy terapie istotnie si¢
r6znig?

A teraz? (Mniejsza zmienno$¢ wewnatrz grup.)




ANOVA: hipotezy

H,: Srednie w grupach (populacjach) sa réwne.

H,: Nie wszystkie Srednie sa rowne.

» W H, nie specyfikujemy, ktore $rednie si¢ roznia.

» Mozna to nastepnie badaé przez poréwnania parami.

» ,,Grupa” znaczy tutaj populacja.
» Dla danych ,,grupa” to proba z danej populacji.

ANOVA: notacja

n = liczba wszystkich obserwacji
I = liczna grup
X = (wielka) $rednia dla wszystkich danych

° i-fa grupa ma:
— n;=# obserwacji
— x; = warto$¢ dla j-tej obserwacji
- )?j= $rednig
— 5,= probkowe odchylenie standardowe

ANOVA: model

Xp =M+ E

gdzie ¢; niezal. N(0,0)

» Tutaj u; oznacza (nieznang) §rednig z i-tej
populacji,

» o jest (nieznanym) odchyleniem
standardowym, o ktorym zaktadamy, ze
jest rowne dla wszystkich populacji.

Estymatory parametrow:

* Reguta dla odchylen standardowych w
ANOVie: Jezeli iloraz réznych s; nie
przekracza 2, to mozemy utrzymywac, Ze ¢
nie zalezy od grupy i uzywa¢ ANOVy.

* Estymatorem u; jest X;.

» Estymatorem o jest

_ 2
S, =4S, , Where

y (m=Ds’+.+(n,—-Ds,”
i (=D +..+(n,-1)




ANOVA: hipotezy (ponownie)

Hpw === =y

H,: Nie wszystkie $rednie z populacji sa
rowne.

Typowa ilustracja: rowne odchylenia
standardowe, rozne Srednie w trzech
populacjach:

ol H3

Przyklad: Zbadamy czytanie ze zrozumieniem dla trzech grup
uczniow szkoty podstawowej przed i po zastosowania trzech
roznych metod nauki czytania: Basal, DRTA, Strat.

TABLE 12.1 Pretest reading scores

Group Subject Score | Group Subject Score | Group Subject Score
1 4 DRTA 23 7 Strat 45 1
2 6 DRTA 24 7 Strat 46 7
3 9 DRTA 25 12 Strat 47 4
4 12 DRTA 26 10 Strat 48 7
5 16 DRTA 27 16 Strat 49 7
6 15 DRTA 28 15 Strat 50 6
7 14 DRTA 29 9 Strat 51 11
8 12 DRTA 30 8 Strat 52 14
9 12 DRTA 31 13 Strat 53 13

10 8 DRTA 32 12 Strat 54 9
1 13 DRTA 33 72 Strat 55 12
12 9 DRTA 34 6 Strat 56 13
13 12 DRTA 35 8 Strat 57 4
14 12 DRTA 36 9 Strat 58 13
15 12 DRTA 37 9 Strat 59 6
16 10 DRTA 38 8 Strat 60 12
17 8 DRTA 39 9 Strat 61 6
18 12 DRTA 40 13 Strat 62 1
19 1 DRTA 41 10 Strat 63 14
20 8 DRTA 42 8 Strat 64 8
21 7 DRTA 43 8 Strat 65 5
22 9 DRTA 44 10 Strat 66 3

Wstepne pytanie naukowe:

Czy te grupy r6znig si¢ poziomem przed
rozpoczeciem kursu?

Symbolicznie:
Hpw = =u5

H,: Nie wszystkie $rednie sg rdzne.




Wykresy pudetkowe dla grup przed kursem.
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Statystyki dla kazdej z grup. Przypomnienie:
pytamy, czy grupy roznig sie.

Analysis Variable : SCORE

GROUP al
N Mean Std Dev
22 10.5000000 2.9720924
GROUP=DRTA
N Mean Std Dev
22 9.7272727 2.6935871

GROUP=Strat

N Mean Std Dev
22 9.1363636 3.3423039

Czy mozna uzy¢ wielu testow
Studenta dla porownan parami?

Tak, ale..

* Wielokrotne poréwnania (tutaj 3) pomiedzy
wszystkimi parami zwigkszaja
prawdopodobienstwo fatszywego odrzucenia
hipotezy zerowe;j.

* Oszacowanie odchylenia standardowego c
bedzie doktadniejsze przy wykorzystaniu
wszystkich obserwacji, jak w ANOVie.

* Uzyjemy ANOVYy i testu Fishera F.

Tabela ANOVy
* Trzy kategorie: ,,pomiedzy”, ,,wewnatrz” i ,,catkowite”
(between, within, total).
« Trzy wielkosci do obliczenia: SS, df, MS.
« Bedziemy czgsto przetwarza¢ dane komputerem.

DF SS MS
stopnie |suma Srednie
swobod |kwadratow | kwadraty
y odchylen |odchylen
Between I-1 zdanych  |SSG/DFG
Groups
Within groups |n-I zdanych  |SSE/DFE
(called Error)
Total n-1 zdanych  |SST/DFT

Wzory:
SSG =Y n(x-x)
groups
SSE= %" (n,—1)s]
groups
SST =) (x,-%)*
obs

Note: SST=SSG+SSE, DFT=DFG+DFE.




Wyniki ANOVy w SASie

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: SCORE

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value Pr>F
Model 2 20,575758 10.287879 1.13  0.3288
Error 63 572.454545 9.086580
Corrected Total 65 593.030303
R-Square c.v. Root MSE SCORE Mean
0.034696 30,79723 3.0144 9.7879

F test Fishera

» Statystyka testowa:
F,=MSG/MSE.

* Przy H,, F, ma tzw. rozktad Fishera-Snedecora z
parametrami DFG, DFE.
* W tablicy F na WWW podane sa wartosci
krytyczne/progi odrzucenia dla danych DFG, DFE.

— ,,Degrees of freedom in the numerator" = DFG.

— ,,Degrees of freedom in the denominator" = DFE.

» Duze wartoSci statystyki F, odrzucaja H,.

Density curve of an F distribution

TABLEE F critical values

Degrees of freedom in the numerator
P 1 2 3 4 5 6 7 8 o
.100 39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 59.86
050 161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54
1 025 647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28
.010 4052.2 4999.5 5403.4 5624.6 5763.6 5859.0 5928.4 5981.1 6022.5
{001 | 405284 500000 540379 562500 576405 585937 592873 508144 602284
100 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 85 9.37 9.38
050 18551 19.00 1916 1925 19330 1935 19137 1938
2 025 38.51 39.00 39.17 3925 39.30 39.36 29.37 39.39
010 98.50 99.00 99.17 9935 99.30 99.36 99.37 99.39
” 001 998.50 999.00 999 1IF 999.25 999.30 999.36 999.37 999.39
£ 100 5.54 5.46 5.39 5.34 531 527 525 5.24
£ 050 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.89 8.85 8.81
E 3 025 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.62 14.54 14.47
’E 010 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.67 27.49 27.35
8 001 167.03 148.50 141.11 137.10 134.58 131.58 130.62 129.86
£ 100 454 432 4.19 411 4.05 3.98 395 3.94
g 050 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.09 6.04 6.00
£ 4 025 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.07 8.98 8.90
) 010 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 14.98 14.80 14.66
8 001 74.14 61.25 56.18 53.44 S1.71 49.66 49.00 48.47
:c 100 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 337 3.34 3.32
2 050 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.88 4.82 4.77
é 5 025 10.01 8.43 7.76 7.39 715 6.85 6.76 6.68
i 010 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.46 10.29 10.16
a 001 47.18 37.12 33.20 31.09 29.75 28.16 27.65 27.24
100 3.78 3.46 329 3.18 311 3.01 298 2.96
050 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 421 4.15 4.10
6 025 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.70 5.60 5.52
010 1375 10,92 9115 8 26 8.10 98
001 35.51 27.00 23.70 21.92 20.80 20.03 19.46 19.03 18.69
100 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 2.83 2.78 275 272
050 559 4.74 4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 373 3.68
7 025 8.07 6.54 5.89 5.52 S99 5.12 4.99 4.90 4.82
010 1225 955 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 684 672
001 29.25 21.69 18.77 17.20 16.21 15.52 15.02 14.63 14.33




Cwiczenie: Zweryfikuj tabele ANOVYy i P-warto$¢ testu F.

Whniosek: Wspotczynnik determinaciji:

Rozwazane grupy uczniéw nie r6znig sie¢ istotnie R2=SSG/SST
przed przeprowadzeniem kurséw (P=0.33).
» Pokazuje jaka cze$¢ catkowitej zmiennosci
Ewentualne p6zniejsze roznice beda wskazywaly na wynika z réznic pomigdzy grupami.
roznice w efektywnosci metod nauczania: Basal, Tutaj tylko 3%.
DRTA i Strat. + Na wydruku SAS-a: R-square

¢ Pelni podobng role jak 12 w regresji liniowej.

Wazne: odchylenia standardowe grup sa podobne.




Pytanie naukowe:

Po kilku miesigcach nauki metodami Basal, DRTA
i Strat, zostat przeprowadzony kolejny egzamin
czytania ze zrozumieniem. Wynik egzaminu
bedzie oznaczany symbolem COMP.

Czy te metody r6znig si¢ efektywnoscig?

Sformutuj hipotezy:...

Statystyki dla kazdej z grup ,,po”:

Analysis Variable : COMP

GROUP=Basal

N Mean Std Dev

22 41.0454545 5.6355781
GROUP=DRTA

N Mean Std Dev

22 46.7272727 7.3884196
GROUP=Strat

N Mean Std Dev

22 44.2727273 5.7667505

47

46

45 4

44

43 -

42

41 -

COMP (reading comprehension score)

T T T
Basal DRTA Strat
Group

Wyniki z SASa dla zmiennej COMP:

General Linear Models Procedure

Dependent Variable: COMP

Sum of Mean
Source DF Squares Square F Value
Model 2 357.30303 178.65152 4.48
Error 63 2511.68182 39.86797
Corrected Total 65 2868.98485
R-Square Cc.v. Root MSE
0.124540 14.34531 6.3141
Contrast DF Contrast S§§ Mean Square F Value
Bvs Dand S i 291.03030 291.03030 7.30
Dvs S 1 66.27273 66.27273 1.65

Pr > F
0.0152

COMP Mean
44.015

Pr > F
0.0088
0.2020




Whiosek: Wyjasnienia:
* DRTA oraz Strat to innowacyjne metody
oparte na podobnej filozofii dydaktyki.
* Basal jest metodg standardowa.
: Poré6wnania parami:
Uwagi: P

* Dla dwoch prob o tym samym rozmiarze n,
n( -0 +n(Z-H)>
[(n—1)s12+(n-1)s;°]:(2n-2) "

mamy F; =

» Wartosci krytyczne spehniajg F(1,df)=(t4)>.

» Zatem test Fishera F' dla ANOVy
rzeczywiscie jest uogolnieniem testu
Studenta ¢ dla dwoch niezaleznych prob.

« Jezeli H jest odrzucona, to mozna zbadac, ktore
srednie faktycznie si¢ roznia.

XX, . - .

L =ﬁ, if |¢; [>¢",declare means 4, 4, different
s |—+—
noon

* Stosujemy np. poprawke Bonferroniego dla &
poréwnan i danego a=0.05, t"*=t*(DFE, a/k).

e Tuwk = (;), jezeli porownywac wszystkie pary.
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Jednoczesne przedzialy ufnosci dla
réznic srednich:

Cl forpu —p, is X, —X, *t s

General Linear Models Procedure
Bonferroni (Dunn) T tests for variable: COMP

NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate,
but generally has a higher type II error rate than REGWQ.

Alpha= 0.05 df= 63 MSE= 39.86797
Critical Value of T= 2.46

Minimum Significant Difference= 4.6825

Means with the same letter are not significantly different.

Bon Grouping Mean N GROUP
A 46.727 22 DRTA
A
B A 44.273 22 Strat
B
B 41.045 22 Basal

Bonferroni (Dunn) T tests for variable: COMP

NOTE: This test controls the type I experimentwise error rate but
generally has a higher type II error rate than Tukey's for
all pairwise comparisons.

Alpha= 0.05 Confidence= 0.95 df= 63 MSE= 39.86797
Critical Value of T= 2.45958
Minimum Significant Difference= 4.6825

Comparisons significant at the 0.05 level are indicated by '***',

Simultaneous Simultaneous
Lower Difference Upper
GROUP Confidence Between Confidence
Comparison Limit Means Limit
DRTA - Strat -2.228 2.455 7.137
DRTA - Basal 0.999 5.682 10.364 Satded
Strat - DRTA -7.137 -2.455 2.228
Strat - Basal -1.455 3.227 7.910
Basal - DRTA -10.364 -5.682 -0.999 SR
Basal - Strat -7.910 1.455

Excel’s output (for a different problem):

Excel

A 8 T c b [ E [T F 6 [ 3
1 [Anova Single Factor] |
|2 ]
3 |[SUMMARY
[ 4] Groups Count Sum | Average | Varance
| & [Column 1 55 248 4509091 0.476768
| B |Column 2 36 182 5055556 0.6B3254
7 |Column 3 3E 195 5416667 0.764286
8
o
10 |ANOYVA
[ 11 | Source of Variation S8 df MS F P-value Fent
| 12 |Between Groups 18.82825 2 9414127 1528261 1.17E-06 3.069289
[ 13 |wWithin Groups 76.38434 124 0.616003 .
14
|15 [Total 95.2126 126
(4[> [M]\ Sheet17 ) Sheet18s  Sheet 1 Sheet 2 [ Sheetd /[ 4] T |
Ready | Sum=0 2
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One-Way Analysis of Variance

Analysis of Variance

Source DF
Factor 2
Error 124
Total 126
Level N
Undermin 55
Affirm 36

Control 36

Pooled StDev =

Ss
18.828
76.384
95.123

Mean
4.5091
5.0556
5.4167

0.7849

Ms
9.414
0.616

StDev
0.6905
0.8262
0.8742

Minitab

15.28 0.0000

Individual 95% CIs For Mean
Based on Pooled StDev

TI-83

One-way ANOVA
F=15.28260579
P= 16/ RIBCI6IE=6
Factor

dE=2
SE=ILE G2 255
MS=9.4141275
Error

df=124
SS=76.3843434
MS=.61600277
Sxp=.784858439
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