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" S NyKiad 3

Wzér Bayesa — wptyw rozktadu a
priori.

v 30% ludzi jest chorych na pewng chorobe.

v Test do wykrywania tej choroby ma
czutosé 99.7% i specyficznosé 98.5%.

v Jakie jest prawdopodobienstwo, ze osoba

u ktorej test wykryt chorobe jest faktycznie
chora ?

. P-stwo

Chory i
Test + (fy !

.
Chory /

Test - Chory i

Il

Test + Zdrowy i
+

zdrowy
Test - Zdrowy :]

P(choryitest+)
P(test+)

P(chory |test+) =

P-stwo, ze osoba z dodatnim (wskazujgcym na obecnosé
choroby) wynikiem testu jest faktycznie chora wynosi

" JEE
Zmienna losowe

m Zmienna liczbowa, ktorej wartos¢ zalezy
od wyniku eksperymentu.

m Przyktad 1 (liczba ortéw uzyskanych w
jednym rzucie moneta)

m Przyktad 2 (liczba oczek uzyskanych w
rzucie kostkg)
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Zmienna losowa dyskretna Ciagta zmienna losowa
m Zbior wartosci, ktore moze przyja¢ zmienna m Ciggta zmienna losowa moze przybieraé
losowa dyskretna jest skoficzony lub wszystkie warto$¢ z odcinka lub catej

przeliczalny. Mozliwe do uzyskania wartosci

bedziemy oznaczali Xx;,Xy, ... prostej rzeczywistej.

m Rozkfad p-stwa zmiennej X okre$lamy . ROZk{‘ad _zr_niennej ciagtej ’m.ozna opisa¢
przyporzadkowujgc p-stwa poszczegdlnym podajgc jej funkcje gestosci f(x).
wartosciom.

m Np. w rzucie symetryczng kostkg liczba oczek X
ma rozktad

" B "

Warto$¢ oczekiwana i wariancja

m Zmienna losowa dyskretna m Ciggta zmienna losowa

E(X)= 2% P(X= x) =p, =

Var(X)= S(x- 1,7 POX= %) = Ix? P(X= X) - 12 EX = [x f(x) dx
m Przyktad 1 (rzut moneta) % ) t ,
= Przyklad 2 (rzut kostka) Var(X) = [ (x- EX)*f(x) dx = [x*f(x)dx — (EX)
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" i HEEWEER"Zmiennych losowych XiY
W%a_snotéfci wartosci oczekiwanej i VE(X+Y)=EX+EY
wariancji VE(X-Y)=EX-EY
vE(aX+bY+c)=
vVar(X+Y)=Var(X)+Var(Y), gdy X & Y
E(aX+b)=aEX+b sg niezalezne
Var(aX+b)=a?Var(X) vVar(X-Y)=Var(X)+Var(Y), gdy X & Y
sg niezalezne

" "

Trzy monety

(Rozktad Bernoulliego)
Anita, Beata i Krystyna rzucajg monetami. Zdarzenie | P-stwo
A B K P-stwo OR 30
5 5 o 1R 20
o 0 R 2R 10
o Ir o 3R 00
e} R R
R o 0 ]
R e} R Zmienna losowa Y = liczba ortow
R R 0 Podaj rozkfad zmiennej Y
R R R
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m Histogram w populacji. Populacja —
“wszystkie” rzuty trzema monetami

Rozktad Bernoulliego
(n=3,p=0.5)

Ciag prob Bernoulliego

m n niezaleznych powtdrzen tego samego
eksperymentu

m Dwa mozliwe wyniki w kazdej prébie -
““sukces” lub ““porazka” (np. O lub R, albo
Olub 1)

m W kazdej prébie p-stwo sukcesu wynosi p

m Y = liczba sukcesow w n prébach (np.
liczba ortow, liczba heterozygot)

P(Y=k)=| |p*1-p)™",

ny n!
k) kl(n-k)!
_ n(n—1)..(n—k+1)

where

k(k —1)...1

y

m Liczba mozliwych ““ustawien” y sukcesow
i n-y porazek
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Przyktad z monetami.

o
O- 6 -

" JEE
m P(Y=0) =
mP(Y=1) =
mP(Y=2) =
mP(Y=3) =

m Rozktad jest symetryczny bo p=1/2.

Efekt uboczny lekarstwa

m 20% ludzi dostaje nudnosci po zazyciu
pewnego lekarstwa

m Lekarz przepisat lekarstwo czterem
nowym pacjentom

m Y — liczba pacjentéw w naszej prébie,
ktorzy dostali nudnosci

m Podaj rozktad zmiennej Y

Odpowiedz
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m P(co najmniej 2 dostanie nudnosci) =

m P(przynajmniej 1 dostanie nudnosci) =

Parametry rozktadu Bernoulliego

mEY =np
mVar Y=np(1-p)

" S
Niektore wiasnosci symbolu
Newtona

dltiy
30N
gl

I |
7 N\ oD
= = S I
| —
1 I
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Przyktad

m Jeden na o$miu dorostych mezczyzn ma
podniesiony poziom cholesterolu. Losowo
wybrano 6 mezczyzn z populacji. Jakie jest
p-stwo, ze (doktadnie) 2 sposréd nich ma
podniesiony poziom cholesterolu ?
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m Jakie jest p-stwo, ze co najmniej jeden z

nich ma podniesiony poziom cholesterolu
?

O
Dystrybuanta

m F,(x)=P(Z < x) — dystrybuanta zmiennej
losowej Z w punkcie x

m Wiasnosci:
m F4(x) jest funkcjg

Iim_,  F(x)=
lim_, F(x)=

"
Przyktady

m Narysuj dystrybuante rozktadu
m Bernoulliego B(3,0.5)

m Jednostajnego na odcinku [a,b]

Rozktad normalny

m Bardzo czesto uzywany do modelowania
rozktadow symetrycznych zmiennych losowych
ciagtych

m Przykfady

Biad pomiarowy

Wzrost, wydajnos¢

Temperatura ciata

Zawarto$¢ roznych sktadnikow we krwi
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Funkcja gestosci

mY ~ N(u,0)
m - wartos¢ oczekiwana, o - odchylenie
standardowe

-’
207

—F€

f(y):ma

Normal(y, c)

u-3c u-26 p-o

i

L+G p+20 pu+3c

& SEmgErdeWYArozkiad normalny N(0,1);

o u=0,0=1.

a Oznaczenie:

0 Do oznaczenia zmiennej losowej o rozktadzie
standardowym normalnym bedziemy zwykle
uzywali litery Z

a Dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1):

a d(x)=P(Z < x).

a

a P0)=

L} ‘ TABLE A Standard normal probabilities (continued)

z 00 01 02 03 04 05 06 07 .08 09
5000 .5040 5080 5160 5239 5279
5398 5438 5478 5557 5636 5675
5793 5832 5871 5948 6026 6064
6179 6217 6255 16331 6406 6443
6554 6591 6628 6700 6772 6808
6915 6950 6985 7054 7123 7157
7257 1291 7324 7389 7454 7486
7580 611 7642 7704 7764 7794
7881 7910 7939 7995 8051 8078
8159 8186 8212 8264 8315 8340
8413 8438 8461 8508 8554 8577
8643 8665 8686 8729 8770 8790
8849 8869 3888 8925 8962 8980
9032 9049 9066 .9099 9131 9147
9192 9207 9222 9251 9279 9292
9332 9345 9357 .9382 9406 9418
19452 9463 9474 .9495 9515 9525
19554 9564 9573 9591 9608 9616
9641 9649 9656 9671 9686 9693
9713 SR 9726 9738 9750 9756
9772 9778 9783 BI93 9803 9808
9821 9826 19830 9838 9846 9850
9861 9864 9868 9875 9881 9884
9893 9896 9898 9904 9909 9911
9918 9920 9922 9927 9931 19932
19938 9940 19941 9945 9948 19949
9953 19955 9956 9959 19961 9962
9965 9966 9967 9969 9971 9972
9974 9975 9976 9977 19979 9979
19981 9982 9982 9984 9985 9985
9987 9987  .9987 9988 9989 .9989
19990 9991 9091 9992 9992 9092
9993 9993 19994 9994 9994 9995
19995 9995 9995 .9996 9996 19996
9997 9997 9997 9997 9997 9997
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Korzystanie z Tablic Pozyteczne wzory
mP(Z<0.95)= m O(-x) =
mP(Z>0.75) = mP(Z>2)=
mP(Z<-15)= mP(z1<Z<2z22)=
mP(1.12 <Z < 2.24)= lCl)Dblchz>1 )

m P(Z>1.96)= r(1Z| > 1.96) =

* S * S
Niestandardowy rozktad .

- Y Standardyzacja
normalny : N(u, c)
m Zatézmy, ze poziomy cholesterolu w a Y ~ N(u,0)

pewnej populacji majg rozktad normalny o

aZ = (Y-u))lo ma rozktad normalny o
Sredniej u = 220 i odchyleniu

Sredniej
standardowym c = 40. QEZ=
m Y ma rozktad N(220, 40) o i wariangji
m Jaka cze$¢ populacji ma poziom Q Var(2)=

cholesterolu powyzej 240 ?
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T T T
n-3c u-26 pu-o

T T T Y
HL+6 p+26 pu+3c

T T T z

1 2 3

o 4 ® -

O
Przyktad cd.

m P (Y > 240)?

m P(Y>y) gdzie y=240.

m z = (y-p)lo = (240-220)/40 = 0.5.
m P(Y >240) = P(Z> 0.5)=

m Jakie jest p-stwo, ze u losowo wybranej osoby
cholesterol bedzie pomiedzy 200 a 260 ?

m y1 = 200; z1 = (200-220)/40 = -0.5;
® y2 = 260; z2 = (260-220)/40 = 1.0;
= P(200 <Y < 260) = Pr(-0.5 < Z < 1.0) =

= Oblicz P(Y < 170)

10



3/18/2018

- m%—%ﬂ% (albo reguta -

30)

mJezeli zmienna X ma rozkiad 68%
normalny to

P(p-o<X<pto)= /

95%

99.7% \
m P(u-20<X<u+20)= A 1

IP(M-3G<X<H+3G)= U-36 B-26 p-6 W W+0 p+26 p+3c

Y

" B "
Kwantyle

m Znajdz trzeci kwartyl rozktadu opisujgcego
= W jakim punkcie y dystrybuanta osigga zadang poziom cholesterolu.
wartos¢ p?
m Przykiad : Jaki jest trzeci kwartyl, tzn. kwantyl
rzedu ?

11
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h ZREi@EEWantyl rzedu 0.1 dla rozktadu

poziomdéw cholesterolu.

Ocena normalnosci

m Znaczna cze$¢ procedur statystycznych, ktére
poznamy w dalszej czesci kursu wymaga
zatozenia, ze proba pochodzi z populacji o
rozktadzie normalnym. ZatoZzenie to mozna
sprawdzaé np. wykonujgc proste obliczenia lub
rysujac wykres kwantyl-kwantyl.

Reguta 3 ¢

m Policzmy procent obserwacji, ktére znajdujg sie w
odlegtosci + 1s, + 2sand £ 3sod ) .

m Przyktad: poziomy serum CK

mn=36, ¥ =98.28is=40.38.

m 26/36 = 72% obserwagji jest w przedziale ¥ +1s
m 34/36 = 94% obserwacji jest w przedziale J +2s
m 36/36 = 100% obserwac;ji jest w przedziale y + 3s

m To w przyblizeniu odpowiada wartosciom dla
rozktadu normalnego.

O
Wykres kwantyl-kwantyl (QQ plot)

m Data :61.0 62.5 63.0 64.0 64.5 65.0 66.5 67.0 68.0 68.5
70.8 |

3

P
8

64
L

T T T
R 0 1

Quantiles of Standard Normal

12
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g
Korekta na ciggtos¢

m Zwykle uzywamy rozktadu normalnego dla danych,
ktore nie sg ciggte.
Dyskretyzacja pomiaréw
Niektdre rozktady dyskretne mozna dobrze przybliza¢
rozktadem normalnym

m Gdy zbiér mozliwych do uzyskania wartosci jest duzy
i duzy jest rozmiar préby to mozemy zaniedbac¢
korekte na ciggtosc.

m Korekte na ciggtos¢ czesto stosujemy gdy
przyblizamy rozktad Bernoulliego rozktadem
normalny.

"
Przyktad

m Wyniki testu
Zatézmy, ze p =100 i c = 16.
Wynik to liczba catkowita — nie pochodzi z
rozktadu ciggtego.
Jak uzy¢ rozktadu normalnego ?

Przypisujemy liczbie catkowitej y p-stwo z
odcinka od y-.5 do y+.5

Jakie jest p-stwo, ze losowo wybrany student
uzyskat wynik miedzy 120 a 140 punktow.

13
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|!rzy5||zen|e rozkiadu

Bernoulliego rozkiadem
normalnym

Poco?

m Gdy n jest duze mamy bardzo duzo mozliwych
wartosci Y

m Gdy n jest duze symbole Newtona sg trudne do
wyliczenia

m Dziata tym lepiej im p jest blizsze 0.5

] . Binomial(10, .1) Binomial(50, .1)

S e
0 2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50

Probability
00 02 04

11 1 1 1
Probability
000 0.10
11 1 1

Y Y

Binomial(10, .25) Binomial(50, .25)

i

> 1 T 1 T 1T T

Probability

[

o __|_‘
Probability

000 0.06 0.12
) T |

0.00 0.15

2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50
Y Y
Binomial(10, .5) Binomial(50, .5)
z z
F 2 -]
g ©° g 3
S S
T T o
8 8
o T T T T T T P=1 T T T T T T
0o 2 4 6 8 10 0 10 20 30 40 50
Y Y

m Rozkfad Bernoullego z parametrami ni p
przyblizamy rozktadem normalnym z p=np i

6= np(l-p)
m Przyblizenie jest "dos¢ dobre” gdy np =25
n(1-p) =5
m Przyblizenie jest do$¢ doktadne w centrum
rozktadu i gorsze w ““ogonach”.

Przyktad

m Zaldézmy, ze Y ma rozklad Bernoulliego z n=40 i p=0.25.

Wtedy p=np = ioc= . (sprawdzamy n(1-p) = )-

m Chcemy policzy¢ p-stwo, ze Y jest pomiedzy 10i 15
(wiacznie).
m P(10<Y<15)=

m [Wynik doktadny = 0.534; nie najgorzej.]

14
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Rozktady probkowe
m Rozwazmy populacje o pewnym rozktadzie, np. m Jak bardzo estymatory mogg sie rézni¢ od
nc()rma;nym )Iub dwupunktowym (P(Y=1)=p, prawdziwych paramatréw ?
P(Y=0)=1-p).

m Co sie stanie jezeli wezmiemy inng prébe?

m Parametry - 1 i o, lub p-stwo sukcesu p. . T . .
m Bedziemy mieli inne warto$ci i

m Bierzemy probe o rozmiarze n z populacji, lub

wykonujemy n prob Bernoulliego. m Interesuje nas rozktad probkowy v i P .
m probay,, ... y,,luby = liczba sukcesow.
m liczymy yis,lub p = (estymatory)

m Gdy rozmiar proby jest duzy to estymatory sg na
ogot bliskie parametrom ktére estymuja.

" B = JEE
Rozkiad probkowy estymatora p
w rozktadzie dwupunktowym

Meta-eksperyment

m \Wobrazmy sobie, ze powtarzamy eksperyment
wiele razy

m Interesuje nas rozktad p-stwa wszystkich m Y = liczba sukcesow w n prébach

mozliwych do uzyskania wartosci ¥, s lub p m y = zaobserwowana liczba sukceséw
m Taki rozktad bedziemy nazywali rozktadem

prébkowym estymatora. mp= - estymator p
m Zwykle probkujemy tylko raz.

m Rozkfady probkowe mozna obliczy¢
teoretycznie.

15
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Przykfad:
A 0 40
m Producent ocenia, Zze 2% jego wyrobow jest Pr(p=0)=Pr(¥ =0) =(1)(.02)"(.98)" =0.45
wadliwych. Wyroby te paczkuje si¢ po 40 w jednym Pr(p =0.025) = Pr(Y =1) = (40)(.02)'(.98)” =0.36
opakowaniu.
Pr(p =0.05) = Pr(Y =2) = (780)(.02)*(.98)™ = 0.14

m Y = liczba wadliwych wyrobéw w losowo wybranej
paczce. Y ma rozkfad Pr(p=0.075)=Pr(Y =3) = (9880)(.02)3(.98)37 =0.04

m Niech p =Y/40 = frakcja elementéw wadliwych. Pr(p > 0.1) = Pr(Y > 4) ~ 0.01
mPr(p=m)= o B '
1 GEyBySmyseiworzylittysiace paczek to rozktad frakcji .
liczby wadliwych elementéw w paczce bytby zgodny rZykia
z rozktadem wyliczonym na poprzedniej stronie. = n=40ip = 0.02. Jakie jest p-stwo, ze
“Prawdziwa” wartos¢ p jest 0.02 i nie jest mozliwa estymator p jest co najmniej dwa razy wiekszy

do uzyskania w pojedynczym eksperymencie. Ale na
0got bedziemy dostawali wartosci bliskie 0.02. P-
stwo, ze dostaniemy P =0.025 wynosi 36%. P-
stwo, ze bedziemy w odlegtosci nie wiekszej niz 0.03
od prawdziwej warto$ci wynosi

od prawdziwej wartosci ?

Zatem jezeli znajdziemy 3 lub wiecej wyrobow
wadliwych w jednej paczce mamy podstawy, zeby
kwestionowac¢ twierdzenie producenta. Sugestia —
sprawdzi¢ wiecej paczek.

16
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Zaleznosc¢ od rozmiaru préby

m Y ma rozktad Bernoulliego (n,p)

 Uy=np

m Var (Y)=np(1-p)
s p =

[ ] /Jﬁ =

mVar( p )=

= Gdy n ro$nie wariancja p i
estymator staje sie bardziej
m Przykfad; p=0.3.

Probability

Probability

0.00 0.10 0.20

0.06 0.12

0.00

n=10

T T T T T T
0.0 02 04 06 08 1.0

A
T

n=40

Probability

0.10

0.00

n=20

T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0

A
T

n=80

T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0

A

Probability

0.04 0.08

0.00

T T T T T T
00 0.2 04 06 08 1.0

A

Rozktad p (p=0.3)

n
Pr(0.25s P <0.35)
10 0.5
20 0.535
40 0.612
80 0.728
500 0.987
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