Lista 4 - podsumowanie

Mam nadzieje, ze rozwigzania zadan 1, 2, 3 nie sprawity problemdéw. Metody byty oméwione w czesci
demonstracyjnej do tych zajec (nie byto od Paristwa do tych zadan zadnych pytan). Zadanie 4 zostato omdwione
na filmie z nastepnych zaje¢, zadanie analogiczne do 6 pojawito sie na nastepnej liScie, wiec mozna je jeszcze raz
przemyslec.

Zad 5. W ujeciu graficznym nie powinno juz sprawia¢ probleméw. Rozwazmy funkcje f(x) =

Toor Jej wykres wyglada jak na rysunku. Jaki dobra¢ zakres ekranu, zeby dobrze zobaczy¢

wtasnosci tej funkcji? Jak odczytaé z wykresu wartosé maksymalng funkcji? Jak odczytac

wartosci argumentdw, dla ktérych wartosé funkcji spada ponizej 1000000 lub ponizej 1?

Challenge (zad. 7)

Dla jakich catkowitych wartoéci parametru m wielomian W (x) = (m — 1)x? — (m? + 1)x + m? + m posiada
pierwiastki catkowite?

a) Rozwigzanie bez kalkulatora

Widaé, ze dla m = 1 otrzymujemy rownanie liniowe postaci -2x+2 = 0, ktére ma pierwiastek catkowity 1. Dla m=1
obliczamy wyréznik tréjmianu A = m* — 4m3® +2m?+ 4m + 1. Jeéli zauwazymy, ze A = (m? — 2m — 1)?, jesteémy w
domu. Wida¢, ze wyrdznik jest zawsze nieujemny, a pierwiastek z niego jest catkowity. To zacheca do obliczenia
pierwiastkdw réwnania kwadratowego ze wzoru. Otrzymujemy (po rachunkach ) xs = m, x, = ™/,,-1. Dla
catkowitym wartos$ci m jeden pierwiastek jest zatem zawsze catkowity, a drugi? Metoda zgadywania mozna
sprawdzié, ze x; jest catkowite dlam € {-1, 0, 2, 3}, ale czy to juz wszystkie dobre wartosci m? Sprawdzanie ,na
piechote” wydaje sie beznadziejne. Skorzystajmy ze wzoréw Viety. Jesli pierwiastki bytyby catkowite, to ich suma
tez, zatem catkowite bytoby x1 + xo = (m*+1)/(m-1) = m + 1 + 2/1,-1. Teraz juz widaé, ze m—1 musi dzielié¢ 2, czyli
naleze¢ do zbioru {+1, +2}, co daje m € {-1, 0, 2, 3}. Uwaga! Poniewaz otrzymalismy te wartosci, zaktadajgc, ze
pierwiastki sg catkowite, trzeba wykona¢ sprawdzenie (tzw. dowdd redukeyjny), ale to juz wczesniej
wykonalismy, szukajgc rozwigzania po omacku. Ostatecznie warunki zadania spetniajg wartosci m ze zbioru

{-1, 0, 1, 2, 3}. Bez kalkulatora nic wiecej z tego zadania sie juz nie dowiemy.

b) Rozwigzanie z kalkulatorem graficznym

Na poczatku sprawnie wykonujemy wykresy W(x) dla réznych m catkowitych (poza m=-1). Na rysunkach m
przyjmuje kolejno wartosci 4, 5, 6, 7 (i wszystkie na jednym wykresie) oraz -2, -3, -4, -5 (i wszystkie na jednym).W
tym zadaniu widaé, do czego przydaje sie wtgczenie skalowania osi.
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Hipotezy widac jak na dtoni (bez zadnych rachunkoéw):

- dla kazdego m=-1 sg dwa pierwiastki (tzn. wyrdznik jest dodatni),

- jeden z pierwiastkéw jest rowny m (odczyt ze skalowania lub opcja intersect),

- drugi pierwiastek zbliza sie do 1 (z prawej strony dla m — oo, z lewej dla m — -o0)
- tylko dlam € {-1, 0, 2, 3} drugi pierwiastek jest catkowity.

c) Oczywiscie hipotezy nadal wymagajg dowodu, ale rachunki sg teraz znacznie prostsze niz w rozwigzaniu bez
kalkulatora (w szczegélnosci nie obliczamy wyrdznika ani nie uzywamy wzoru na pierwiastki). Hipoteze druga
uzasadnimy, wyliczajgc po prostu W(m). Drugi pierwiastek wyliczymy teraz tatwo ze wzoréw Viety, bo



m+xa=m+1+2/pq. czylix, =1+ 2%/,4, ato dowodzi natychmiast pozostatych trzech hipotez. Mozemy tez tym
tatwym sposobem odpowiedzie¢ na znacznie ogdlniejsze i trudniejsze pytanie: dla jakich m rzeczywistych
przynajmniej jeden pierwiastek rownania W(x) = 0 jest catkowity.

d) Ogladamy wykresy W(x) dla m bliskich 1. Na wykresie ponizejm € {1,5; 1,4; 1,3; 1,2; 1,1}.
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Z tych obserwacji wynika, ze parabole rozginajg sie / rozprostowujg sie. Istotnie, coraz bardziej przylepiajg sie do
prostej y = -2x+2 (jest zaznaczona na drugim rysunku). Podobny efekt mozna zaobserwowadé, gdy m zbliza sie do
1 od strony lewej tzn. m € {0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9}. Oglagdamy tu zbieznos¢ ciggu funkcji i mozna to pojecie
zobaczy¢ na dtugo przed formalnym wprowadzeniem definicji tego pojecia.

Whioski. Zadanie 7 pokazuje role kalkulatora w nauczaniu i w rozwigzywaniu zadan.

- przerzucamy istote dziatan z rachowania na eksperymentowanie i wnioskowanie; rachunki mogtyby by¢ za
trudne dla stabszych ucznidw, a z kalkulatorem kazdy ma szanse na rozwigzanie ze zrozumieniem;

- odkrywamy nowe aspekty zadania, uogélniamy problem;

- stawiamy nowe problemy matematyczne, ktére w tradycyjnym rozwigzaniu umykaty naszej uwadze lub w ogéle
nie daty sie zauwazyg¢;

- uczen nie tylko wykonuje polecenia zawarte w zadaniu, ale staje sie odkrywcg nowych faktéw, formutuje i
dowodzi hipotezy, widzi potrzebe dowodu, rozumie, po co dowodzi sie twierdzenia; staje sie badaczem.

Powyzsze mozna i nalezy dopisac do listy celéw nauczania matematyki z TI.



