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Lista zadan nr 10 — Wybrane rozwigzania

Zad. 2. a) W(x) jest wielomianem stopnia k, wiec W(x) = ao +a1x + ... + ax*. Suma wszystkich
wspotczynnikdw dowolnego wielomianu jest réwna wartosci tego wielomianu dla argumentu 1, zatem
W(1)=1+(41-1) + (41-1)? +..+ (41-1) =1+ 3 + 32 + ... + 3k Teraz obliczajac sume k+1 poczatkowych
1_3k+1 3k+l -1

1-3 2
b) Suma wspotczynnikéw wielomianu jest réwna W(1) = 3 (1 + 2 —4)2006—2 (1 —2)2005 = 3 (-1)2006 — 2 (-
1)205=3.1-2 (1) =3+2=5,

wyrazéw ciggu geometrycznego, otrzymujemy

Zad. 3. Wielomian stopnia nieparzystego ma pierwiastek rzeczywisty. Ten wielomian jest rosnacy, bo
pochodna jest stale dodatnia 2017x29%6+1, wiec pierwiastek jest tylko jeden. W(0)=-1, a dla duzych x
wartosci sg dodatnie, wiec z ciggtosci pierwiastek musi byé w przedziale (0, «).

Zad. 4. Nie ma takiego wielomianu, bo jesli wielomian parzystego stopnia ma wartos¢ najmniejszg, to
nie ma najwiekszej i na odwroét.

Zad. 5. a) Poniewaz (V2+V3)? = 5+2V6, mamy: ((V2+V3)2-5)?=24, wiec szukanym wielomianem moze by¢
(x?=5)2-24 = x*~10x%+1.

b) Oznaczmy podany pierwiastek przez p. Mamy p? = 2004+22005, skad (p?>—2004)? = 4-2005, wiec
szukanym wielomianem moze by¢ (x>~2004)? — 4-2005 = x*~4008x%+2004°—4-2005.

Zad. 6. Reszta R(x) jest wielomianem stopnia co najwyzej 2. Zapiszmy go jako ax>+bx+c. Mamy: W(x) =
P(x)-Q(x)+ax*+bx+c dla pewnego wielomianu Q, przy czym poniewaz P(0)=P(1)=P(-1)=0, zachodza
rownosci: W(0)=c, W(1)=a+b+c i W(-1)=a—b+c. Po obliczeniu lewych stron otrzymujemy uktad trzech
rownan, z ktérych pierwsze daje od razu c=-1, a dalej wyliczamy a=0, b=1,odpowiedzig jest zatem
wielomian x—1.

Zad. 7. Wykonujemy dzielenie, reszta jest stata. Szukamy dzielnikdw reszty???

Zad. 8. Tak. Wynika to natychmiast ze wzoréw Viete’a.

Zad. 9. A= b>-4ac — b?, wiec wielomian ma w granicy pierwiastki. Niech xlz_b;a‘/Z i xp= ‘bz‘a‘/z.

JZ—>\/b_2:|b|=—b. Zatem xi to iloraz wyrazenia dazacego do liczby ujemnej przez wyrazenie o wartosci

(—b—\/ZX—b+\/X)_ . 2c 2c c

ujemnej dgzace do zera, wiec x1—>o0. Natomiast limx, =i =1 = —
) )] 4923 € 1 imxy = lim 2a(—b+\/Z) Im—b+\/X s .

Zad. 10. a) Rozwigzanie bez kalkulatora

Wida¢, ze dla m = 1 otrzymujemy rdwnanie liniowe postaci -2x+2 = 0, ktére ma pierwiastek catkowity 1. Dla m#1
obliczamy wyréznik tréjmianu A = m*— 4m* +2m?+ 4m + 1. Jesli zauwazymy, ze A = (m?* — 2m — 1)?, jeste$Smy w
domu. Wida¢, ze wyrdznik jest zawsze nieujemny, a pierwiastek z niego jest catkowity. To zacheca do obliczenia
pierwiastkéw réwnania kwadratowego ze wzoru. Otrzymujemy (po rachunkach ) x: = m, x = ™/,,-1. Dla
catkowitym wartosci m jeden pierwiastek jest zatem zawsze catkowity, a drugi? Metodg zgadywania mozna
sprawdzi¢, ze x; jest catkowite dlam € {-1, 0, 2, 3}, ale czy to juz wszystkie dobre wartosci m? Sprawdzanie ,na
piechote” wydaje sie beznadziejne. Skorzystajmy ze wzordw Viety. Jesli pierwiastki bytyby catkowite, to ich suma
tez, zatem catkowite bytoby x; + x, = (m?*+1)/(m-1) = m + 1 + 2/ 1. Teraz juz widaé, ze m—1 musi dzieli¢ 2, czyli
nalezec¢ do zbioru {1, +2}, co daje m € {-1, 0, 2, 3}. Uwaga! Poniewaz otrzymaliSmy te wartosci, zaktadajgc, ze
pierwiastki sg catkowite, trzeba wykonad sprawdzenie (tzw. dowdd redukcyjny), ale to juz wczesniej wykonaliSmy,
szukajgc rozwigzania po omacku. Ostatecznie warunki zadania spetniajg wartosci m ze zbioru

{-1, 0, 1, 2, 3}. Bez kalkulatora nic wiecej z tego zadania sie juz nie dowiemy.
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b) Rozwigzanie z kalkulatorem graficznym

Na poczatku sprawnie wykonujemy wykresy W(x) dla réznych m catkowitych (poza m=-1). Na rysunkach m
przyjmuje kolejno wartosci 4, 5, 6, 7 (i wszystkie na jednym wykresie) oraz -2, -3, -4, -5 (i wszystkie na jednym).W
tym zadaniu widaé, do czego przydaje sie wigczenie skalowania osi.
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Hipotezy wida¢ jak na dtoni (bez zadnych rachunkéw):

- dla kazdego m=-1 sg dwa pierwiastki (tzn. wyrdznik jest dodatni),

- jeden z pierwiastkéw jest rowny m (odczyt ze skalowania lub opcja intersect),

- drugi pierwiastek zbliza sie do 1 (z prawej strony dla m — =, z lewej dla m — -)
- tylko dlam € {-1, 0, 2, 3} drugi pierwiastek jest catkowity.

¢) Oczywiscie hipotezy nadal wymagajg dowodu, ale rachunki sg teraz znacznie prostsze niz w rozwigzaniu bez
kalkulatora (w szczegdlnosci nie obliczamy wyrdznika ani nie uzywamy wzoru na pierwiastki). Hipoteze druga
uzasadnimy, wyliczajac po prostu W(m). Drugi pierwiastek wyliczymy teraz tatwo ze wzordéw Viety, bo
m+xa=m+1+2%/pq.czylixa =1+ 2%/, a to dowodzi natychmiast pozostatych trzech hipotez. Mozemy tez tym
tatwym sposobem odpowiedzie¢ na znacznie ogdlniejsze i trudniejsze pytanie: dla jakich m rzeczywistych
przynajmniej jeden pierwiastek réwnania W(x) = 0 jest catkowity.

d) Ogladamy wykresy W(x) dla m bliskich 1. Na wykresie ponizej m € {1,5; 1,4; 1,3; 1,2; 1,1}.

Vi /

Z tych obserwacji wynika, ze parabole rozginajg sie / rozprostowujg sie. Istotnie, coraz bardziej przylepiaja sie do
prostej y = -2x+2 (jest zaznaczona na drugim rysunku). Podobny efekt mozna zaobserwowaé, gdy m zbliza sie do 1
od strony lewej tzn. m € {0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9}. Ogladamy tu zbieznos¢ ciggu funkcji i mozna to pojecie zobaczy¢
na dtugo przed formalnym wprowadzeniem definicji tego pojecia.

Whioski METODYCZNE. Zadanie pokazuje role kalkulatora w nauczaniu i w rozwigzywaniu zadan.

- przerzucamy istote dziatan z rachowania na eksperymentowanie i wnioskowanie; rachunki mogtyby by¢ za
trudne dla stabszych ucznidw, a z kalkulatorem kazdy ma szanse na rozwigzanie ze zrozumieniem;

- odkrywamy nowe aspekty zadania, uogdlniamy problem;

- stawiamy nowe problemy matematyczne, ktére w tradycyjnym rozwigzaniu umykaty naszej uwadze lub w ogéle
nie daty sie zauwazyc;

- uczen nie tylko wykonuje polecenia zawarte w zadaniu, ale staje sie odkrywca nowych faktéw, formutuje i
dowodzi hipotezy, widzi potrzebe dowodu, rozumie, po co dowodzi sie twierdzenia; staje sie badaczem.
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Zad. 11. a) x’2(x)+1 = 2xf(x), zatem (xf(x)—1)? = 0, czyli xf(x) =1, ale dla x=0 zadna funkcja tego nie
spetnia.

b) fx+y)=2f(xy)-3f(x)+(2x°~1)fly) = 2x(xy-1)

Niech x = y = 0. Mamy f(0) — 2f(0) — 3f(0) — f(0) = -5, skad f(0)=1.

Niech y=0. Mamy f(x)-2f(0)-3f(x)+(2x*>—1)f(0) = -2x=5, skad -2f(x) = -2x>-2x=2, czyli f(x) = x>+x+1.
Konieczne jest sprawdzenie!

c) f(x3) = x9+5, czyli fix) = fIVx3) = Y/x? +5 = x3+5. Konieczne sprawdzenie!

d) fix+y) = f(x)+y, skad wnioskujemy, ze dla dowolnego h zachodzi !/n(f(x+h)—f(x)) = 1, zatem punkty o
wspotrzednych (x, f(x)) oraz (x+h, f(x+h)) leza na prostej réwnolegtej do prostej y=x, a stad f(x) = x + c.
Nalezy wykona¢ sprawdzenie.

W przestanych rozwigzaniach najczestszym btedem byt brak sprawdzenia. Warunki zadania mogg by¢
przeciez sprzeczne. Przejscia nie sg rwnowazne. Mozna wprowadzi¢ pierwiastki obce.

Zad. 12. Mamy f(b) = ab+b = b(a+1) i f(b) = 2020a, czyli 2020a = b(a+1), skad b = 2020a/(a+1). Poniewaz
NWD(a, a+1) = 1, musi zachodzi¢ a| 2020 = 22-5-101. Jest 12 mozliwych wartosci a, dla ktérych b jest
catkowite.

Zad. 14. Funkcje fi g spetniajgce rownanie 2f(x)—-3g(y) = 2x>+xy+3y?>—1 nie istniejg, bowiem
dla y=1 mamy 2f(x) = 3g(1)+2x?+x+2, a dla y=0 mamy 2f(x) = 3g(0)+2x>-1. Po odjeciu réwnan stronami
mamy x = 3g(0)—3g(1)-3, a to jest state (dla kazdego x).



