METODYKA NAUCZANIA MATEMATYKI 3

Geometria analityczna

a) opis zjawiska Celem obliczen nie sq same liczby, lecz ich zrozumienie.
Richard Hamming

Zad. 1. Po jeziorze Gopto zegluja dwa statki pasazerskie: Alina i Balladyna. W potudnie Alina byta 15 km na péinoc od
Balladyny i poruszata si¢ na potudnie z predkoscia 15km/h. Balladyna natomiast poruszata si¢ na wschdd z predkosciag 11
km/h. Jaka byta odleglo$¢ migdzy statkami o 13:00, a jaka 0 14:00? Opisz wzorem odlegto$¢ statkéw od potudnia do 16:00.
Naszkicuj wykres tej funkcji. Mgta tego dnia byla tak duza, ze ograniczata widoczno$¢ do 8 km. Czy kapitan Aliny zauwazy
Balladyne przed godzing 16:00?

Zad. 2. Gtéwny pas startowy na lotnisku w Concordville ma dtugo$¢ 2 km i ciagnie sie z potudnia (od punktu S) na péinoc (do
punktu N). Samoloty laduja na tym lotnisku od strony potudniowej. Po przyziemieniu w punkcie T samolot zaczyna od razu
hamowa¢. W punkcie P umieszczony jest kolorowy marker. Gdy samolot hamuje, jego odlegtos¢ s od punktu S jest dana
wzorem s=c+100t — 4t2, gdzie t to czas w sekundach od przyziemienia, a ¢ to odleglo$¢ w metrach punktu przyziemienia T od
potudniowego konca lotniska. Samolot po raz pierwszy dotknat ziemi 800 m od punktu S i mingt marker P z predko$cia 36m/s.
Oblicz:

a) odleglosc c,

b) odlegtos$¢ pokonang przez samolot w ciagu pierwszych 5 sekund po przyziemieniu,

¢) predkosc¢ 5 sekund po przyziemieniu,

d) czas po przyziemieniu, po jakim samolot minagt marker,

e) Odlegto$¢ markera od potudniowego konca pasa startowego.

Uzasadnij, ze samolot, ktoéry przyziemit zanim minat punkt P, moze bezpiecznie zatrzymac¢ si¢ na tym pasie startowym. Co
powinien zrobi¢ pilot, jesli nie zedotat przyziemié przed P?

b) opis ksztaltu Pion i poziom majq ze sobgq krzyz.
folklor

Zad. 1. Dobierz ,,wygodnie” uktad wspotrzednych i opisz w nim:

a) wierzchotki kwadratu/sze$cianu/hipersze$cianu

b) boki kwadratu/krawedzie sze$cianu/krawedzie hipersze$cianu

¢) $ciany plaskie kwadratu/sze$cianu/hipersze$cianu

d) przekatnej kwadratu/szescianu/hipersze$cianu

e) przekatnych $cian ptaskich szescianu/przekatnych $cian szesciennych hiperszescianu

Zad. 2. Podaj réwnanie analityczne na ptaszczyznie (kartezjanskie, parametryczne, biegunowe lub wektorowe):
a) prostej, potprostej, odcinka, prostokata

b) okregu, kota, elipsy, rozety z okregow

¢) trojkata rownobocznego, pieciokgta foremnego, gwiazdy sze§cioramiennej, siedmiokata gwiazdzistego,

d) spirali rozwijajacej sie / zwijajacej sie,

e) trgjliscia, piecioliscia,

f) ruchu wypadkowego punktu drgajacego w prostopadlych kierunkach z réznymi czestosciami,

g) ruchu wypadkowego punktu poruszajgcego si¢ po okregu, ktorego srodek porusza sie po wigkszym okregu,
h) konchoidy prostej i okregu.

Zad. 3. Podaj rownanie analityczne w przestrzeni (kartezjanskie, parametryczne, biegunowe lub wektorowe):
a) prostej, potprostej, odcinka,

b) ptaszczyzny, potptaszczyzny, prostokata,

¢) walca kotowego 0 0si pokrywajacej si¢ z osig OZ/OX/OY,

d) walca eliptycznego, parabolicznego,

e) stozka kotowego,

f) linii spiralnej na walcu/stozku,

g) koryta parabolicznego stycznego do osi OX/QY,

h) toni falistej przy wietrze wiejacym ze wschodu / z pdinocy / z pdinocnego wschodu
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¢) rachunek wektorow Co méwi matematyk, kiedy widzi nisko przelatujgce wektory?
Pewnie gdzies tu majg baze.

folklor
Zad. 1. Czy punkty A, B i C sg wspotliniowe, jesli OA = 10a, OB = 5h, OC = 4a+3b?

Zad. 2. Dane sg punkty A, B, C, D takie, ze: AB = DC i BC+DA = 0. Jakg figure tworza punkty A, B, C, D?

2
Zad. 3. a) Podaj rownanie prostej przechodzacej przez punkt (4, -1) i rownoleglej do wektora (5)

1
b) Podaj réwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (4, -1, 1) i rownoleglej do wektora (2 )

3

1 6 1 1
Zad. 4. Jaki jest kat miedzy wektorami (?) i (—E)? A jaki migdzy (L) i ( 6 )?
2 5 _g

- x
Zad. 5. Pozycja okretu Argonautus opisana jest rownaniem wektorowym: (j) = ( 0

28
godzinach liczonym od potudnia. Gdzie znajduje si¢ okret o 13.00? Z jaka predkos$cia i szybko$cia si¢ porusza? Jakie jest
kartezjanskie roOwnanie jego toru ruchu? Barka Bodicea stoi zacumowana w punkcie, ktorego wektor pozycyjny to [18,4]. Czy
statki zderzg sie, jesli Argonautus nie zmieni kursu? Jesli tak, to o ktérej? Na wypadek, gdyby miaty si¢ jednak zderzyc¢,
Bodicea ruszyta o 13.00 z predkosciag (w km/h) opisang wektorem [5, 12]. Opisz pozycj¢ barki po czasie t. Jak daleko znajda
si¢ statki o 15.00?

) +t (—58) gdzie t jest czasem w

Zad. 6. Dwie brygady ktada kabel na pustyni w kierunku N-S. O 6.00 wyruszaja z obozowiska w punkcie (0,0). Pierwsza
jedzie jaguarem z predkoscig [18, 24] km/h, a druga -gepardem z predkos$cia [36, -16] km/h. Z jakg szybko$cig porusza sie
kazdy samoch6d? Gdzie znajdujg sie samochody o godz. 6.30? W jakiej sg wtedy odlegtosci ? O 6:30 brygada z geparda
przerywa podrdz i zaczyna ktas¢ kabel na poinoc. Zatoga jaguara jedzie dalej ze swoja predkoscia az znajdzie si¢ doktadnie na
poinoc od poprzednie;j. O ktoérej godzinie II ekipa zaczyna prace? Kazda ekipa ktadzie $rednio 800 m kabla na godzing. Jaka
odlegtos¢ dzieli brygady w porze lunchu o 11.30?

Zad.7.Niech @ =[1, 2, 3], b = [-3,4,2]. Co oznaczajg napisy:

a)-025ad+125b, b)y(l-t)ya+th,te( 1) c)td+(1-tb,te0 1) d)(@d-t)ad+th, te (-0 +x)
e)(1-t)da +th, te(2,3) f)d+3-[cos(2nt),sin(2nt),0], te(0,1) g)(1-t3) a+2b, te(0, 1)

h) a + (-2) - [1, cos(2nt), sin(2nt)], t €(0,2) i) & + 10 [cos(2nt), sin(2xt), 0] + 0,1 [cos(8xt), O, sin(8xnt)], t € (0, 6)
j) sin2(2nt) & +cos?(2xnt) b, te(0,1) j*)sin(2xt) 4 +cos(2nt) b, te(0,1) k)2 +th, te(0,1)

Dla utatwienia zrob najpierw wersje 2-wymiarowe tych zadan, wstaw kilka konkretnych wartosci t, rob rysunki.

d) Opis przeksztalcenia Matematycy sq jak Francuzi: cokolwiek im si¢ powie,
od razu przekiadajg to na swoj wlasny jezyk
i wowczas staje sie to zupetnie czyms innym.

J. W. Goethe

Zad. 1. Punkt A ma wspotrzegdne (6, -2), a punkt B - (2, 6). B jest obrazem A w pewnej symetrii
osiowej. Wzgledem jakiej prostej?

Z_?d. 2[] Co tonza Firzeksita%%enia? L g Lo L ; . 0 2
(n —1)' (1 n:" (n 1)' (n 1)' (_2 1)' (1 1)' (5 _2 ) (n __3)'
. . . . . 117 —Af7

Zad. 3. Zapisz macierze podanych przeksztatcen.
a) symetria wzglgdem osi OY,
b) obrét wzgledem punktu (0, 0) 0 90°,
€) powinowactwo prostokatne wzgledem osi OX o skali 2,
d) symetria wzglgdem prostej y=2x,
e) jednoktadnos¢ o srodku (0, 0) i skali 3,
f) pochylenie osi OY uktadu wspotrzednych tak, aby tworzylta kat 60° z osig OX,
g) zlozenia powyzszych przeksztatcen.
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Zad. 4. Przeksztalcenie liniowe o macierzy P przeksztatca punkt (1, 0) na (0, -1/2) i punkt (0, 1) na (2, 2). Znajdz macierz tego
przeksztatcenia. Pokaz, ze punkt (6, 3) jest jego punktem stalym. Czy jest to jedyny taki punkt? Co to za przeksztatcenie?
x

Zad. 5. Przeksztalcenie T zadane jest wzorem: T: (J

) (_ﬂz) N (35‘ —U%E‘) (;) Opisz je dokladnie. Pokaz, 7e (2, -1) jest

niezmienniczym punktem tego przeksztatcenia.

Zad. 6. Czworokat OABC przeszedt w powyzszym przeksztalceniu na O’A’B’C’, gdzie O’=(0, 0), 4 ’=(4, 3.5), B'=(6, 6.4),
C’=(2, 3). Znajdz wspotrzedne punktow O, A, B, C. Co to za wielokat? Jak zmienia si¢ jego pole po przeksztatceniu?

Zad. 7. Dane sa przeksztalcenia liniowe: R obrot o 45° wokot punktu (0, 0), S jednoktadnosé o skali V2 i $rodku w (0, 0).

Zapisz macierze tych przeksztatcen. Co jest obrazem prostej y=2X po ztozeniu tych przeksztatcen? Czy zalezy to od kolejnosci
ztozenia?

x x—y
Zad. 8. ZnajdZ macierz Q taka, ze dla wszystkich wektorow [X, y] bedzie zachodzi¢: @ (j) = (.x + ;)

9 _-
Zad. 9. Dane sg przeksztatcenia ptaszczyzny M:(é 11) i N:(T _31 ) Znajdz macierz opisujaca ich ztozenie. Co si¢

dzieje z polem przeksztatlconego przezen kwadratu?

Zad. 10. Co jest obrazem prostej y=2x+1 w przeksztatceniu liniowym T= [—3L é]?

e) opis powierzchni
Zwyczajny cztowiek po wypiciu dwoch setek widzi podwaojnie.
Ile musial wypi¢ Hilbert, Zeby zobaczy¢ przestrzenie nieskonczeniewielowymiarowe!
Grzegorz Gut

Zad. 1. Oblicz kilka warto$ci funkcji i okre$l dziedzine funkcji: a) z=xy; b) f(x, y)=yXx+Vy;c) g(x,y) = (sinx)™ +y.

Zad. 2a. Znajdz "ciecia" funkcji dla kilku warto$ci X: PRZYKEAD: 2 =2 (X +y?) : dlax=3:z=2y? + 6, dlax=—1:2=2y? -2,
a) z=xy; b) FOGY)=\X+Y; ©) g ) =yx2+y?, d) z=x%; e) z=xy% ) z=x%; g) g(x,Y) = (sinx)+Y.

Zad. 2b. Znajdz "ciecia" funkcji dla kilku wartosci y: PRZYKLAD: z =2 (x +y?) : dlay=3: z=2x + 18, dlay=-1:z=2y?+ 2.
a) z=xy; b) F(xy)=x+y; ©) g y)=x2+y2, d) z=xy; € z=xy% ) z=x%; g) g(x,y) = (SinX) +Y.

Zad. 2c. Znajdz "poziomice" funkcji dla kilku wartoéci z: PRZYKEAD: Z =2 (X + y?) : dla z=4: 4 = 2(x + y?), czyli x = 2—y?

a) z=xy; b) FOey)=x+y; ©) g y)=yx2+y?, d) z=x%; €) z=xy% f) 2=x%y; g) g(x y) = (sinx)+y.

2_\2
Zad. 3. Podpisz odpowiednio wykresy nastepujacymi wzorami: xe X ~Y , sin(y/ x? + y2 ), sinx-siny, x2+siny.

Naszkicuj po kilka poziomic tych funkcji.
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Zad. 4. Podaj przepis funkcji dwoch zmiennych X, y, ktorej wykres to:

a) "gora" w ksztalcie stozka, D) "fale morskie przy wietrze pétnocnym", c) "fale morskie przy wietrze wschodnim”,

d) "fale morskie przy wietrze potudniowo-zachodnim" e) "kregi (fale) na wodzie po wrzuceniu kamienia" f) "tsunami".
g) "spadzisty dach domu" h) "pagoda"”, i) "kotyska", j) plaszczyzna.a) potkula.

Zad. 5. Podpisz odpowiednio wykresy nastepujacymi wzorami z=,/| y| —+/| X|, z=—| xy|, z= y(3x2 — y2), Z=y,| X|
Postaw pytania dotyczace "rzezby terenu" tych wykresow. Jak na nie odpowiedzie¢?
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