METODYKA NAUCZANIA MATEMATYKI 3

Lista nr 2 — Srednie (1)

Spis zagadnien (cele)

1) Wiedza intuicyjna uczniow, czyli rednie na co dzien: $rednia ptaca, Srednia predkosé, srednia miesi¢czna i $rednia
roczna, srodek jako rodzaj $redniej (odcinka, trojkata).

2) Wypracowanie formalnej i ogolnej definicji. Jakie cechy ma wielko$¢ jest srednia? Czesto stosowane rodzaje $rednich
(arytmetyczna, geometryczna, harmoniczna, kwadratowa dwoch i wigeej liczb). Czy sa inne $rednie?

3) Nieréwno$ci miedzy $rednimi — czy i dlaczego zachodza; dowody algebraiczne i geometryczne.
4) Srednie w réznych dziatach matematyki (arytmetyka, algebra, geometria, nauka o funkcjach, fizyka).

5) Zastosowanie nieréwnosci mi¢dzy $rednimi do dowodzenia réznych twierdzen.

Uwaga! W rozwazaniach uzywamy tylko liczb rzeczywistych dodatnich. Zastanéw sig, dlaczego.

Zad. 1. Odpowiedz na pytania dotyczace srednich. Jakg informacje dajg takie $rednie, a jakiej nie daja?

a) Co to jest srednie pensja w zaktadzie pracy? Podaj przyktady skrajnie roznych sytuacji o tej samej $redniej.

b) Co to jest srednia predkos¢ ruchu? Podaj przyktady roéznych typow ruchu o tej samej sredniej.

c) Po co i w jaki sposob oblicza sie Srednig temperature miesieczng i roczng (konieczno$¢ zastosowania tzw. sredniej
wazonej).

d) Srodek figury (geometryczny lub $rodek cigzkosci). Wspotrzedne srodka jednorodnego odcinka lub tréjkata (oraz
dwoch/trzech jednakowo obcigzonych punktow i samego brzegu trojkata). Wspotrzedne srodka ciezkosei uktadu trzech
punktéw obcigzonych w rézny sposob (znowu srednia wazona wspotrzednych — stad nazwa).

wzrost liczba
[m] ucznidw

1 1 _ ar=1,55 bi1=2

12 + 3(0,34 +0,021- 0,08-0,05+0,2) =12 + T 0,431 =12,0862. Czy jest on poprawny? | g, =165 | b, =7

Uzasadnij. Jest to przyktad techniki sprytnych rachunkow. Oblicz w ten sposéb (W pamigci!): as=1,75| b3 =5
a) $rednig arytmetyczna liczb: 2357,032, 2357,035, 2357,028, 2357,0314. a4=185| bs=3
b) sredni wzrost uczniow na podstawie danych z tabeli. as=195| bs=2

Zad. 2. Janek obliczyt srednia liczb 12,34, 12,021, 11,92, 11,95, 12,2 w taki sposob:

Zad. 3. Kiedy podréz samolotem z Wroctawia do Warszawy i z powrotem trwa krocej: przy bezwietrznej pogodzie czy
przy wietrze wiejacym ze stata predkoscia w kierunku z Wroctawia do Warszawy?
Czy zalezy to od predkosci wiatru? Uczniowie czesto rozumujg tak:
vy +V, L
V1 = Vsamolotu z wiatrem = Vsamolotu + Vwiatru V2 = Vsamolotu pod wiatr = Vsamolotu — Vwiatru, Vgr = ————= = Vgamolotur WicC Srednia

2
predkosc jest taka, jak przy bezwietrznej pogodzie, zatem czasy przelotu sa jednakowe.

Ustosunkuj si¢ do tego rozwigzania. Jesli jest bledne, wytlumacz, na czym polega btad, a nastepnie rozwiaz poprawnie.

Wykonaj obliczenia dla nastepujacych danych: Vsamolots = 700 Km/h, Viiary = 100 km/h, odlegtos¢ W-w — W-wa S = 500 km.

Zad. 4. Ponizsze diagramy dotycza sytuacji z zadania 3. Co oznacza linia ciggta, a co przerywana? Gdzie nalezy oznaczy¢
czasy przelotéw w jedng i druga strone? Ktory diagram jest poprawny? Ktory ilustruje rozwigzanie ucznia? Skomentuj.
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Uwaga! Zwr6¢ uwage na mozliwo$¢ wprowadzenia pracy w grupach przy rozwiagzywaniu kolejnych zadan. Dlaczego jest to
optymalny sposob pracy nad podanymi zagadnieniami? W jaki sposob te prace efektywnie zorganizowac?

Zad. 5. Przypomnij definicje r6znych srednich (arytmetycznej, geometrycznej, harmonicznej, kwadratowej) dla dwoch oraz
dla n liczb dodatnich. Gdzie na osi liczbowe]j wypada $rednia arytmetyczna dwoch liczb? A n liczb? A gdzie wypadaja inne
srednie? Dlaczego o kazdym z tych wyrazen mozemy powiedzie¢, ze jest §rednig wybranych argumentow?

Zad. 6. W matematyce sg znane ciagi arytmetyczne, geometryczne, a takze ciag harmoniczny i ciag kwadratow. Czy to
tylko zbiezno$¢ nazw, czy tez maja one jakis$ zwigzek z odpowiednimi $rednimi? Zbadaj ten problem. Jak mozna ogodlnie
zdefiniowa¢ ciagi harmoniczne 1 kwadratowe? Podaj przyktady takich ciagow.

\
Zad. 7. Konstrukcj¢ $redniej harmonicznej dwoch liczb przedstawia rysunek obok.
Jest to wykres funkcji y = 1/x (czy mozna wykorzysta¢ do tego inna funkcje?).
Zaczynamy od danych liczb a i b. Nast¢pnie na 0si OY bierzemy s$rednia B
arytmetyczng warto$ci W tych punktach. Przejscie ,,z powrotem” (zaznaczone linig %._ e
przerywang) to zastosowanie funkcji odwrotnej (dlaczego?). Zapisujac to samo < ‘}' y
algebraicznie, mamy: a b
_ 1 2 2ab
H(a,b) = - T=T - o
E + B 4= a—+ \
2 a b
Zauwazmy, ze $rednia harmoniczna liczb jest odwrotno$cia $redniej arytmetycznej <
odwrotnosci tych liczb. (._ e
|
Mozemy analogicznie skonstruowac¢ §rednig arytmetyczng liczb z wykorzystaniem ( n Y \
funkgji liniowej y=kx. Objasnij, co dzieje si¢ na rysunku obok. A l
AGa b= Lkarkb_a+b 4 i
Tk 2 2 a
Nietrudno zgadna¢, jak zdefiniowaé w analogiczny sposob srednig kwadratowsg ‘
2 h2 3, 13 ~
K(a, b) = a”+b , szeScienng S(a, b) = 31/ a”+b : {
2 2 i S |
2 I A
L a+vb| . { >
pierwiastkowa P(a, b) = [N/_—;W/_J itp. D Y
j\ ll N
a b

Jaka funkcja (jakie funkcje) odpowiada(ja) za konstrukcje sredniej geometrycznej?
Sprawdz to rachunkiem algebraicznym.

Czy $rednig mozna zdefiniowa¢ z wykorzystaniem dowolnej funkcji? Jakie jeszcze funkcje mozna wykorzystaé (inne od
podanych wcze$niej)? Jakie srednie wowczas otrzymamy? Podaj przyktady funkcji, dla ktorych zdefiniowanie sredniej nie
jest to mozliwe. Jaka wtasno$¢ funkcji gwarantuje, ze mozna zdefiniowac $rednig liczb wzgledem tej funkcji?

Zad. 8. Okazuje sig, ze $rednie liczb a, b nie tylko wypadaja zawsze pomiedzy tymi liczbami, ale zawsze w tej samej
kolejnosci, niezaleznie od wyboru liczb a i b. Mozna fatwo udowodni¢ nieréwnosci (dla a<b):

2

2ab a++b a+b _ [a®+Db?

ac< bS\/abS \/_—2\/_ < > < > <b,czylia<H<G <P <A<K<h. Réwnosci zachodza
a—+

(iv) (iii) (i) (i)
tylko dla a=b. Zajmiemy si¢ dowodzeniem tych nieréwnosci roznymi metodami.

Najtatwiejsze i najbardziej standardowe sa dowody algebraiczne, ale i one zawieraja pewne pulapki. Wykonaj kilka z nich
dla wybranych $rednich, starannie uzasadniajac kazde przejscie. Zwro¢ uwage na kierunek implikacji w rozumowaniu.

Z kolei dowody geometryczne sa na og6t bardzo zaskakujace i trudno na nie wpasé (dlatego sa trudne). Natomiast kiedy
opiszemy sytuacje geometryczna, w ktorej wystepuja rozne $rednie, wyliczenie tych $rednich jest do$¢ proste (cho¢ nadal
wymaga sporo inwencji), a dowody nierdéwnosci sa natychmiastowe i wykonywane sg juz bez zadnych rachunkow.
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Oto figura opisana podczas wyktadu o dowodach bez stow.

Dla a < b budujemy odcinki SA =a, SB =h, SC, SD, SE, SF, gdzie C jest
srodkiem AB, D — punktem stycznosci, E jest rzutem prostopadtym D na AB, a F
jest rzutem $rodkowym C na okrag.

Dhugosci tych odcinkow spetniajg oczywiste (z wlasnosci trojkata) nierownoscei:
a = SA<SE<SD <SC<SF<SB =b, aprzy tym dlugos¢ kazdego z nich
odpowiada pewnej $redniej liczb a i b. Wyznacz dlugosci tych odcinkow w
zaleznosci od a, b.

W dowolnym trapezie odcinki réwnoleglte do podstaw (o dtugosciach aib, a<b)
poprowadzone na wlasciwych wysokosciach sg srednimi dtugosci tych podstaw.
Wylicz, jakie $rednie odpowiadajg dlugosciom ponizszych odcinkow.

a) Laczy srodki ramion trapezu.

b) Dzieli trapez na figury podobne.

c) Przechodzi przez punkt przecigcia przekatnych trapezu.

d) Dzieli trapez na rowne pola.
Jak (bez rachunkéw) poda¢ nier6wnosci zachodzace miedzy dtugos$ciami tych odcinkow?

Zad. 9. Te same nieréwnosci zachodzg miedzy $rednimi dla dowolnej liczby liczb (co jest bardzo przydatne do
rozwigzywania roznych zadan, wiec warto o tym wspomnie¢ uczniom), jednak dowody tych nieréwnosci sg na ogot
skomplikowane (nie tylko ze wzgledu na zmudne rachunki). Mozna dowodzi¢ tych nierdwnoéci indukcyjnie, ale rachunki
tez nie sg proste. W niektorych przypadkach mozna przeprowadzi¢ chytre rozumowania, ale to sa juz zadania dla uczniow
szczegolnie uzdolnionych. Ponizej przyktad takiego rozumowania dla §rednich arytmetycznej i harmonicznej pieciu liczb.

Dla ai, a, as, as, as mamy: a; a; SE (a? + a?) dla wszystkich i, j < 5. Dodajac te nierdéwnoéci stronami dostajemy:

aia; + ajaz + aiaz + aias + a1@s + aqay + arar + axaz + axas + azas + azay + asay + aszas + asay + asas + asar + asa + asas +
1.2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

auas + ayas + asa; + asay + asaz + asas + asas < 103 (2% + a® + az® + as® + as?) = 5(ar® + ax® + as® + as® + as?).

Poniewaz lewa strona jest rOwna (a1 + a; + ag + a4 + as) - (a1 + a2 + as + as + as), mamy:

a’+as+a’+a’+a?
5

1 . . .
c (autataztast+as) < \/ . Tak samo mozna to udowodni¢ dla dowolnych n liczb.

Zad. 10. Czy dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich x, y zachodza ponizsze nieréwno$ci?

a) 8x3+y3+27>18xy C) 8x3+y3+27>12xy

b) 8x3+y%+27<15xy d) 8x3+y3+27>6xy

Zadanie wyrwane z kontekstu wydaje sie trudne, ale w rzeczywistosci to jest przyktad bardzo prostego zadania (nadaje sie
nawet dla stabych ucznidow) na wykorzystanie pewnej nieréwnosci miedzy srednimi dla trzech liczb (dlatego warto poda¢
uczniom uogolnienie nierdwnos$ci migdzy $rednimi; bez dowodu). Wkaz, jaka nierownos$¢ i migdzy jakimi wielkosciami
przyda si¢ do rozwiazania tego zadania.

Tu jest wiecej przyktadoéw takich zadan:

https://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/SP2018/L ista2.pdf

https://www.math.uni.wroc.pl/~jwr/SP2018/L ista9.pdf

Oryginalnie byly przewidziane dla klas 7-8 (zesztoroczne kotko z uczniami, dla ktorych wiekszos¢ z Pan prowadzita zajecia
na obozie zimowym), ale spokojnie mozna je wykorzystaé w szkole $redniej.
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