Lista nr 3 — Srednie (2)

pudelko szescian

Zastosowanie Srednich do rozwiazywania zadan z réznych dziedzin

GEOMETRIA

rr . ;s ;. a
Zad. 1. Wyznacz dhugoé¢ krawedzi szeScianu X o wlasnosci:

a) suma dlugosci wszystkich krawedzi pudetka jest rowna sumie dtugoséci wszystkich krawedzi szescianu,
b) suma pol $cian pudetka jest rtéwna powierzchni szescianu,
C) objetos¢ pudetka jest rowna objetosci szescianu.

Co to za $rednie?

Zad. 2. Przypomnij sobie, w jakich figurach wystepuja $rednie pewnych wymiaréw tych figur (vide zad. 8 z listy2).

Uzasadnij ponizsze fakty.

a) W trojkacie prostokatnym wysokos$¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego jest $rednig geometryczng odcinkow, na
jakie dzieli podstawe.

b) W tréjkacie dlugos$¢ boku jest $rednig arytmetyczng/harmoniczng pozostatych bokow <>wysoko$¢ opuszczona na ten
bok jest srednig harmonicznag/arytmetyczng pozostatych wysokosci.

c) W rownolegloboku iloczyn $redniej harmonicznej/arytmetycznej bokow i $redniej arytmetycznej/harmonicznej
wysokosci daje pole.

d) Kolo o promieniu bedgcym $rednig arytmetyczng/geometryczng promieni danych két ma obwaéd bedacy $rednia
arytmetyczna/geometryczng obwodow tych kot.
Koto o promieniu bedacym $rednig kwadratowa promieni danych kot ma pole bedace $rednig arytmetyczng pdl tych kot.

e) Kula o promieniu bedacym srednig geometryczng promieni danych kul ma powierzchnie/objetos¢ bedaca srednia
geometryczng powierzchni/objetosci tych kul.
Kula o promieniu bedacym $rednig szeScienng promieni danych kul ma objetos¢ bedaca $rednig arytmetyczna objetosci
tych kul.

Zad. 3. Wykaz, ze $rednia harmoniczna dtugosci promieni kot dopisanych do trojkata jest potrojong dtugoscig promienia
kota wpisanego w ten trojkat. Szkic rozwigzania jest na koncu listy.

Zad. 4. Korzystajac ze wzoru Herona oraz z nieréwnosci miedzy $rednimi arytmetyczng i geometryczng, udowodnij, ze
trojkat rownoboczny ma najwieksze pole sposrod trojkatow o ustalonym obwodzie.

Zad. 5. Uzupehij pytania i uzasadnij fakty.

a) Ktory z prostopadtoscianéw o ustalonej objetosci ma naj........... sume dtugosci krawedzi?
b) Ktory z prostopadtoscianow o ustalonej objetosci ma naj........... powierzchnie?
c) Ktory z prostopadtosciandow o ustalonej sumie dtugosci krawedzi ma naj........... powierzchnig?

Zad. 6. Uzupemij i uzasadnij zdanie: Z dwodch nieprzystajacych prostokatow o réwnych obwodach wieksze pole ma ten,
ktérego roznica dhugosci bokdw jest ...

ARYTMETYKA

Zad. 7. a) Liczby a, b, ¢, d, e spetniaja warunek a+b+c+d+e=1. Podaj sensowne oszacowania wyrazen < +++2+21 41,
abcde i a?+b2+c2+d*+e2,

b) Liczby a, b, ¢, d, e spelniajg warunek abcde=1. Podaj sensowne oszacowania wyrazen %+ % + % + % +% , a+b+c+d+e i
a?+b%+c?+d*+e?,

Zad. 8. a) Liczby a, b, ¢ spetniaja warunek a+b+c=1. Podaj sensowne oszacowanie wyrazenia ab+bc+ca.
b) Liczby a, b, ¢, d spetniajg warunek a+b+c+d=1. Podaj sensowne oszacowanie wyrazenia ab+bc+cd+da.

ALGEBRA

Zad. 9. Korzystajac z nierownosci miedzy srednimi arytmetyczna i geometryczng, udowodnij, ze dla dowolnej liczby
rzeczywistej dodatniej x zachodzi nierdwno$¢ 5x3<3x°+2 .

3ab 2c? +3d?
< .

Zad. 10. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych a, b, ¢, d zachodzi nier6wno$é
a? +6b? 8cd




Rozwiazanie zadania 3. Prosz¢ przeanalizowac.

Dane sg promienie 7}, 7., 73 trzech két dopisanych do tréjkata ABC. Znalez¢ promien kola
wpisanego w ten tréjkat.

Plan rozwigzania:

1) uzasadnic, ze jednokolorowe odcinki majg réwne dhugosci,

2) z podobiefistwa tréjkatéw (tw. Talesa) wyrazc kazdy
z kolorowych odeinkéw a,b,c przez p=a+b+c i odpowiednie r;

3) uzyskane zaleznosci dodac stronami1 podzielic przez p
Szkic rozwigzania;

ad 1)

Czworokat BB'O,B" jest deltoidem, zatem
BB"= BB (*)
ae BC=CD=AC-AD=a +c-x
Po podstawientu do {+):
xtatdb=(atc-x)+c+d
2x=12¢
xX=c

Przy okazyi B'C = @. Zatem czerwone 1 zielone odcinki s réwne.

Podobnie mozna pokazac, ze niebieskie odcinki sg réwne.

ad 2)
7
Ztréjkata AA'0; , wobec 7|7, , mamy %=;1 . gdzie p=a+b+c =AA" jest potowg obwodu tréjkata ABC,
Stad « =2_ Analogicznie mozna pokazac, ze b = Ao c=-Z .
4) " 3
ad 3)
: ; : . : : ol SR s SO e |
Po dodaniu stronami ostatnich trzech réwnan otrzymujemy zaleznosé: p = rp (71 R )
2 3
co daje:
1
r —
s By o8
=l T

Wynika stad, ze srednia harmoniczna dlugosct promieni két dopisanych do tréjkata jest réwna potrojone;
dlugosci promienia kota wpisanego w ten tréjkat.



FIZYKA

Zad. 11. Oblicz $rednig predko$¢ samochodu Schumachera, jezeli:

a) pierwsze okrazenie jedzie z predkoscig v1, a drugie okrazenie jedzie z predkoscia Vo.

b) w pierwszej minucie jedzie z predkoscia vi, a w drugiej minucie jedzie z predkoscia vo.

c) pierwsze okrazenie jedzie z predkoscia vi, drugie z predkoscia Vo, a trzecie z predkoscia Vs.

d) w pierwszej minucie jedzie z predkoscia vi, w drugiej minucie z predkoscia vz, a W trzeciej z predkoscia Va.

e) Pierwsze okrgzenie Schumacher jechat z predkoscia vi, w drugim, na skutek awarii jechat z predkoscia vo. Z jaka
predkoscia powinien jechaé trzecie okrazenie, jezeli zwycigstwo gwarantuje mu $rednia v uzyskana w 3 okrazeniach?

f) Wykonaj powyzsze obliczenia dla vi1 = 210 km/h, vo = 100 km/h i v = 200 km/h. Co to oznacza?

ZAD. 12. Jubiler ma wykona¢ kopi¢ naszyjnika krolowej Bony, ktory sktada si¢ ze stu srebrnych -
kulek, prawie jednakowej wielkosci. Ich masy podane sa w tabeli (fatwiej kulki zwazy¢ niz zmierzyé masa | liczba
ich promienie). Kopia sktada¢ si¢ ma ze stu jednakowych kulek, wigc jubiler jest Zywotnie [d] kulek
zainteresowany odpowiedzig na pytanie, jaki jest $redni promien tych kulek. 0,44 20
Gestosé srebra p = 10,49 g/cm?. 0,5 50
a) Bolek obliczyt promienie wszystkich stu kulek, potem je zsumowatl i podzielit przez 100. 0.55 30

b) Lolek obliczyt srednig mase kulki (arytmetyczna) i obliczyt promien takiej sredniej kulki.
Ktore rozwigzanie jest poprawne?

Wskazowka.

Oba rozwigzania sg poprawne, cho¢ daja rézne wyniki(!). Rozwigzanie Bolka odpowiada na pytanie, jak zrobi¢ kopie
naszyjnika o tej samej dtugosci co oryginat. Rozwigzanie Lolka odpowiada na pytanie, jak zrobi¢ kopie naszyjnika o tej
samej masie co oryginal.

Jest tez do pomyslenia trzecie rozwigzanie. Gdyby oba naszyjniki (oryginat i kopia) byty poztacane, to wazna bytaby
zgodno$¢ powierzchni obu naszyjnikow. Zatem jak zrobi¢ kopie naszyjnika o tej samej tacznej powierzchni kulek co
oryginat?

W realistycznej wersji zadania warto wzia¢ pod uwage, ze kulki w naszyjnikach powinny
mie¢ dziurki. Przyjmijmy zatem, ze kazdy koralik, to kula z wydrazonym wzdluz
$rednicy walcem. Dla uproszczenia przyjmijmy, ze wszystkie koraliki maja dziurki o tym
samym promieniu r = 0,2 mm. Obok podany jest wzor na objetos¢ wydrazonego koralika / R \
(skad sie wzigt?). Stosowne obliczenia przeprowadz na kalkulatorze.

Zad. 13. Przypomnij sobie z fizyki zagadnienie wyznaczania oporu zastepczego dla \
potaczen szeregowych i rownoleglych oraz rownowazenia oporu mostka. Jaki to ma
zwigzek ze srednimi?



