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Miedzy nami, erudytami

Stowo alfabet pochodzi od dwéch
pierwszych liter alfabetu starogreckie-
go — alfa i beta (od 2000 lat Grecy czy-
tajg bete jako wita stagd rosyjskie sto-
wo anghasum). Alfabet tacinski okresla
sie w wielu jezykach europejskich nazwa
abecadto — od jego trzech/czterech
pierwszych liter (np. niem. Abece, hiszp.
abecedario). Alfabety arabski i hebraj-
ski nazywa sie w niektorych jezykach
alefato, od ich pierwszej litery alef/alif.

rys. spikera w telewizorze
z dymkiem:

.. W ubiegtym miesigcu
zyski firmy MIKROSOK
osiagnety rekordowa cy-
fre 15 miliondéw euro...

VONKURg

Czy rzeczywiscie liczby majg sie do
cyfr tak, jak stowa do liter? Na czym
polega réznica?

7896, 302, 451 — oto przyktad ciggu
liczb, do zapisu ktérych uzyto wszyst-
kich 9 cyfr, kazdej jeden raz. Czy po-
trafisz podaé przyktad ciggu stéw, w
ktérych wystgpig wszystkie 32 litery
polskiego alfabetu, kazda jeden raz?
Czytelnicy, ktdrzy wykonajg to zada-
nie dla najwiekszej liczby liter, tak zeby
otrzymane wyrazy tworzyly sensowne
zdanie, i przyséla je do konca grudnia,
otrzymajg nagrody niespodzianki.

Wszyscy potrafimy zapisywac liczby ¢ wykonywaé na nich
dziatania. Wydaje sig¢ to tak samo naturalne, jak chodzenie
czy mdwiente. Dlatego trudno wwierzyé, Ze ludzie nie za-
wsze potrafili liczyé i Ze prébowali zapisywac liczby na wie-
le sposobow, zanim wymyslono system, kidrym dzis sig po-

stugujemy.

Liczby i cyfry

Aby zapisywac stowa, potrzebujemy zestawu znakéw gra-
ficznych nazywanych literami. Podobnie, aby zapisywaé
liczby, potrzebujemy zestawu znakdéw nazywanych cyfra-
mi. Jednak czesto nawet powazni ludzie myla znaczenia
stéw liczba i cyfra; 15 tysiecy to liczba, ktérg zapisujemy za
pomoca cyfr 1, 5 i 0 w taki sposéb: 15 000. Cyfry to tylko
umowne znaki. Nie majg wartosci. Warto$¢ maja tylko licz-
by, czyli odpowiedzig na pytanie ,ile?” lub ,ktdry?” nie moze
by¢ cyfra, tylko liczba.

Jak w takim razie odpowiedzie¢ na pytanie, czy 5 to liczba,
czy cyfra? Podobnie jak dla ,a" — czasem jest to litera,
a czasem cate stowo. To zalezy od kontekstu, a ten zazwy-
czaj tatwo okreslié. Liczby mozna dodaé, pomnozy¢, prze-
czytaé, zapisaé, odwracac (tzn. bra¢ odwrotnos¢) cyfry zas
mozna napisaé, powiekszac, obraca¢ (np. o 180°). Odpo-
wiedzig na pytanie ,Jaka liczba jest wieksza od 5?” jest np. 7,
a na pytanie ,Jaka cyfra jest wieksza od 5?” jest np.

A jednak czesto mdéwimy ,suma cyfr pewnej liczby”, cho-
ciaz dodawa¢ mozemy tylko liczby. Wyrazenie to jest wiec
niepoprawne, ale uzywa sie go, bo jest krétkie i zrozumiate.
Jest to zwrot z Zargonu matematycznego, oznaczajacy sume
liczb jednocyfrowych reprezentowanych przez cyfry danej
liczby (brrr... trudno to nawet powtdrzyc).

W dalszej czesci artykutu sprébujemy odpowiedzieé na py-
tanie, co jest potrzebne, aby zapisywaé i odczytywag liczby,
i przesledzimy, jakich wynalazkéw ludzkosé dokonata
w tym zakresie.
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Skad sie wziety cyfry?

Przypuszcza sie, ze plemiona pierwotne nie miaty nazw liczb wiekszych
niz 3. Tak liczyt np. Kali — powiesciowy przyjaciel Stasia i Nel. Liczby
powyzej trzech nazywat wengi-wengi, czyli mndstwo. To wcale nie zna-
czy, ze nie widziat réznicy, gdy upolowat 5 i 15 bawotéw. Jednak fatwiej
byto to zjawisko zapisa¢ niz nazwac.

W czasach prehistorycznych zapisywano liczby w postaci pionowych
kresek, ale bytato metoda wygodna tylko dla matych liczb, a probatgcze-
nia kresek w jednakowe grupy tylko na chwile poprawita sytuacje. Pozo-
statoscitej metody wida¢ w zapisie rzymskim. Mamy tu liczby |, I, lll. Znak
V powstat z ukos$nej kreski oddzielajgcej petne piatki. Zapis IV oznacza,
ze chodzi o ostatnig kreske przed piatka, X to po prostu ztozone dwie
piatki, a IX to ostatnia kreska przed dziesiatkg. Jednak do zapisu duzych
liczb niezbedne stato sie wprowadzenie nowych znakdw. Wykorzystano
do tego wczesniejszy pomyst Grekdw — litery alfabetu. Pozwalato to zapi-
sywac prosto do$¢ duze liczby pod warunkiem zapamigtania wszystkich
znakdéw i regut. Jednak przy prébie wykonywania podstawowych dzia-
tan arytmetycznych na duzych liczbach mozna bylo popasé w ciezka
depresje (o czym tatwo sie przekonac¢, robigc samemu kilka przyktadéw
i nie positkujac sie wspdtczesnym zapisem).

Duzo wygodniejszy moze wydawac sie pomyst starozytnych Egipcjan,
ktérych cyfry w zapisie hieroglificznym miaty ksztatt konkretnych przed-
miotéw. Sugeruje to, ze pierwotnie przedstawiano liczby za pomocg
obiektéw materialnych (patykéw, muszli, kwiatéw), a dziatania arytme-
tyczne wykonywano przez odpowiednie grupowanie takich samych obiek-
téw. W podobny sposdb tatwo prowadzono pdzniej rachunki pisemne.

W opisanych systemach istotng role odgrywa liczba 10 i jej potegi (za-
pewne dlatego, ze poczatkowo rachunki prowadzono na palcach, na
ktérych najtatwiej odlicza sie wiasnie do 10). Takie systemy nazywamy
dziesietnymi (cho¢ w przypadku rzymskiego niektérzy méwig o syste-
mie pigtkowo-dziesietnym).

W kazdym z tych systemdw dana cyfra oznacza zawsze te samg wartosé,
ktérg wnosi do liczby na zasadzie sumowania. Takie systemy nazywa sie
addytywnymi, od facinskiego addare — dodawac (cho¢ o systemie rzym-
skim niektérzy mowia ,prawie addytywny”, dlaczego?). Wada tych syste-
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mow jest to, ze do zapisu coraz wiekszych liczb potrzebowano coraz wiecej zna-
kéw. Stad zrodzit sie pomyst, aby ta sama cyfra mogta oznaczac rézne wartosci. Do
tego potrzebny byt jednak precyzyjny zestaw regut umozliwiajacy jednoznaczny

zapis i odczytanie liczby.

Skad sie wzieta baza?

Jaka najwigkszg liczbe mozna zapisa¢ w systemie rzymskim? Poniewaz obowig-
zUje W nim reguta, ze ta sama cyfra moze wystgpi¢ najwyzej trzy razy z rzedu,
najwiekszg liczbg bedzie 3999 = MMMCMXCIX. Aby zapisa¢ 4000, musielibysmy
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wprowadzi¢ nowa cyfre na oznaczenie 5000. Rzymianie jednak tego nie
zrobili, a problem zapisywania duzych liczb rozwigzali w ten sposéb, Ze
umieszczali kreske nad cyfrg, aby jej wartos¢ pomnozy¢ przez 1000, dwie
kreski oznaczaty dwukrotne mnozenie przez 1000 (czyli przez 10002 =
= 1000 000), w podobny sposdb dziataty dalsze kreski. Zapis ten nie byt
jednak wygodny, gdyz byt niejednoznaczny (dlaczego?), a poza tym za-
wracat do punktu wyjscia — liczenia kresek.

Na inny pomyst wpadli Babilonczycy oraz Inkowie. Ze wzgledu na charak-
ter pism, jakimi sie postugiwali — kliny odcisniete na glinianej tabliczce
i sznurowe wezty kipu (stowo kipu w jezyku Inkéw oznacza wtasnie wezet)
— mieli do dyspozyciji bardzo ograniczony zestaw znakdéw. Babilofnczycy
uzywali dwdéch cyfr (klin odbity w pozycji pionowej lub poziomej), a Inkowie
jednej (supet). Mimo tego ubdstwa oba systemy sprawdzity sie bardzo
dobrze.

Dla Inkdw bazg systemu byta liczba 10 i ten zapis jest dla nas catkowicie
zrozumiaty — coraz wyzsze supty oznaczajg kolejne potegi 10. Natomiast
dla Babilohczykdw bazg byta liczba 60, a zapis liczby podzielony byt na
rzedy. Cyfry z kazdego rzedu sumowano jak w systemie addytywnym. Uzy-
skana w ten sposob liczba z pierwszego rzedu oznaczata jednosci, z dru-
giego — sze$édziesiatki, z trzeciego — trzy tysiace szesésetki (= 60°) itd.

W tych systemach warto$é, jakg oznaczata dana cyfra, zmieniata sie
w zaleznosci od pozyciji cyfry w liczbie (rzad, wysokos$¢ na sznurze), dlate-
go takie systemy nazywamy pozycyjnymi.

Opisane pomysty miaty jednak pewng wade — gdy brakowato cyfry w ja-
kim$ rzedzie, zostawiano w nim puste miejsce. Jednak przy nieuwaznym
odczytywaniu lub kopiowaniu zapisu tatwo byto o pomytke. Wynalazek
wymagat jeszcze udoskonalenia.

Malgorzata Mikolajczyk, Wroctaw

Skad sie wzieto zero?

Matematycy indyjscy juz w V wieku n.e. wprowadzili dziesigtkowy system
liczbowy, uzywajgc jako cyfr 9 znakdw graficznych. Jednak ich najwazniej-
szym wynalazkiem byto wprowadzenie dziesigtego znaku oznaczajacego
,préznie”, ,nicos¢”, czyli brak jednostek pewnego rzedu w zapisie liczby
(znak ten wstawiano w to miejsce, gdzie w zapisie babilorskim lub inka-
skim wystepowata przerwa). Cyfre te oznaczano poczatkowo kropka, po-
tem koétkiem.

Pomyst Hindusdw rozpowszechnit sie na wszystkich kontynentach. Stato
sie to za posrednictwem Arabdw. Okoto IX wieku imperium muzutmanskie
siegato od Chin do zachodniej Afryki i Europy, obejmujgc swoimi wptywa-
mi takze Indie. Arabowie potrafili szybko przyswaja¢ wiedze podbijanych
luddw, dlatego docenili prostote i genialnos$¢ liczb indyjskich. W tym czasie
w Bagdadzie powstata wielka biblioteka Dom Magdrosci, ktéra gromadzita
dzieta uczonych z catego znanego muzutmanom $wiata, przettumaczone
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na jezyk arabski (dzieki temu zachowato sie do naszych czasdw
wiele dziet starozytnych matematykdw greckich i rzymskich, ktére
w oryginale sptonety wraz z bibliotekg w Aleksandrii lub byty maso-
wo palone jako heretyckie w okresie $redniowiecza). Bagdad stat
sie wkrétce najwiekszym na swiecie centrum naukowym. W czasie
gdy Europa przezywata kryzys intelektualny, nauka arabska byta
na bardzo wysokim poziomie i stale sie rozwijata. W bibliotece
pracowali wybitni uczeni i ksztaicili sie mtodzi ludzie z catego $wia-
ta (w tym Leonardo Fibonacci). Na jej wzdr zatozono pdzniej pierw-
sze europejskie uniwersytety. Jednym z bagdadzkich medrcéw byt
matematyk Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi, ktéry napisat ksigz-
ke o hinduskim systemie liczbowym. Jej pdzniejsze ttumaczenie
na tacine nosito tytut Algorithmi de numero Indorum, czyli Dzieto
Al-Chwarizmiego o liczbach indyjskich (stgd pochodzi stowo algo-
rytm) i z niego Europa poznata system dziesietny. Do popularyzaciji
tego systemu walnie przyczynito sie tez dzieto Liber Abaci Fibo-
nacciego (patrz s.15).

Hinduska nazwa dziesigtej cyfry brzmiata sunja, co znaczy puste.
Po arabsku bylo to sifr (stad pochodzi réwniez stowo szyfr), a Euro-
pejczycy przeksztalcili je w tacinskie zephirum. Od niego za$ po-
chodzi obecny wyraz zero.

Europejskim rachmistrzom trudno byto sie rozsta¢ z zapisem rzym-
skim. Trudnosci w rachunkach, jakie im sprawiat, pokonywali za
pomocg abaku — prymitywnego liczydta. Mimo ze nowa forma zapi-
su pozwalata na fatwe i wygodne rachunki pisemne, przyjmowata
sie opornie. Najstarszy taki zapis znajdujemy na monetach wybi-
tych w Krdlestwie Sycyliiw 1138 1., a pierwszy polski tekst matema-
tyczny z liczbami zapisanymi w nowym systemie pochodzi z 1397 r.
Jednak jeszcze w 1229 r. rada miejska Florencji zabronita uzywa-
nia cyfr arabskich (jak je w Europie nazwano), nakazujac postugi-
wanie sie symbolami rzymskimi lub zapisem stowami. W powszech-
nym uzyciu system arabski jest dopiero od XVI w. Okazat sie jednak
wynalazkiem tak genialnym, ze przyjat sie na catym swiecie i do-
trwat wiasciwie bez zmian do czaséw wspdiczesnych

Skad sie wziety systemy pozycyjne?

Jesli kto$ poprosi nas, abysmy zapisali numer biezgcego roku, kazdy
bez namystu napisze 2005 i nie zastanawiamy sig, ze tak napraw-
de postuzylismy sie pewnym szyfrem. Jest on czytelny dla wszyst-
kich, a jego reguty znajg nawet przedszkolaki. Te samg liczbe (przy
pomocy bardzo podobnych regut) mozna jednak zapisac¢ inaczej,
np. 11111010101, 2202021, 133111, 31010, 13141, 5563, 3725,
2667 lub 7D5, lecz teraz nie jest juz oczywiste, o jaki rok chodzi.
Trudnos$¢ odczytania tych szyfréw bierze sie z nieznajomosci szcze-
gotowej reguty ich zapisu. Szyfr, o ktérym mowa, to zapis liczby
w systemie pozycyjnym.

Nasigora <i77
W matematyce
XXVII Konkurs Uczniow-
skich Prac z Matematyki.
Odbyt sie 6 wrzesnia 2005 we
Wroctawiu podczas doroczne-
go zjazdu Polskiego Towarzy-
stwa Matematycznego. O tym
konkursie pisalismy wiecej
w MMM 1/2005. W tym roku
do finatu dopuszczono 7 prac.
Po wystuchaniu 15-minuto-
wych wystapien finalistéw, bio-
ragc pod uwage dobér tema-
tu, tres¢ pracy, sposdb pre-
zentaciji i przebieg pozniejszej
dyskusiji, jury przyznato: zto-
ty medal (a wraz z nim 400 zt
i pakiet MathCad) Michatowi
Marcinkowskiemu (lIl LO
Wroctaw) za prace Prz(e)cho-
dzi Euler do Nagela..., dwa
srebrne medale (i nagrody po
300 zt oraz pakiety MathCad):
Pawtowi Janicowi (Il LO Kiel-
ce) za prace Podziaty prze-
strzeni euklidesowych oraz
Tomaszowi Warszawskie-
mu (V LO Krakéw) za prace
O cyklach i klikach, trzy bra-
zowe medale (i nagrody po
300 zf): Arkadiuszowi Mec-
lowi (I LO Koszalin) za prace
Symetrie rézniczkowe, Marci-
nowi Piterze (Il LO Krakdw)
za prace Kilka probleméw na
szachownicy i Janowi Szej-
ce (XIV LO Warszawa) za pra-
ce Dwusieczna, wysokosé
i $rodkowa przecinajgce sie
w jednym punkcie. Wyrdznie-
nie (i 200 zi) otrzymat Jaro-
staw Pyzik (Il LO Krakéw) za
prace O sumach poteg, ich
wiasciwosciach i wykorzysta-
niu. Finaliéci otrzymali tez dy-
plomy i nagrody ksigzkowe,
a ich opiekunowie dyplomy ho-
norowe i nagrody po 200 zi.
Skrét zwycieskiej pracy uka-
Ze sie w numerze 3/2006 mie-
siecznika ,Delta”.
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Na czym wiadciwie polega genialno$¢ tego pomystu? Aby jg docenié, przesledzmy
rozumowanie, ktére do niego doprowadzito. WyobraZzmy sobie, ze chcemy poli-
czy¢ owce w duzym stadzie. Kazdg przepuszczamy przez bramke na ogrodzone
pastwisko i zaznaczamy ten fakt przy pomocy kreski patykiem na ziemi. Mamy tez
maty skrawek papieru, na ktérym chcemy zapisac liczbe owiec, ale kresek jest tak
duzo, Ze sie na nim nie zmieszcza. Wobec tego bierzemy duzo patyczkdw i uktada-
my je w stosy, wedtug prostego schematu: na pierwszym ktadziemy jeden patyk,
na drugim (z lewej strony poprzedniego) ktadziemy dwa patyki, na trzecim — cztery
itd. Za kazdym razem podwajamy liczbe patykdw na kolejnym stosie. Prace te
wykonujemy tak dtugo, az liczba patykdw utozonych w stosy przekroczy liczbe

256 128 64 32 16 8 4 2 1
8 o7 96 25 94 923 92 o1 90
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Rys. 1
25 24 23 22 21 20
| | O | (@) |
32 + 16 + 0 + 4 + 0 + 1 =53
Rys. 2

owiec. To, co otrzymamy, moze wygladac tak, jak
na rys. 1. Wida¢, ze liczby patykdéw w stosach
rosng ,lawinowo” (matematycy mowig ,wyktad-
niczo”), a proces tworzenia stoséw mozna kon-
tynuowaé dowolnie dtugo.

Aby krétko zapisac liczbe owiec, wybieramy tak
stosy, aby suma ich patykéw byta réwna liczbie
narysowanych kresek, a wtedy kazdy wybrany
stos zaznaczamy kreska (co oznacza, ze do na-
szej liczby bierzemy wszystkie patyki w stosie).
Pod niepotrzebnymi stosami wpisujemy koétko
(rys. 2). W praktyce algorytm zapisu jest taki:

1. Przygotowujemy tyle stosdw, zeby liczba
wszystkich patyczkéw przekraczata liczbe do za-
pisania.

2. Wybieramy od lewej najwiekszy stos nieprze-
kraczajgcy liczby i piszemy pod nim I.

3. Sumujemy patyczki ze stoséw oznaczonych
symbolem ,1” z patyczkami w pierwszym wolnym
stosie. Jedli ta suma nie przekracza naszej liczby
piszemy pod kolejnym stosem |, a jesli przekra-
cza — piszemy O i przechodzimy do kolejnego
stosu powtarzajgc punkt 3.

Teraz na skrawku papieru przepisujemy tylko
uktad kresek i kétek. Jesli ktos chciatby tak za-
szyfrowany napis odczytaé, powinien odtworzy¢
zawarto$¢ stosow (to jest klucz do szyfru) i zsu-
mowac patyki ze stoséw wskazanych przez pio-
nowe kreski. Skad wiadomo, ze dla kazdej licz-
by zabieg szyfrowania sie uda? | ze zawsze be-
dzie on jednoznaczny? Wyobrazmy sobie, ze
mamy tyle patyczkéw, ile wynosi liczba, ktdrg
mamy zaszyfrowacé. Uktadamy patyczki po 2.
Jesdli zostat jeden bez pary, ktadziemy go na
stosie jednosci i wpisujemy pod tym stosem I.
Teraz kazdg pare patykdw zastepujemy np.
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kamykiem i kamyki znowu grupujemy po 2. Jesli zostat jaki$ bez pary, ktadziemy
go na stosie dwdjek (bo zastgpit 2 patyczki) i podpisujemy ten stos znakiem I.
Dalej kazdg pare kamykdw zastepujemy np. muszelkg i muszelki grupujemy po 2.
Jesli jakas zostata bez pary, ktadziemy jg na stosie czwdrek (bo zastgpita 4 pa-
tyczki) i podpisujemy ten stos |. Postepujac tak, zawsze wyczerpiemy wszystkie
patyczki i otrzymamy jednoznaczny rozktad kresek pod stosami. Pod pozostatymi

wpisujemy O.

Cwiczenie 1

Odczytaj zapisy: 100, 10I0I, [IOI00. Zaszyfruj opisang metoda liczby:
7, 24, 36, 80, 256.

Do zaszyfrowania w ten sposéb dowolnej liczby wystarcza dwa symbo-
le: 1'i O. Standardowo uzywa sie do tego cyfr 110, a sam szyfr nazywa
sie zapisem pozycyjnym o bazie/podstawie 2 (bo liczba patyczkéw
w stosach stale sie podwaja, czyli sg to kolejne potegi2). W taki sposdb
pamietane sg liczby w komputerach i innych urzadzeniach elektronicz-
nych.

Skoro mozna zaszyfrowac zapis liczb, uzywajac poteg dwdijki, to dla-
czego nie sprobowac z potegami jakiejs$ innej liczby? Sprawdzmy, jak
funkcjonowatby nasz szyfr dla podstawy 3. Postepujemy podobnie jak
poprzednio: na pierwszym prawym stosie ktadziemy 1 patyczek, na
drugim (z lewej) — 3 patyczki, na trzecim — 9 itd. Za kazdym razem
potrajamy liczbe patyczkdw z poprzedniego stosu (rys. 3).

Teraz sprébujmy zaszyfrowaé liczbe owiec réwng 47. Podobnie jak
poprzednio zaczynamy od najwyzszego stosu, ktérego liczebnosé nie
przekracza 47, czyli od tego z 27 patyczkami, zaznaczamy go kreska
i przechodzimy do nizszych stoséw.

W efekcie pod kazdym stosem pojawita sie kreska, lecz tym razem
sztuczka sie nie udata! Przeciez 27 +9+ 3+ 1 = 40. Podobnie syste-
mem kresek i kotek przy podstawie 3 nie da sie zapisac liczb 2, 5, 6, 7,
8 i wielu innych (a jakie sie da?). Dlaczego szyfr sie psuje? Otdz po-
trzebne jest czasem podwdijne pobieranie patyczkéw z jakiegos stosu.
Poprawmy wiec zasady zapisu. Wprowadzmy nowy symbol oznacza-
jacy taka operacje podwajania. Teraz pod stosem bedziemy pisali ,2”
— jesli patyczki ze stosu pobieramy dwukrotnie, ,1” — gdy jednokrotnie
—i,0" — gdy stos pomijamy. Tym razem zapisanie liczby owiec poszio
gtadko (rys. 5).

W ten sposdb szyfrem tréjkowym, czyli w zapisie pozycyjnym o pod-
stawie 3, mozemy zapisywac i odczytywac dowolne liczby. Dlaczego
zawsze sie to uda, a zapis bedzie jednoznaczny?

Cwiczenie 2
Odczytaj zapisy tréjkowe: 100, 102, 2120. Zaszyfruj tg metoda liczby:
8, 21, 55, 99, 136.

27+ 9 + 3+ 1 =40
Rys. 4

27+18+ 0 + 2 = 47
Rys. 5
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7 matematycznego lamusa

Teraz nietrudno wymysli¢, jak konstruowac szyfry przy innych podstawach. Aby
zapis kazdej liczby byt mozliwy np. w systemie pigtkowym, musimy dopusci¢ moz-
liwos¢ jedno-, dwu-, trzy- i czterokrotnego pobierania patyczkdéw z kazdego stosu
i oczywiscie pomijania go. Do szyfrowania uzyjemy wiec pieciu cyfr: 0, 1, 2, 3 i 4.
Podobnie w systemie np. szesnastkowym musimy mie¢ 16 symboli. Standardowo
wykorzystuje sie do tego cyfry 0, 1, 2, 3, ..., 8, 9 i dodatkowo A (oznacza pobranie
10-krotne), B (11-krotne), C, D, E i F (pobranie 15-krotne). Zatem 53 owce w syste-
mie pigtkowym to 203, a 47 w systemie szesnastkowym to 2F. Aby unikna¢ niepo-
rozumien, podstawe systemu, w jakim zapisano liczbe (czyli klucz do deszyfraciji)
zapisuje sie w postaci dolnego indeksu przy liczbie.

1000 100 10 1

103 102 101 100
Rys. 6

Zadania

dla Czytelnikow %

1. Opracuj petny zestaw regut
zapisu liczb w systemie rzym-
skim.

2. Zapis pozycyjny to zapis licz-
by wzgledem pewnego ciagu
geometrycznego (poteg dwdj-
ki, trojki, dziesigtki). Czy mozna
wprowadzi¢ taki zapis wzgle-
dem ciggu Fibonacciego? lle
potrzeba w nim cyfr?

3. Jak rozszerzy¢ pojecie sys-
temu pozycyjnego (z dowolng
baza) na rozwiniecia po prze-
cinku?

Na Czytelnikbw, ktdrzy przysla

odpowiedzi do kohca grudnia, czekajg
nagrody — kalkulatory naukowe.

Cwiczenie 3
Co to za liczby? 375, 3746, 103054, 12AC4,116025? Zapisz liczbe

w systemie o podanej podstawie: 7777 w siddemkowym, 4681
w dsemkowym, 219 661 w szescédziesigtkowym.

Teraz mozemy przeanalizowa¢ doskonale nam znany zapis po-
zycyjny liczb o podstawie 10. Poniewaz uzywamy go na co dzien,
nie kojarzymy go z zadnym szyfrem, chociaz jego struktura jest
oparta na zasadzie stosdw patyczkéw. Na pierwszym ktadziemy
1 patyczek, na drugim 10, a na kazdym kolejnym zwiekszamy
poprzednig liczbe dziesieciokrotnie (rys. 6).

Aby méc zaszyfrowa¢ dowolng liczbe, musimy dopusci¢ mozli-
wos¢ az 9-krotnego pobierania patyczkdow z kazdego stosu, dla-
tego wiasnie potrzebujemy 10 symboli: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Zapis liczby méwi nam wiec, z ktérych stoséw i ilokrotnie pobiera-
my patyczki, np. 3268 =3-1000+2-100+6-10+8-1.

Skad sie wziety liczebniki?

Pozostaje jednak jeszcze jeden problem: jak odczytywaé liczby
zapisane w systemach pozycyjnych. Zapisu 111, (oznaczajace-
go w systemie dwdjkowym liczbe 7) nie powinniémy czytac jako
siedem ani tym bardziej jako sto jedenascie. A jak?

Przyjrzyjmy sie, jak zbudowana jest nazwa liczby w systemie dzie-
sietnym. Zapis 3268, czytamy jako trzy tysiace dwiescie sze$é-
dziesigt osiem, co pochodzi od: trzy tysiace dwie setki sze$¢ dzie-
sigtek osiem. Wida¢ wiec, ze do skonstruowania nazwy liczby
potrzebujemy nazw stosdw i nazw cyfr (ktére mowig ile razy za-
bra¢ patyczki z danego stosu). Umawiamy sie tez, ze pomijamy
w nazwie stosy z cyfrg zero, a jesli ze stosu bierzemy patyczki
jednokrotnie, podajemy tylko nazwe stosu bez nazwy cyfry (tzn.
moéwimy tysigc sto, nie jeden tysigc jedna setka) i nie podajemy
nazwy ostatniego stosu, a tylko nazwe cyfry (tzn. méwimy trzy
tysigce pie¢ nie trzy tysigce pie¢ jednosci). Zatem poprawna na-
zwa liczby 111, to cztery dwa jeden, liczby 2123 to dwie dziewigtki
trzy dwa, a liczby 3A84 to trzy sto dwudziestki jedynki dziesie¢
jedenastek osiem.
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Cwiczenie 4 Tabela 1
Przeczytaj liczby:
101,, 30244, B7C4. = .| = - R = . = . 2 .- 2 .-
2 & s 8| F%| T3 ®Z ¥ ®E| ®F| F3B
Abyusprawniéczy- ;—E.E.g ;—2.6.% ;—2.6.% ;%.ﬂ.g ;%.ﬂ.g ;%.ﬂ.g ;—2.6.% ;%.ﬂ.g
tanie duzych liczb w 8ce|ldc0 |85 |8ce |85 |8Te|fc2| 852
systemie dziesiet- Tabela 2
nym, stosy grupuije
sie po 3, jak poka-
. > >
zano w tabeli 1. & &
32 oy
Istnieje tez inny stan- Tz =5 | B2 2 5 25| 5| =g Z 5
. 3- g‘ Q g‘ 8] 3- g‘ Q Q‘ 0 Q‘ 8] Q‘ 0 Q‘ 8] g‘ 8]
dard grupowania 88582 =88s8° s82 (582 582 s8¢
wyzszych stoséw — $s=283se 85285 |[§se (8o || 852
po 6, jak pokazano Dalsze nazwy grup to: kwadryliony, kwintyliony, sekstyliony, septyliony, oktyliony,

w tabeli 2. nonyliony, decyliony.

Cwiczenie 5
Przeczytaj te liczby: 33 333 333333333333, 1111 111111111 111 111 111,
lle cyfr ma najwieksza liczba, ktdrej nazwe potrafisz podac? Jak sie nazywa?

Marek Smiech, Siemianowice Slaskie
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A teraz sprébuj sam...

. Czy istnieje liczba, ktéra zapisuje sie jednakowo we wszystkich systemach pozycyjnych?
. Jakg najwiekszg liczbe mozna zakodowaé, uzywajgc 5 stoséw dwdjkowych?

. Jaka jest najwieksza liczba dwucyfrowa w systemie szesnastkowym?

. Jaka jest najmniejsza liczba czterocyfrowa w systemie rzymskim?

. llu cyfr uzywamy w systemie pozycyjnym o podstawie p?

. Jaka jest najnizsza podstawa systemu, w ktérym pojawia sie cyfra C?

. Jakie jest p, jesli liczba 1672544 w systemie o podstawie p jest pieciocyfrowa?
. lle jest podstaw systemoéw, w ktérych dana liczba n ma jednakowy zapis?

9. Przy jakich podstawach zapis liczby p jest jednocyfrowy?

10. Dla jakich podstaw systemu liczba 2005 jest trzycyfrowa?

11. W jakim systemie 57 896 przybiera posta¢ 3 323 041?

12. O ktérych réwnosciach tatwo powiedzieé, ze sg fatszywe? Dlaczego?

0O NO O AON =

14. W jakim systemie 1234 5672 = 1 234 567 892 0057

15. W jakim systemie zapisano te réwnosci?

a) 5-4=24, b) 300 — 233 =1, c) 3-3=14?

16. W jakim systemie 16 324 jest kwadratem 125?

17. llucyfrowa jest liczba tysigc osiemset osiemnascie w systemie rzymskim?

a) 100400= 100040, b) 25404= 775, c) 12345,4= 3410505, d) 2226, =21245
13. Jaka jest najmniejsza podstawa systemu, przy ktdrej réwnanie x° = 24, ma dwa pierwiastki catkowite?

Odpowiedzi szukajcie w numerze.

53



