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Wszyscy potrafimy zapisywaæ liczby i wykonywaæ na nich
dzia³ania. Wydaje siê to tak samo naturalne, jak chodzenie
czy mówienie. Dlatego trudno uwierzyæ, ¿e ludzie nie za-
wsze potrafili liczyæ i ¿e próbowali zapisywaæ liczby na wie-
le sposobów, zanim wymy�lono system, którym dzi� siê po-
s³ugujemy.

Liczby i cyfry
Aby zapisywaæ s³owa, potrzebujemy zestawu znaków gra-
ficznych nazywanych literami. Podobnie, aby zapisywaæ
liczby, potrzebujemy zestawu znaków nazywanych cyfra-
mi. Jednak czêsto nawet powa¿ni ludzie myl¹ znaczenia
s³ów liczba i cyfra; 15 tysiêcy to liczba, któr¹ zapisujemy za
pomoc¹ cyfr 1, 5 i 0 w taki sposób: 15 000. Cyfry to tylko
umowne znaki. Nie maj¹ warto�ci. Warto�æ maj¹ tylko licz-
by, czyli odpowiedzi¹ na pytanie �ile?� lub �który?� nie mo¿e
byæ cyfra, tylko liczba.

Jak w takim razie odpowiedzieæ na pytanie, czy 5 to liczba,
czy cyfra? Podobnie jak dla �a� � czasem jest to litera,
a czasem ca³e s³owo. To zale¿y od kontekstu, a ten zazwy-
czaj ³atwo okre�liæ. Liczby mo¿na dodaæ, pomno¿yæ, prze-
czytaæ, zapisaæ, odwracaæ (tzn. braæ odwrotno�æ) cyfry za�
mo¿na napisaæ, powiêkszaæ, obracaæ (np. o 180°). Odpo-
wiedzi¹ na pytanie �Jaka liczba jest wiêksza od 5?� jest np. 7,
a na pytanie �Jaka cyfra jest wiêksza od 5?� jest np. 3.

A jednak czêsto mówimy �suma cyfr pewnej liczby�, cho-
cia¿ dodawaæ mo¿emy tylko liczby. Wyra¿enie to jest wiêc
niepoprawne, ale u¿ywa siê go, bo jest krótkie i zrozumia³e.
Jest to zwrot z ¿argonu matematycznego, oznaczaj¹cy sumê
liczb jednocyfrowych reprezentowanych przez cyfry danej
liczby (brrr� trudno to nawet powtórzyæ).

W dalszej czê�ci artyku³u spróbujemy odpowiedzieæ na py-
tanie, co jest potrzebne, aby zapisywaæ i odczytywaæ liczby,
i prze�ledzimy, jakich wynalazków ludzko�æ dokona³a
w tym zakresie.

Miêdzy nami, erudytami
S³owo alfabet pochodzi od dwóch
pierwszych liter alfabetu starogreckie-
go � alfa i beta (od 2000 lat Grecy czy-
taj¹ betê jako wita st¹d rosyjskie s³o-
wo �). Alfabet ³aciñski okre�la
siê w wielu jêzykach europejskich nazw¹
abecad³o � od jego trzech/czterech
pierwszych liter (np. niem. Abece, hiszp.
abecedario). Alfabety arabski i hebraj-
ski nazywa siê w niektórych jêzykach
alefato, od ich pierwszej litery alef/alif.

rys. spikera w telewizorze
z dymkiem:
... w ubieg³ym miesi¹cu
zyski firmy MIKROSOK
osi¹gnê³y rekordow¹ cy-
frê 15 milionów euro...

Czy rzeczywi�cie liczby maj¹ siê do
cyfr tak, jak s³owa do liter? Na czym
polega ró¿nica?

7896, 302, 451 � oto przyk³ad ci¹gu
liczb, do zapisu których u¿yto wszyst-
kich 9 cyfr, ka¿dej jeden raz. Czy po-
trafisz podaæ przyk³ad ci¹gu s³ów, w
których wyst¹pi¹ wszystkie 32 litery
polskiego alfabetu, ka¿da jeden raz?
Czytelnicy, którzy wykonaj¹ to zada-
nie dla najwiêkszej liczby liter, tak ¿eby
otrzymane wyrazy tworzy³y sensowne
zdanie, i przy�l¹ je do koñca grudnia,
otrzymaj¹ nagrody niespodzianki.
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Sk¹d siê wziê³y cyfry?
Przypuszcza siê, ¿e plemiona pierwotne nie mia³y nazw liczb wiêkszych
ni¿ 3. Tak liczy³ np. Kali � powie�ciowy przyjaciel Stasia i Nel. Liczby
powy¿ej trzech nazywa³ wengi-wengi, czyli mnóstwo. To wcale nie zna-
czy, ¿e nie widzia³ ró¿nicy, gdy upolowa³ 5 i 15 bawo³ów. Jednak ³atwiej
by³o to zjawisko zapisaæ ni¿ nazwaæ.

W czasach prehistorycznych zapisywano liczby w postaci pionowych
kresek, ale by³a to metoda wygodna tylko dla ma³ych liczb, a próba ³¹cze-
nia kresek w jednakowe grupy tylko na chwilê poprawi³a sytuacjê. Pozo-
sta³o�ci tej metody widaæ w zapisie rzymskim. Mamy tu liczby I, II, III. Znak
V powsta³ z uko�nej kreski oddzielaj¹cej pe³ne pi¹tki. Zapis IV oznacza,
¿e chodzi o ostatni¹ kreskê przed pi¹tk¹, X to po prostu z³o¿one dwie
pi¹tki, a IX to ostatnia kreska przed dziesi¹tk¹. Jednak do zapisu du¿ych
liczb niezbêdne sta³o siê wprowadzenie nowych znaków. Wykorzystano
do tego wcze�niejszy pomys³ Greków � litery alfabetu. Pozwala³o to zapi-
sywaæ prosto do�æ du¿e liczby pod warunkiem zapamiêtania wszystkich
znaków i regu³. Jednak przy próbie wykonywania podstawowych dzia-
³añ arytmetycznych na du¿ych liczbach mo¿na by³o popa�æ w ciê¿k¹
depresjê (o czym ³atwo siê przekonaæ, robi¹c samemu kilka przyk³adów
i nie posi³kuj¹c siê wspó³czesnym zapisem).

Du¿o wygodniejszy mo¿e wydawaæ siê pomys³ staro¿ytnych Egipcjan,
których cyfry w zapisie hieroglificznym mia³y kszta³t konkretnych przed-
miotów. Sugeruje to, ¿e pierwotnie przedstawiano liczby za pomoc¹
obiektów materialnych (patyków, muszli, kwiatów), a dzia³ania arytme-
tyczne wykonywano przez odpowiednie grupowanie takich samych obiek-
tów. W podobny sposób ³atwo prowadzono pó�niej rachunki pisemne.

W opisanych systemach istotn¹ rolê odgrywa liczba 10 i jej potêgi (za-
pewne dlatego, ¿e pocz¹tkowo rachunki prowadzono na palcach, na
których naj³atwiej odlicza siê w³a�nie do 10). Takie systemy nazywamy
dziesiêtnymi (choæ w przypadku rzymskiego niektórzy mówi¹ o syste-
mie pi¹tkowo-dziesiêtnym).

W ka¿dym z tych systemów dana cyfra oznacza zawsze tê sam¹ warto�æ,
któr¹ wnosi do liczby na zasadzie sumowania. Takie systemy nazywa siê
addytywnymi, od ³aciñskiego addare � dodawaæ (choæ o systemie rzym-
skim niektórzy mówi¹ �prawie addytywny�, dlaczego?). Wad¹ tych syste-
mów jest to, ¿e do zapisu coraz wiêkszych liczb potrzebowano coraz wiêcej zna-
ków. St¹d zrodzi³ siê pomys³, aby ta sama cyfra mog³a oznaczaæ ró¿ne warto�ci. Do
tego potrzebny by³ jednak precyzyjny zestaw regu³ umo¿liwiaj¹cy jednoznaczny
zapis i odczytanie liczby.

Sk¹d siê wziê³a baza?
Jak¹ najwiêksz¹ liczbê mo¿na zapisaæ w systemie rzymskim? Poniewa¿ obowi¹-
zuje w nim regu³a, ¿e ta sama cyfra mo¿e wyst¹piæ najwy¿ej trzy razy z rzêdu,
najwiêksz¹ liczb¹ bêdzie 3999 = MMMCMXCIX. Aby zapisaæ 4000, musieliby�my

PREHISTORIA (???)
 = 3

 = 5

 = ?
 = ?

GRECJA (300 p.n.e.)
a = 1 i = 10 r = 100
b = 2 k = 20 s = 200
g = 3 l = 30 t = 300
d = 4 m = 40 u = 400
e = 5 n = 50 f = 500

 = 6 x = 60 c = 600
z = 7 o = 70 y = 700
h = 8 p = 80 w = 800
q = 9  = 90  = 900

kg = 23, xa = 61
wpz = ?, flg = ?

RZYM (200 p.n.e.)
I = 1 C = 100
V = 5 D = 500
X = 10 M = 1000
L = 50

CMLXXIII = 973
MMV = ?
MCMLXXXVI = ?

EGIPT (3000 p.n.e.)

 = 1  = 10 000

 = 10  = 100 000

 = 100 = 1 000 000

= 1000

= 564

= ?
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wprowadziæ now¹ cyfrê na oznaczenie 5000. Rzymianie jednak tego nie
zrobili, a problem zapisywania du¿ych liczb rozwi¹zali w ten sposób, ¿e
umieszczali kreskê nad cyfr¹, aby jej warto�æ pomno¿yæ przez 1000, dwie
kreski oznacza³y dwukrotne mno¿enie przez 1000 (czyli przez 10002 =
= 1 000 000), w podobny sposób dzia³a³y dalsze kreski. Zapis ten nie by³
jednak wygodny, gdy¿ by³ niejednoznaczny (dlaczego?), a poza tym za-
wraca³ do punktu wyj�cia � liczenia kresek.

Na inny pomys³ wpadli Babiloñczycy oraz Inkowie. Ze wzglêdu na charak-
ter pism, jakimi siê pos³ugiwali � kliny odci�niête na glinianej tabliczce
i sznurowe wêz³y kipu (s³owo kipu w jêzyku Inków oznacza w³a�nie wêze³ )
� mieli do dyspozycji bardzo ograniczony zestaw znaków. Babiloñczycy
u¿ywali dwóch cyfr (klin odbity w pozycji pionowej lub poziomej), a Inkowie
jednej (supe³). Mimo tego ubóstwa oba systemy sprawdzi³y siê bardzo
dobrze.

Dla Inków baz¹ systemu by³a liczba 10 i ten zapis jest dla nas ca³kowicie
zrozumia³y � coraz wy¿sze sup³y oznaczaj¹ kolejne potêgi 10. Natomiast
dla Babiloñczyków baz¹ by³a liczba 60, a zapis liczby podzielony by³ na
rzêdy. Cyfry z ka¿dego rzêdu sumowano jak w systemie addytywnym. Uzy-
skana w ten sposób liczba z pierwszego rzêdu oznacza³a jedno�ci, z dru-
giego � sze�ædziesi¹tki, z trzeciego � trzy tysi¹ce sze�æsetki (= 602) itd.

W tych systemach warto�æ, jak¹ oznacza³a dana cyfra, zmienia³a siê
w zale¿no�ci od pozycji cyfry w liczbie (rz¹d, wysoko�æ na sznurze), dlate-
go takie systemy nazywamy pozycyjnymi.

Opisane pomys³y mia³y jednak pewn¹ wadê � gdy brakowa³o cyfry w ja-
kim� rzêdzie, zostawiano w nim puste miejsce. Jednak przy nieuwa¿nym
odczytywaniu lub kopiowaniu zapisu ³atwo by³o o pomy³kê. Wynalazek
wymaga³ jeszcze udoskonalenia.

Ma³gorzata Miko³ajczyk, Wroc³aw

Sk¹d siê wziê³o zero?
Matematycy indyjscy ju¿ w V wieku n.e. wprowadzili dziesi¹tkowy system
liczbowy, u¿ywaj¹c jako cyfr 9 znaków graficznych. Jednak ich najwa¿niej-
szym wynalazkiem by³o wprowadzenie dziesi¹tego znaku oznaczaj¹cego
�pró¿niê�, �nico�æ�, czyli brak jednostek pewnego rzêdu w zapisie liczby
(znak ten wstawiano w to miejsce, gdzie w zapisie babiloñskim lub inka-
skim wystêpowa³a przerwa). Cyfrê tê oznaczano pocz¹tkowo kropk¹, po-
tem kó³kiem.

Pomys³ Hindusów rozpowszechni³ siê na wszystkich kontynentach. Sta³o
siê to za po�rednictwem Arabów. Oko³o IX wieku imperium muzu³mañskie
siêga³o od Chin do zachodniej Afryki i Europy, obejmuj¹c swoimi wp³ywa-
mi tak¿e Indie. Arabowie potrafili szybko przyswajaæ wiedzê podbijanych
ludów, dlatego docenili prostotê i genialno�æ liczb indyjskich. W tym czasie
w Bagdadzie powsta³a wielka biblioteka Dom M¹dro�ci, która gromadzi³a
dzie³a uczonych z ca³ego znanego muzu³manom �wiata, przet³umaczone

RZYM (200 n.e.)

= 4000

= 27 305

 = 7 000 000

 = ?

 = ?

BABILON 3000 p.n.e.

 = 1  = 10

 = 52

 = 60 + 3 = 63

=
= 2 × 60 + 25 = 145

 = ?

INKOWIE 1300 n.e.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

 = 3582  = ?

HINDUSI 500 n.e.

 = 713
 = ?
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na jêzyk arabski (dziêki temu zachowa³o siê do naszych czasów
wiele dzie³ staro¿ytnych matematyków greckich i rzymskich, które
w oryginale sp³onê³y wraz z bibliotek¹ w Aleksandrii lub by³y maso-
wo palone jako heretyckie w okresie �redniowiecza). Bagdad sta³
siê wkrótce najwiêkszym na �wiecie centrum naukowym. W czasie
gdy Europa prze¿ywa³a kryzys intelektualny, nauka arabska by³a
na bardzo wysokim poziomie i stale siê rozwija³a. W bibliotece
pracowali wybitni uczeni i kszta³cili siê m³odzi ludzie z ca³ego �wia-
ta (w tym Leonardo Fibonacci). Na jej wzór za³o¿ono pó�niej pierw-
sze europejskie uniwersytety. Jednym z bagdadzkich mêdrców by³
matematyk Muhammad ibn Musa al-Chwarizmi, który napisa³ ksi¹¿-
kê o hinduskim systemie liczbowym. Jej pó�niejsze t³umaczenie
na ³acinê nosi³o tytu³ Algorithmi de numero Indorum, czyli Dzie³o
Al-Chwarizmiego o liczbach indyjskich (st¹d pochodzi s³owo algo-
rytm) i z niego Europa pozna³a system dziesiêtny. Do popularyzacji
tego systemu walnie przyczyni³o siê te¿ dzie³o Liber Abaci Fibo-
nacciego (patrz s.15).

Hinduska nazwa dziesi¹tej cyfry brzmia³a �unja, co znaczy puste.
Po arabsku by³o to sifr (st¹d pochodzi równie¿ s³owo szyfr), a Euro-
pejczycy przekszta³cili je w ³aciñskie zephirum. Od niego za� po-
chodzi obecny wyraz zero.

Europejskim rachmistrzom trudno by³o siê rozstaæ z zapisem rzym-
skim. Trudno�ci w rachunkach, jakie im sprawia³, pokonywali za
pomoc¹ abaku � prymitywnego liczyd³a. Mimo ¿e nowa forma zapi-
su pozwala³a na ³atwe i wygodne rachunki pisemne, przyjmowa³a
siê opornie. Najstarszy taki zapis znajdujemy na monetach wybi-
tych w Królestwie Sycylii w 1138 r., a pierwszy polski tekst matema-
tyczny z liczbami zapisanymi w nowym systemie pochodzi z 1397 r.
Jednak jeszcze w 1229 r. rada miejska Florencji zabroni³a u¿ywa-
nia cyfr arabskich (jak je w Europie nazwano), nakazuj¹c pos³ugi-
wanie siê symbolami rzymskimi lub zapisem s³owami. W powszech-
nym u¿yciu system arabski jest dopiero od XVI w. Okaza³ siê jednak
wynalazkiem tak genialnym, ¿e przyj¹³ siê na ca³ym �wiecie i do-
trwa³ w³a�ciwie bez zmian do czasów wspó³czesnych

Sk¹d siê wziê³y systemy pozycyjne?
Je�li kto� poprosi nas, aby�my zapisali numer bie¿¹cego roku, ka¿dy
bez namys³u napisze 2005 i nie zastanawiamy siê, ¿e tak napraw-
dê pos³u¿yli�my siê pewnym szyfrem. Jest on czytelny dla wszyst-
kich, a jego regu³y znaj¹ nawet przedszkolaki. Tê sam¹ liczbê (przy
pomocy bardzo podobnych regu³) mo¿na jednak zapisaæ inaczej,
np. 11111010101, 2202021, 133111, 31010, 13141, 5563, 3725,
2667 lub 7D5, lecz teraz nie jest ju¿ oczywiste, o jaki rok chodzi.
Trudno�æ odczytania tych szyfrów bierze siê z nieznajomo�ci szcze-
gó³owej regu³y ich zapisu. Szyfr, o którym mowa, to zapis liczby
w systemie pozycyjnym.

Nasi gór¹

W matematyce

XXVII Konkurs Uczniow-
skich Prac z Matematyki.
Odby³ siê 6 wrze�nia 2005 we
Wroc³awiu podczas doroczne-
go zjazdu Polskiego Towarzy-
stwa Matematycznego. O tym
konkursie pisali�my wiêcej
w MMM 1/2005. W tym roku
do fina³u dopuszczono 7 prac.
Po wys³uchaniu 15-minuto-
wych wyst¹pieñ finalistów, bio-
r¹c pod uwagê dobór tema-
tu, tre�æ pracy, sposób pre-
zentacji i przebieg pó�niejszej
dyskusji, jury przyzna³o: z³o-
ty medal (a wraz z nim 400 z³
i pakiet MathCad ) Micha³owi
Marcinkowskiemu (III LO
Wroc³aw) za pracê Prz(e)cho-
dzi Euler do Nagela..., dwa
srebrne medale (i nagrody po
300 z³ oraz pakiety MathCad ):
Paw³owi Janicowi (II LO Kiel-
ce) za pracê Podzia³y prze-
strzeni euklidesowych oraz
Tomaszowi Warszawskie-
mu (V LO Kraków) za pracê
O cyklach i klikach, trzy br¹-
zowe medale (i nagrody po
300 z³): Arkadiuszowi Mêc-
lowi (I LO Koszalin) za pracê
Symetrie ró¿niczkowe, Marci-
nowi Piterze (II LO Kraków)
za pracê Kilka problemów na
szachownicy i Janowi Szej-
ce (XIV LO Warszawa) za pra-
cê Dwusieczna, wysoko�æ
i �rodkowa przecinaj¹ce siê
w jednym punkcie. Wyró¿nie-
nie (i 200 z³) otrzyma³ Jaro-
s³aw Pyzik (II LO Kraków) za
pracê O sumach potêg, ich
w³a�ciwo�ciach i wykorzysta-
niu. Finali�ci otrzymali te¿ dy-
plomy i nagrody ksi¹¿kowe,
a ich opiekunowie dyplomy ho-
norowe i nagrody po 200 z³.
Skrót zwyciêskiej pracy uka-
¿e siê w numerze 3/2006 mie-
siêcznika �Delta�.
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Na czym w³a�ciwie polega genialno�æ tego pomys³u? Aby j¹ doceniæ, prze�led�my
rozumowanie, które do niego doprowadzi³o. Wyobra�my sobie, ¿e chcemy poli-
czyæ owce w du¿ym stadzie. Ka¿d¹ przepuszczamy przez bramkê na ogrodzone
pastwisko i zaznaczamy ten fakt przy pomocy kreski patykiem na ziemi. Mamy te¿
ma³y skrawek papieru, na którym chcemy zapisaæ liczbê owiec, ale kresek jest tak
du¿o, ¿e siê na nim nie zmieszcz¹. Wobec tego bierzemy du¿o patyczków i uk³ada-
my je w stosy, wed³ug prostego schematu: na pierwszym k³adziemy jeden patyk,
na drugim (z lewej strony poprzedniego) k³adziemy dwa patyki, na trzecim � cztery
itd. Za ka¿dym razem podwajamy liczbê patyków na kolejnym stosie. Pracê tê
wykonujemy tak d³ugo, a¿ liczba patyków u³o¿onych w stosy przekroczy liczbê

owiec. To, co otrzymamy, mo¿e wygl¹daæ tak, jak
na rys. 1. Widaæ, ¿e liczby patyków w stosach
rosn¹ �lawinowo� (matematycy mówi¹ �wyk³ad-
niczo�), a proces tworzenia stosów mo¿na kon-
tynuowaæ dowolnie d³ugo.

Aby krótko zapisaæ liczbê owiec, wybieramy tak
stosy, aby suma ich patyków by³a równa liczbie
narysowanych kresek, a wtedy ka¿dy wybrany
stos zaznaczamy kresk¹ (co oznacza, ¿e do na-
szej liczby bierzemy wszystkie patyki w stosie).
Pod niepotrzebnymi stosami wpisujemy kó³ko
(rys. 2). W praktyce algorytm zapisu jest taki:
1. Przygotowujemy tyle stosów, ¿eby liczba
wszystkich patyczków przekracza³a liczbê do za-
pisania.
2. Wybieramy od lewej najwiêkszy stos nieprze-
kraczaj¹cy liczby i piszemy pod nim I.
3. Sumujemy patyczki ze stosów oznaczonych
symbolem �I� z patyczkami w pierwszym wolnym
stosie. Je�li ta suma nie przekracza naszej liczby
piszemy pod kolejnym stosem I, a je�li przekra-
cza � piszemy O i przechodzimy do kolejnego
stosu powtarzaj¹c punkt 3.

Teraz na skrawku papieru przepisujemy tylko
uk³ad kresek i kó³ek. Je�li kto� chcia³by tak za-
szyfrowany napis odczytaæ, powinien odtworzyæ
zawarto�æ stosów (to jest klucz do szyfru) i zsu-
mowaæ patyki ze stosów wskazanych przez pio-
nowe kreski. Sk¹d wiadomo, ¿e dla ka¿dej licz-
by zabieg szyfrowania siê uda? I ¿e zawsze bê-
dzie on jednoznaczny? Wyobra�my sobie, ¿e
mamy tyle patyczków, ile wynosi liczba, któr¹
mamy zaszyfrowaæ. Uk³adamy patyczki po 2.
Je�li zosta³ jeden bez pary, k³adziemy go na
stosie jedno�ci i wpisujemy pod tym stosem I.
Teraz ka¿d¹ parê patyków zastêpujemy np.

Rys. 1

Rys. 2



kolor 27
czarna 27

27Z matematycznego lamusa

kamykiem i kamyki znowu grupujemy po 2. Je�li zosta³ jaki� bez pary, k³adziemy
go na stosie dwójek (bo zast¹pi³ 2 patyczki) i podpisujemy ten stos znakiem I.
Dalej ka¿d¹ parê kamyków zastêpujemy np. muszelk¹ i muszelki grupujemy po 2.
Je�li jaka� zosta³a bez pary, k³adziemy j¹ na stosie czwórek (bo zast¹pi³a 4 pa-
tyczki) i podpisujemy ten stos I. Postêpuj¹c tak, zawsze wyczerpiemy wszystkie
patyczki i otrzymamy jednoznaczny rozk³ad kresek pod stosami. Pod pozosta³ymi
wpisujemy O.

Æwiczenie 1
Odczytaj zapisy:  IOO,  IOIOI,  IIOIOO.  Zaszyfruj opisan¹ metod¹ liczby:
7, 24, 36, 80, 256.

Do zaszyfrowania w ten sposób dowolnej liczby wystarcz¹ dwa symbo-
le: I i O. Standardowo u¿ywa siê do tego cyfr 1 i 0, a sam szyfr nazywa
siê zapisem pozycyjnym o bazie/podstawie 2 (bo liczba patyczków
w stosach stale siê podwaja, czyli s¹ to kolejne potêgi 2). W taki sposób
pamiêtane s¹ liczby w komputerach i innych urz¹dzeniach elektronicz-
nych.

Skoro mo¿na zaszyfrowaæ zapis liczb, u¿ywaj¹c potêg dwójki, to dla-
czego nie spróbowaæ z potêgami jakiej� innej liczby? Sprawd�my, jak
funkcjonowa³by nasz szyfr dla podstawy 3. Postêpujemy podobnie jak
poprzednio: na pierwszym prawym stosie k³adziemy 1 patyczek, na
drugim (z lewej) � 3 patyczki, na trzecim � 9 itd. Za ka¿dym razem
potrajamy liczbê patyczków z poprzedniego stosu (rys. 3).

Teraz spróbujmy zaszyfrowaæ liczbê owiec równ¹ 47. Podobnie jak
poprzednio zaczynamy od najwy¿szego stosu, którego liczebno�æ nie
przekracza 47, czyli od tego z 27 patyczkami, zaznaczamy go kresk¹
i przechodzimy do ni¿szych stosów.

W efekcie pod ka¿dym stosem pojawi³a siê kreska, lecz tym razem
sztuczka siê nie uda³a! Przecie¿  27 + 9 + 3 + 1 = 40. Podobnie syste-
mem kresek i kó³ek przy podstawie 3 nie da siê zapisaæ liczb 2, 5, 6, 7,
8 i wielu innych (a jakie siê da?). Dlaczego szyfr siê psuje? Otó¿ po-
trzebne jest czasem podwójne pobieranie patyczków z jakiego� stosu.
Poprawmy wiêc zasady zapisu. Wprowad�my nowy symbol oznacza-
j¹cy tak¹  operacjê podwajania. Teraz pod stosem bêdziemy pisali �2�
� je�li patyczki ze stosu pobieramy dwukrotnie, �1� � gdy jednokrotnie
� i �0� � gdy stos pomijamy. Tym razem zapisanie liczby owiec posz³o
g³adko (rys. 5).

W ten sposób szyfrem trójkowym, czyli w zapisie pozycyjnym o pod-
stawie 3, mo¿emy zapisywaæ i odczytywaæ dowolne liczby. Dlaczego
zawsze siê to uda, a zapis bêdzie jednoznaczny?

Æwiczenie 2
Odczytaj zapisy trójkowe: 100, 102, 2120. Zaszyfruj t¹ metod¹ liczby:
8, 21, 55, 99, 136. Rys. 5

Rys. 3

Rys. 4
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Teraz nietrudno wymy�liæ, jak konstruowaæ szyfry przy innych podstawach. Aby
zapis ka¿dej liczby by³ mo¿liwy np. w systemie pi¹tkowym, musimy dopu�ciæ mo¿-
liwo�æ jedno-, dwu-, trzy- i czterokrotnego pobierania patyczków z ka¿dego stosu
i oczywi�cie pomijania go. Do szyfrowania u¿yjemy wiêc piêciu cyfr: 0, 1, 2, 3 i 4.
Podobnie w systemie np. szesnastkowym musimy mieæ 16 symboli. Standardowo
wykorzystuje siê do tego cyfry 0, 1, 2, 3, �, 8, 9 i dodatkowo A (oznacza pobranie
10-krotne), B (11-krotne), C, D, E i F (pobranie 15-krotne). Zatem 53 owce w syste-
mie pi¹tkowym to 203, a 47 w systemie szesnastkowym to 2F. Aby unikn¹æ niepo-
rozumieñ, podstawê systemu, w jakim zapisano liczbê (czyli klucz do deszyfracji)
zapisuje siê w postaci dolnego indeksu przy liczbie.

Æwiczenie 3
Co to za liczby? 373, 3716, 103057, 12AC11,116025? Zapisz liczbê
w systemie o podanej podstawie: 7777 w siódemkowym, 4681
w ósemkowym, 219 661 w sze�ædziesi¹tkowym.

Teraz mo¿emy przeanalizowaæ doskonale nam znany zapis po-
zycyjny liczb o podstawie 10. Poniewa¿ u¿ywamy go na co dzieñ,
nie kojarzymy go z ¿adnym szyfrem, chocia¿ jego struktura jest
oparta na zasadzie stosów patyczków. Na pierwszym k³adziemy
1 patyczek, na drugim 10, a na ka¿dym kolejnym zwiêkszamy
poprzedni¹ liczbê dziesiêciokrotnie (rys. 6).

Aby móc zaszyfrowaæ dowoln¹ liczbê, musimy dopu�ciæ mo¿li-
wo�æ a¿ 9-krotnego pobierania patyczków z ka¿dego stosu, dla-
tego w³a�nie potrzebujemy 10 symboli: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.
Zapis liczby mówi nam wiêc, z których stosów i ilokrotnie pobiera-
my patyczki, np. 3268 = 3 × 1000 + 2 × 100 + 6 × 10 + 8 × 1.

Sk¹d siê wziê³y liczebniki?
Pozostaje jednak jeszcze jeden problem: jak odczytywaæ liczby
zapisane w systemach pozycyjnych. Zapisu 1112 (oznaczaj¹ce-
go w systemie dwójkowym liczbê 7) nie powinni�my czytaæ jako
siedem ani tym bardziej jako sto jedena�cie. A jak?

Przyjrzyjmy siê, jak zbudowana jest nazwa liczby w systemie dzie-
siêtnym. Zapis 326810 czytamy jako trzy tysi¹ce dwie�cie sze�æ-
dziesi¹t osiem, co pochodzi od: trzy tysi¹ce dwie setki sze�æ dzie-
si¹tek osiem. Widaæ wiêc, ¿e do skonstruowania nazwy liczby
potrzebujemy nazw stosów i nazw cyfr (które mówi¹ ile razy za-
braæ patyczki z danego stosu). Umawiamy siê te¿, ¿e pomijamy
w nazwie stosy z cyfr¹ zero, a je�li ze stosu bierzemy patyczki
jednokrotnie, podajemy tylko nazwê stosu bez nazwy cyfry (tzn.
mówimy tysi¹c sto, nie jeden tysi¹c jedna setka) i nie podajemy
nazwy ostatniego stosu, a tylko nazwê cyfry (tzn. mówimy trzy
tysi¹ce piêæ nie trzy tysi¹ce piêæ jedno�ci). Zatem poprawna na-
zwa liczby 1112 to cztery dwa jeden, liczby 2123 to dwie dziewi¹tki
trzy dwa, a liczby 3A811 to trzy sto dwudziestki jedynki dziesiêæ
jedenastek osiem.

Zadania
dla Czytelników
1. Opracuj pe³ny zestaw regu³
zapisu liczb w systemie rzym-
skim.

2. Zapis pozycyjny to zapis licz-
by wzglêdem pewnego ci¹gu
geometrycznego (potêg dwój-
ki, trójki, dziesi¹tki). Czy mo¿na
wprowadziæ taki zapis wzglê-
dem ci¹gu Fibonacciego? Ile
potrzeba w nim cyfr?

3. Jak rozszerzyæ pojêcie sys-
temu pozycyjnego (z dowoln¹
baz¹) na rozwiniêcia po prze-
cinku?

Na Czytelników, którzy przy�l¹
odpowiedzi do koñca grudnia, czekaj¹

nagrody � kalkulatory naukowe.

Rys. 6
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Æwiczenie 4
Przeczytaj liczby:
1012, 30243, B7C13.

Aby usprawniæ czy-
tanie du¿ych liczb w
systemie dziesiêt-
nym, stosy grupuje
siê po 3, jak poka-
zano w tabeli 1.

Istnieje te¿ inny stan-
dard grupowania
wy¿szych stosów �
po 6, jak pokazano
w tabeli 2.

Æwiczenie 5
Przeczytaj te liczby: 33 333 333 333 333 333,  1 111 111 111 111 111 111 111.
Ile cyfr ma najwiêksza liczba, której nazwê potrafisz podaæ? Jak siê nazywa?

Marek �miech, Siemianowice �l¹skie
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Tabela 2

A teraz spróbuj sam...
1. Czy istnieje liczba, która zapisuje siê jednakowo we wszystkich systemach pozycyjnych?
2. Jak¹ najwiêksz¹ liczbê mo¿na zakodowaæ, u¿ywaj¹c 5 stosów dwójkowych?
3. Jaka jest najwiêksza liczba dwucyfrowa w systemie szesnastkowym?
4. Jaka jest najmniejsza liczba czterocyfrowa w systemie rzymskim?
5. Ilu cyfr u¿ywamy w systemie pozycyjnym o podstawie p?
6. Jaka jest najni¿sza podstawa systemu, w którym pojawia siê cyfra C?
7. Jakie jest p, je�li liczba 16725410 w systemie o podstawie p jest piêciocyfrowa?
8. Ile jest podstaw systemów, w których dana liczba n ma jednakowy zapis?
9. Przy jakich podstawach zapis liczby p jest jednocyfrowy?
10. Dla jakich podstaw systemu liczba 2005 jest trzycyfrowa?
11. W jakim systemie 57 896 przybiera postaæ 3 323 041?
12. O których równo�ciach ³atwo powiedzieæ, ¿e s¹ fa³szywe? Dlaczego?
a) 100100 = 100010, b) 25406 = 7759, c) 1234510 = 341 0505, d) 22267 = 21245
13. Jaka jest najmniejsza podstawa systemu, przy której równanie x2 = 24g ma dwa pierwiastki ca³kowite?
14. W jakim systemie 1 234 5672 = 1 234 567 892 005?
15. W jakim systemie zapisano te równo�ci?
a) 5 × 4 = 24, b) 300 - 233 = 1, c) 3 × 3 = 14?
16. W jakim systemie 16 324 jest kwadratem 125?
17. Ilucyfrowa jest liczba tysi¹c osiemset osiemna�cie w systemie rzymskim?

Tabela 1

Dalsze nazwy grup to: kwadryliony, kwintyliony, sekstyliony, septyliony, oktyliony,
nonyliony, decyliony.
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