
Lista 3.
Funkcje trygonometryczne (GP IV/6)

1. Uzasadnić wzory:

cos α · cos β =
1

2
cos(α + β) +

1

2
cos(α− β), sin α · sin β = −1

2
cos(α + β) +

1

2
cos(α− β),

sin α · cos β =
1

2
sin(α + β) +

1

2
sin(α− β),

cos x + cos y = 2 cos
x + y

2
· cos

x− y

2
, sin x + sin y = 2 sin

x + y

2
· cos

x− y

2
,

sin 2α = 2 sin α · cos α, cos 2α = 2 cos2 α− 1 = 1− 2 sin2 α.

2. Sprawdzić tożsamości:

cos α− cos 3α

sin 3α− sin α
= tg2α, sin 6α · tg3α + cos 6α = 1, sin6 α + cos6 α = 1− 3

4
sin2 2α,

cos 2α cos α− sin 4α sin α = cos 3α cos 2α,
1

sin2 α
+

1

sin2 β
− 2 cos(α− β)

sin α sin β
=

sin2(α− β)

sin2 α sin2 β
.

3. Obliczyć:

arcsin(sin π/5), arcsin(sin 3/2), arcsin(sin 3), sin(arcsin 2/7), cos(arcsin 2/7),

arctg

(
tg

7π

8

)
, cos

(
2 arcsin

4

5

)
, arccos

(
sin

15π

7

)
.

4. Obliczyć: sin 1
12

π, cos 1
12

π, sin 7
12

π, cos 7
12

π, sin 1
8
π, cos 1

8
π, sin 9

8
π, cos 9

8
π.

5. Rozwia
‘
zać równania:

sin x + cos x = 1, cos 3x = cos x, 3 sin x = 2 cos2 x, tan
(π

3
− x

)
− tan x = 0,

sin4 x + cos4 x =
5

8
, cos x− cos 3x = sin x− sin 3x, ctgx− cos x =

1− sin x

2 sin x
.

tanx + tan2x = tan3x, sin2 x + sin2 2x = sin2 3x.

Granica i pochodna funkcji (GP VIII, KW V)

6. Mamy dana
‘
funkcje

‘
rzeczywista

‘
f : R → R. Jak wygla

‘
da wykres funkcji:

−f(x), f(−x), |f(x)|, f(|x|), f(x) + b, f(x− a)?

7. Zbadać granice:

lim
x→−1

x2 − 1

x + 1
, lim

x→0

x2 − x

5x
, lim

x→1

2x

x− 1
, lim

x→0

1−
√

x + 1

x
, lim

x→0

x +
√

x√
x

, lim
x→1

x2 + x− 2

x− 1
,



lim
x→1

x2 − 2x + 1

x3 − x
, lim

x→∞

x2 + 1

x− 2x2
, lim

x→1

(
1

1− x
− 3

1− x3

)
, lim

x→∞

1− 3x + 5x2

2− x + 3x2
,

lim
x→2

x2 + 4

x + 2
, lim

x→2

x2 − 1

x− 2
, lim

x→− 1
2

4x2 − 1

2x + 1
, lim

x→2

x3 − 8

x− 2
, lim

x→3

27− x3

x− 3
, lim

x→3

x2 − 4x + 3

2x− 6
,

lim
x→3

(x− 3)(−1)[x]

x− 9
, lim
x→0

3
√

1 + ax− 1

x
, lim

x→25

√
x− 5

x− 25
, lim

x→0

√
x2 + 1−

√
x + 1

1−
√

x + 1
, lim

x→0

√
x2 + 1− 1√
x2 + 25− 5

,

lim
x→0

sin 3x

4x
, lim

x→0

4x

3 sin 2x
, lim

x→π
2

sin x

x
, lim

x→0

tan 3x

x
, lim

x→0

1− cos x

x2
, lim

x→0

tan 5x

tan 2x
,

lim
x→π

1 + cos x

sin2 x
, lim

x→π
4

cos x− cos π
4

sin x− sin π
4

, lim
x→0

x · sin 1

x
, lim

x→0

x
√

1− 3x, lim
x→0

(1 + sin 2x)
1
x .

8. Obliczyć pochodna
‘
danej funkcji z definicji:

y = 2x2 − 3, y =
2

3x− 5
, y = (x + 2)3, y =

√
x, y =

√
x2 + 1, y = sin x.

9. Obliczyć pochodna
‘
danej funkcji:

x10,
3
√

x2,
1

5
√

x6
, x2 4

√
x3, (2x3 − 1)(x2 + 7),

2x2 − 3x + 1

x + 2
,

(x− 1)3

x
,

√
x− 1√
x + 1

, x · sin x, sin x · cos x, sin x · tan x,
sin x− cos x

sin x + cos x
,

(x + 3)5, (x2 + 5x− 1)10, sin5 x, sin x5,
√

x2 − 3x + 7, sin(cos x),

ecos x, xesin x, ln x2, ln(x2 + 5), logx a logx2(x4 + 1), ln(x +
√

x2 + 1),

xx, x
1
x , (1 + x2)2x+1, (sin x)cos x, 5ln x,

(
1 +

1

x

)x

, xex

.


