AUTOREFERAT

1. Imie i nazwisko: Wojciech Tadeusz Mtotkowski

2. Posiadane dyplomy, stopnie naukowe lub artystyczne - z podaniem pod-
miotu nadajgcego stopieni, roku ich uzyskania oraz tytulu rozprawy doktor-
skiej i rozprawy habilitacyjnej lub osiggniecia stanowiacego podstawe nada-
nia stopnia doktora habilitowanego

e Magister: Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, 06.1984, tytul
pray magisterskiej ,Klasy Gevrey’a © rachunek symboliczny”,

e Doktorat: Instytut Matematyczny Poskiej Akademii Nauk, 1990, tytul rozprawy
doktorskiej: ,Funkcje dodatnio okreslone na iloczynie wolnym grup”,

e Habilitacja: Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, 2004, tytut
rozprawy habilitacyjnej: ,,Analiza harmoniczna na iloczynach wolnych i zastoso-
wania do wolnej probabilistyki”.

3. Informacja o dotychczasowym zatrudnieniu w jednostkach naukowych
lub artystycznych

doktorant, Instytut Matematyczny Polskiej Akademii Nauk, 01.10.1984-30.09.1988,

asystent, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, 01.10.1988-30.09.1990,

adiunkt, Instytut Matematyczny Uniwersytetu Wroctawskiego, 01.10.1990 do dzis.

Dtuzsze wyjazdy

e (04.1992-09.1993 University of New South Wales, research associate,
e (03.2000-09.2000 Sogang University, post doctor fellowship,
e (01-31.03.2014, Université Paris 13, Villetaneuse, visiting professor.

4. 4. Opis najwazniejszych osiagnieé¢ naukowych lub artystycznych, o kto6-
rych mowa w art. 227 ust. 1 pkt. 1 lit. a ustawy z dnia 20 lipca 2018 r. Prawo
o szkolnictwie wyzszym i nauce (Dz. U. z 2021 r. poz. 478 z p6zn. zm.). Opis
ten winien dotyczyé merytorycznego ujecia przedmiotowych osiagnieé, jak i
w sposOb precyzyjny okreslaé¢ indywidualny wktad w ich powstanie, w przy-
padku, gdy dane osiggniecie jest dzielem wspoétautorskim, z uwzglednieniem
mozliwosci wskazywania dorobku z okresu calej kariery zawodowej

Motywem przewodnim, ktory przewija sie przez cala moja droge naukowa, jest dodat-
nia okreslonosé. Poczatkowo badalem ta wlasnosé dla pewnych funkeji na iloczynie wol-
nym grup, w szczeg6lnosci na grupie wolnej, pézniej dla funkeji sferycznych zwiazanych z
budynkami Titsa typu As. W dalszym etapie zajatem sie nieprzemienna probabilistyka,
w szczegblnosci wolna, jej uogélnieniami i aspektami kombinatorycznymi. Korzystajac z
tych metod udato mi si¢ udowodnié, ze pewne ciggi liczbowe, wazne z punktu widzenia
kombinatoryki (w szczegolnosci ciagi typu Fussa-Catalana), sa dodatnio okreslone, czyli
sg ciggami momentéw miar probabilistycznych na R.

Do najwazniejszych swoich osiagnie¢ zaliczam:

e Charakteryzacja dodatnio okreslonych funkcji zaleznych od typu na iloczynie
wolnym grup dyskretnych ([M4], po doktoracie) w tym charakteryzacja funkeji
ekstremalnych, wraz z konstrukcja odpowiednich reprezentacji ([M23] po habi-
litacji).

e Wiasnos¢ Kazhdana dla grup dziatajacych na budynkach Titsa typu AVQ, wraz
z wyliczeniem doktadnej statej Kazhdana, [M17], [M18], po doktoracie, przed
habilitacja.
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e Uogolnienie wolnej niezaleznosci, czyli pojecie A-wolnej niezaleznosci, dowod
dodatniosci iloczynu A-wolnego stanéw, centralne twierdzenie graniczne: prace
[M9], [M10], po habilitacji.

e Wz6r kombinatoryczny taczacy wolne (i warunkowo wolne) kumulanty ze wspot-
czynnikami Jacobiego, praca [M12|, oraz zastosowanie do charakteryzacja wol-
nych rozktadow Meixnera, praca [M26], po habilitacji.

e Udowodnienie dodatniej okreslonosci dla ciagow typu Fussa-Catalana . ("p;rr) ,
dlap > 1,0 < r < p, glownie praca [M14], ale rowniez [M28], [M31], [M32],
[M39], po habilitacji.

4.1. Dodatnio okreslone funkcje typu na iloczynie wolnym grup. Jesli {G; }icr
jest rodzing grup dyskretnych to iloczyn wolny G = #;c;G; sktada sie z elementéw
postaci x := ¢1...¢n, gdzie n > 0, g € Gy, \ {e}, ix € I oraz iy # iy # ... # iy,. Dla
takiego elementu x € G definiujemy jego typ t(x) := (i1, ...,i,) oraz ditugosé¢ blokowq
|z|| := n. Zbiér wszystkich mozliwych typow, czyli ciagow (i1, da,...,0,), n >0, ix € I,
in # iy # ... # iy, oznaczam przez S(I). W szczegolnosei gdy G; = Z dla wszystkich
i € I to G jest grupa wolng i w tym przypadku mozna zdefiniowaé inna dtugosé: |z| :=
lg1] + ... + |gn|- Analiza harmoniczna na grupie wolnej byta intensywnie rozwijana w
latach 80 szczegolnie przez szkote wloska (Figa-Talamanca, Picardello, Mantero, Zappa,
Mauceri, Pagliacci, de Michele) i wroctawska (Bozejko, Pytlik, Szwarc). Badania na
iloczynie wolnym grup zostaly zainicjowane praca lozzi-Picardello [11], ktorzy badali
funkcje blokowo radialne (czyli zalezne od blokowej dtugosci) na iloczynie wolnym grup
o tej samej mocy. W tym przypadku funkcje blokowo radialne o nosniku skoriczonym
tworzg algebre przemienna, a funkcjonaty multyplikatywne zadane sg przez tak zwane
funkcje sferyczne.

W pracach [M1,M2,M4,M5 M24| skupitem sie na funkcjach zaleznych od typu (czyli
takich, ze jesli t(z) = t(y) to f(x) = f(y)), bez zadnych zalozen na moce |G;|. Gléwne
wyniki sa w pracach [M4] i [M24]. W pierwszej udowodnitem, ze jesli funkcja G — C jest
stala na elementach o tym samym typie, czyli jest postaci ¢ot dla pewnej ¢ : S(I) — C,
to jej dodatnia okreslonosé na GG jest rownowazna jej dodatniej okreslonosci ¢ na pewnej
algebrze A(7) funkcji na zbiorze typow S(I). Algebra A(7) jest okreslona przez pewien
splot ktory zalezy od funkcji 7(i) := 1/(|G;| — 1). W przypadku, gdy wszystkie G; sa
skoriczone oznacza to, ze ¢ ot jest dodatnio okreslona na G wtedy i tylko wtedy gdy
nieréwnos¢ »-, o(t(y~x)) f(x)f(y) > 0 zachodzi dla wszystkich funkcji f : G — C
o nosniku skoriczonym ktore sa zalezne od typu. W pracy [M24|, wspolnej z W. He-
bischem, badaliémy reprezentacje odpowiadajace funkcjom zaleznym od typu. Gtowny
wynik jest nastepujacy: jesli 7 jest x-reprezentacja algebry A(7) to istnieje reprezentacja
unitarna 7 grupy G, dzialajaca na wickszej przestrzeni Hilberta, taka, ze jesli funkcja
¢ : S(I) — C jest wspolezynnikiem 7 to ¢pot : G — C jest wspolezynnikiem 7. Ponadto,
jesli 7 jest nieprzywiedlna i nie jest zawarta w reprezentacji regularnej A(7) to T jest
nieprzywiedlna. Jeden z wnioskéw jest nastepujacy: jesli ¢ot : G — C jest unormowang
(¢(t(e)) = 1) dodatnio okreslona funkcja zalezna od typu, ktora jest ekstremalna w
wypuklym zbiorze unormowanych dodatnio okreslonych funkcji zaleznych od typu, to
¢ ot jest ekstremalna w zbiorze wszystkich unormowanych funkcji dodatnio okreslonych
na G, o ile ¢ ot nie jest klasy (*(G), przy czym moga istnie¢ co najwyzej dwie takie
funkcje.

Prace [M1,M2,M4,M5| sa autorskie, praca [M24] byla napisana wspoélnie z Walde-
marem Hebishem, od ktérego pochodzi gléwna idea pracy. Szczegoty dowodow byty
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opracowane wspolnie, przy czym rozdzial 7 jest gléwnie mojego autorstwa, jak rownie
redakcja catosci pracy.

4.2. Wlasno$é Kazhdana dla grup dzialajacych na budynkach typu As.
Grupy_automorfizmow dzialajace w sposob prosty tranzytywny na budynkach Titsa
typu Aj zostaly opisane w pracach Cartwrighta i wspotautorow [5], [6]. Udowodnili oni,
ze kazda taka grupa I' ma prezentacje specjalnego typu, zwigzang z geometria skoriczo-
nej plaszczyzny rzutowej, zbior P punktow tej plaszczyzny jest zbiorem generatorow
[, przy czym |P| = q + 1, gdzie ¢ jest rzedem plaszczyzny rzutowej. W pracy [M18§]
rozwijamy analize harmoniczng na takich grupach: badamy przemienng algebre A funk-
cji (funkcje biradialne) o nosniku skoniczonym na I', dowodzimy, ze A jest generowana
przez h := |P|™} > pep Opy Przy czym hx h* = h* x h, opisujemy funkcjonaly multiplika-
tywne na A (funkcje sferyczne), wyliczamy spektrum 3, funkcji A w domknieciu A w
normie operatorowej na £2(T") (ktore jest pewna hypocykloida o trzech wierzholtkach na
plaszczyznie zespolonej C, wraz z wnetrzem, ktorej wielkosé zalezy od rzedu ¢) i miare
Plancherela. Wszystkie wyniki byty otrzymane wspolnie, calo$¢ pracy byta zredagowana
przez Cartwrighta.

W [M17] wyliczamy spektrum 3 funkcji A w domknigeiu A w pelnej C*-algebrze
C*(T'). Zbior ¥ mozna opisac jako pewien obszar plaszczyzny zespolonej (,zaokraglony
trojkat”) wraz z trzema punktami izolowanymi, jeden z nich, z = 1, odpowiada reprezen-
tacji trywialnej grupy I'. Przez ¢, oznaczyliSmy odlegltos¢ punktu 1 od reszty zbioru X*.
Nastepnie udowodnilisémy, ze grupa I' ma wlasnosé (7') Kazhdana ([12], [10], [2]), przy
czym stala Kazhdana wzgledem zbioru generatorow P wynosi x(I', P) = /2¢,. Praca
[M16] rozwiazuje 2 problemy postawione w ksiazce [10]: 1) Udowodnilismy wlasnosé (T)
dla grupy dyskretnej bez odwotywania sie do teorii krat w potprostych grupach Liego,
2) Podalismy przyktad grupy dyskretnej G i jej zbioru generatoréw S dla ktérej mozna
wyliczy¢ dokladng wartosé statej Kazhdana k(G,S). Wszyskie wyniki byly otrzymane
wspolnie, Proposition 4.1 jest mojego autorstwa.

4.3. W pracy [M9] wprowadzitem i badatem nastepujace pojecie ktére nazwatem A-
wolna niezaleznoscia: niech (A, ¢) bedzie nieprzemienna przestrzenia probabilistyczna,
to znaczy A jest C*-algebra z jedynka, a ¢ jest ustalonym stanem. Niech A;, i € I,
bedzie rodzing podalgebr, taka ze 1 € A;. Niech A bedzie ustalong rodzing podzbioréw
2-elementowych zbioru I. Moéwimy, ze rodzina A;, i € I, jest A-wolna jesli

o ab=1bajeslia € A;, be A; oraz {i,j} € A,

e f(ajaz...a,) =0o0ilen > 1, ¢(ay) =0, a1 € A;,,...,a, € A, oraz stowo
(11,19, ... ,1,) jest A-zredukowane, to znaczy uzywajac dopuszczalnych przesta-
wien: (i,7) — (j,4) oile {7, 7} € A, nie jest mozliwe takie przestawienie wyrazow
ciagu (iy,1s,...,4,) by obok siebie wystepowaly takie same elementy (i,1).

W przypadku gdy A jest zbiorem pustym otrzymujemy wolng niezaleznos¢ Voiculescu,
natomiast gdy A jest rodzinag wszystkich podzbioréw 2-elementowych I to mamy nieza-
leznos¢ klasyczna (tensorows).

W pracy [M9| udowodnitem, konstruujac odpowiednia reprezentacje, ze majac dana
dowolng rodzine (A;, ¢;), ¢ € I, nieprzemiennych przestrzeni probabilistycznych oraz
rodzine A podzbioréow 2-elementowych zbioru I, mozna skonstruowaé¢ duza przestrzen
probabilistyczna (A, ¢), taka ze A; jest podalgebra A, ¢|4, = ¢; oraz rodzina A;, i € I,
jest A-wolna w (A, ¢).



Udowodnitem tez wersje centralnego twierdzenia granicznego, gdzie z zaleznosci od
wyboru rodziny A mozemy otrzymac rozktad ¢-zdeformowany Gaussa. W pracy [M10] w
podobny sposéb badatem A-Boolowska niezaleznosé. W tym przypadku miara granicza
w centralnym twierdzeniu granicznym, zalezna od parametru ¢, zostata opisana tylko
przy pomocy wspotczynnikoéw Jacobiego, jej jawna postaé nie jest znana.

4.4 7 kazda miara probabilistyczna p na R, ktorej wszystkie momenty s, (p) :=
Jp @™ p(dx), n = 0,1,..., sa skoriczone, zwigzane sg rozne ciagi liczbowe, ktore opisuja
wlasnosci 1 a czesto ja charakteryzuja. W szczegolnosci wolne kumulanty r,(x) maja
ta wlasnosé, ze 1, (u1 B ug) = ro(pr) +ra(pe), n = 1,2, ..., gdzie H oznacza wolny splot
addytywny. Z kolei wspotczynniki Jacobiego 3, v, n > 0, wyznaczaja ciag wielomianow
ortogonalnych wzgledem miary p poprzez rekurencje

.Z'Pn(l’) = Pn+1($) + Bnpn(x) + fYnfanfl(x)?

z warunkiem poczatkowym Py(z) := 1. W pracy [M12| podatem wzor kombinatoryczny
pozwalajacy wyliczy¢ wolne kumulanty ze wspotczynnikéw Jacobiego.

Niech 3,(t), v,(t) oznacza wspotezynniki Jacobiego dla wolnej potegi splotowej ™
(ktora jest dobrze okreslona dla ¢ > 1). Funkcje B,,(t), v, (t) sa zawsze wymierne wzgle-
dem t. W pracy [M27] wykorzystalismy wyniki z [M12]| i udowodnilismy, ze jesli wszyst-
kie funkcje 3,,(t), vn(t) sa wielomianamito 5y = fs = ..., 71 = 72 = ..., czyli pnalezy do
wolnej klasy Meixnera. M6j wktad do pracy [27] to dowody dwoch waznych twierdzen:
Twierdzenia 1 i Twierdzenia 6 oraz wspotudzial w dowodach pozostatych wynikow.

4.5 Liczby Catalana ﬁ (2":1) pojawiaja w wolnej probabilistyce jako momenty roz-
ktadu Marchenko-Pastura, ktory w tej teorii jest odpowiednikiem rozktadu Poissona,
oraz jako parzyste momenty rozktadu Wignera (odpowiednik rozktadu normalnego).

Ich uogoélnieniem sg liczby Fussa-Catalana ("pnﬂ) nle. Maja one dwie ciekawe wtasno-
sci (wzory (5.58) i (5.59) w [9]): funkcja tworzaca By(z) = Y oc o (") -2 spelnia

n=0\ n /np+l
rownanie
(1) By(2) =1+ By(2)"

oraz zachodzi wzér Lamberta:

n

> np—+r\ rz
@) ser=3 (")
— n np—+r
np+7‘> r

Nasuwaja si¢ naturalne pytania: Dla jakich parametréow p,r € R ciag ( A v jest do-
datnio okreslony? Czy odpowiadajace im rozktady maja zwiazki z wolna probabilistyka?
W pracy [M14] udowodnitem nastepujace

Twierdzenie 1. Jeslip > 1, 0 < r < p to ciag (”pw)ﬁ jest dodatnio okreslony.

n

Ciag (”p”) " jest tez dodatnio okreslony dla r = 0 bo wtedy jest rowny (1,0,0,...)

n np+r
oraz dlap <1, p—1<r <0, co wynika ze wzoru (”p;”)”?(l;—ﬁ = ("“‘np)_’”) Ty

Dlatego od tej pory bedziemy zaktadac, ze p,r > 0. W dowodzie korzystalem z me-
tod wolnej probabilistyki. Oznaczajac odpowiednia miare probabilistyczna przez u(p, r)
udowodnitem miedzy innymi, ze wolna R- i S-transformata u(p,r) jest réwna odpo-
wiednio

T 142 1r _ 1 r—p) /1
Ryupr) (2) = Bp—r(2)" — 1, Supr)(2) = %(1 4 z) P
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We wspolnej pracy z Pensonem i Zyczkowskim [M28| podalismy nowy dowod Twierdze-
nia 1, w ktérym uzywalismy splotu Mellina rozktadéw typu beta. Ponadto gestosci miar
w(p,r) wyrazilliémy poprzez funkcje Meijera, a w kilku przypadkach poprzez funkcje
elementarne. Moj wktad do [M28| to dowod waznych wynikow: lematu 2.2 i twierdze-
nia 2.3, udziat w dowodach wszystkich wynikow.

W pracy z Pensonem |[M31] udowodnili$my, ze prawdziwa jest réwniez odwrotna
implikacja: jesli p, > 0 to ciag ("pn”) wnr Jest dodatnio okreslony wtedy i tylko wtedy
gdy p > 110 < r < p, oraz ze analogiczne twierdzenie zachodzi dla wspotczynnikow
dwumianowych ("p t:fl )

W pracy [M14| udowodnilem ponadto, ze jesli 0 < 2r < pir+1 < p to miara u(p,r)
jest nieskoriczenie podzielna wzgledem addytywnego splotu wolnego. W pracy [M39]
pokazalismy, ze rowniez rozklady u(p,p) dla 1 < p < 2 sa nieskoriczenie podzielne,
co wiecej, w tym szczegdlnym przypadku miary te sg tez samorozkiadalne wzgledem
wolnego splotu, oba wyniki sa mojego autorstwa (podrozdziaty 3.1, 3.2).

Po publikacji [M14]| pojawily sie rowniez inne dowody Twierdzenia 1: Liu i Pego [15],
Forrestera i Liu [8] oraz Zhu [18], a praca [M14| ma wiele cytowar: w MathSciNet (44),
w Web of Science (51) oraz w OEIS (55).

5. Opis pozostalych osiggnie¢ naukowych lub artystycznych, niewymienio-
nych w pkt. 4.

o Nieujemna linearyzacja wielomianow ortogonalnych. Dla ciagu wielomianéw orto-
gonalnych P, (z) zadanych przez rekurencje:

xpn(x) = OénPnJrl(x) + ﬁnPn(x) + ’Ynflpnfl(x)a

Py(x) := 1, gdzie wspotezynniki «v,, 8., v, speliaja: 8, € R, a,, v, > 0, wspdtczynniki
linearyzacyjne sg zdefiniowane nastepujaco:

P(z)Pa(z) = g(m,n, k) Py(x).

W pracy [M19] podalismy warunek wystarczajacy na to aby wszystkie wspotezynniki
g(m,n, k) byly nieujemne. Jeden z wnioskow jest nastepujacy: jesli ciag /3, jest rosnacy
oraz @Y < (Bute — Bus1)? dla kazdego n > 0 to wszystkie wspolezynniki g(n,m, k)
sa nieujemne. W pracy sa dwa dowody gtownego twierdzenia, jeden z nich (rozdzial 3)
jest mojego autorstwa. Podobna tematyka zajmowalem si¢ rowniez w pracy [M13].

e Splot warunkowo wolny. Niech (A;);e; bedzie rodzina zespolonych x-algebr z je-
dynka, na kazdej z nich sa ustalone dwa stany ¢;,);. Bozejko, Leinert i Speicher [3]
udowodnili, rozszerzajac konstrukcje Voiculescu [17] iloczynu wolnego reprezentacji, ze
na iloczynie wolnym A := x;c1.A; istneja stany ¢, ¢ takie, ze ¢4, = ¢4, V|4, = ¥; oraz

gb(alag Ce an) = ¢i1 (a1)¢i2 (CLQ) ce ?bzn (Cbn), @D(al(lg N an) =0

oilen > 1, a, € A, ¥, (ar) = 0 oraz iy # iy # ... # i,. Uzywajac tej konstrukcji
mozna zdefiniowa¢ taczne i przemienne dziatanie, zwane splotem warunkowo wolnym,
na parach rozktadow w taki sposob, ze jesli a € A; ma rozktad p; wzgledem ¢; i roz-
ktad 14 wzgledem ; oraz b € A; ma rozklad po wzgledem ¢, i rozktad vy wzgledem
Yy, 1 # 7, to (w1, v1) Be (o, 12) = (1, v) o ile a + b € A ma rozktad p wzgledem ¢ i
rozklad v wzgledem . Warto wspomnieé¢, ze v = v H 15 oraz ze jesli vy = vy = g
to v = g oraz 1 = p1 W s, gdzie W oznacza splot Boolowski. W pracy [M8| udato mi
sie rozszerzy¢ te wyniki, dopuszczajac ze stany ¢;, ¢ sa o wartosciach operatorowych na
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ustalonej przestrzeni Hilberta. W konsekwencji otrzymujemy taczne i przemienne dzia-
lanie na parach miar (u, V), przy czym pierwsza miara jest o wartosciach operatorowych
na ustalonej przestrzeni Hilberta. To pozwala na zdefiniowanie splotu Boolowskiego W
dla takich miar. Udowodnitem w szczegdlnosci, ze jesli E, F' sa miarami spektralnymi
ograniczonych operatoréw samosprzezonych A, B to E'W F jest miara spektralna opera-
tora A+ B. W pracy |[M7| podatem jeszcze ogolniejsza konstrukeje reprezentacji, ktora
prowadzi do wiekszej rodziny stanow.

e Liczby Avala. Liczby

-1
) n—ko—— p_lp TZ—]_—I—]{?Z
en(ko,...,k}p_l) . H( k)l )7

n .
=0

gdzien > 1, ko, ..., ky—1 >0, ko + ... + k,—1 < n, pojawily si¢ w pracy Avala [1] jako
uogolnienie liczb ballotowych Z—jr',z(”:k) Aval udowodnil, ze e, (ko, ..., ky,—1) jest rowne
liczbie ciagow (xq,...,zn) takich, ze: 1) x; € {1, —p}, 2) wszystkie sumy czesciowe
Sj = x1+x9+...+x; sanieujemne, 3) zy = 1, 4) p dzieli sume Sy, 5) liczba wyrazow
rownych 1 jest rowna np oraz 6) k, jest liczba takich j ze x; = —p i p dzieli S; —r.

W pracy [M15] udowodniltem, ze w otoczeniu z = 0 funkcja tworzaca

F(z):= Zz” Z ek(ko,...,kp,l)aé”o...a?’_‘ll,

n=1 ko,....,kp—12>0
ko+...+l€p71<n

z parametrami a; € R, jest odwrotna do

1 — (1 — Qp_
sz:w( +w—agw)...(1+w—a, 1w).

(1 + w)rt
W konsekwencji udowodnitem, ze jesli a; > 0 to ciag
Fep—
Sp = Z ex(ko, ... kp_1)ag’ ... a7,

ko....kp—12>0
ko+...+kp_1<n

s := 1, jest ciaggiem momentow rozktadu ktory jest postaci
p(ao) B p(ar) X ... W pu(a,-1),
gdzie X oznacza wolny splot multyplikatywny, a p(a) oznacza nastepujacy rozktad:
Vdaxr — x?
pla) =
2nx(l — z + ax)
gdzie atom(a) = 1225, ;_) jesli 0 < a < 1/2, atom(a) = 0 dla a > 1/2.

l—a

X(0,40)dx + atom(a),

o Liczby typu Fulera. W pracy [M32| wprowadzilismy nastepujaca definicje liczb Eu-

lera typu D: Przez B,, D,, D, bedziemy oznaczaé zbiér ciagow (o1, ..., 0,) takich ze
0; € Z, (|o1], ..., |on|) jest pemutacja zbioru {1,...,n}, oraz liczba wyrazow ujemnych
w ciagu (o1, ...,0,) jest odpowiednio dowolna, parzysta, nieparzysta. Definiujemy

desc(o) == #{k: 1 <k <n,o_1 < o},
gdzie oy := 0, oraz

D(n,k) := #{0 € D, : desc(c) =k},  D(n, k) :=#{c € D, : desc(c) = k}.
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Zbadalismy szereg wtasnosci liczb D(n, k), D(n, k). Zaraz po publikacji w arXiv praca
[M32| zostala odnotowana w encyklopedii OEIS, gdzie pojawily sie nowe artykuty:
A262226 7 liczbami D(n, k) oraz A262227 z liczbami D(n, k).

W pracy [M36] badalismy z kolei liczbe B(n,k,j) takich permutacji o € B, ze
desc(o) = k i liczba ujemnych wyrazéw wynosi j. Udowodniliémy miedzy innymi, ze
liczby b(n, k, j) == B(n,k,j)/(}) tez sa calkowite i ze b(n,k, j) jest liczba permutacji
0=(01,...,0041) € Spy1 takich, ze oy = j+1. Liczby te byly badane przez Congera [7].

Obie prace sa rozszerzona wersja prac magisterskich moich magistrantek, przy czym
dodatkowo sa w nich moje wyniki: twierdzenia 2.1, 3.1, 4.10 w [M32], rozdzialy 4,5,6 w
[M36].

e Rodziny CSK. Naturalng rodzina wyktadnicza (natural exponential family, NEF)
generowang przez rozktad v nazywamy rodzine miar probabilistycznych postaci

{exp (0z — k,(0))v(dz)}s,

gdzie k,(0) := log (fj;o exp(fz)v(dzx)), a 6 jest takie ze k, (f) < co. W podobny sposob
Bryc [4] wprowadzit pojecie Cauchy-Stielties Kernel (CSK) family zastepujac funkcje
exp(fzx) przez funkcje 1/(1 — 0z) Dla kazdej takiej rodziny, generowanej przez rozktad
v, definiuje sie funkcje V, (m)-wariancja jako funkcja wartosci sredniej, przy czym funk-
cja V(m) definiuje dang rodzine jednoznacznie. Zbior wszystkich takich funkeji V,,(m)
odpowiadajacym rozktadom v o nosniku zwartm, sredniej 0 i wariancji 1 oznaczymy V),
symbolem V,, oznaczymy zbior tych V € V dla ktorych V(em) € V dla kazdego ¢ € R.
Uzywajac metod wolnej probabilistyki udowodnilismy w pracy [M37] miedzy innymi
nastepujace twierdzenie (ktore jest odpowiednikiem klasycznych wynikow Morrisa [14]
i Letaca-Mory [13| dla NEF):

Twierdzenie. Wielomian V(m) = 1+ am + bm? + cm? jest w klasie V wtedy i tylko
wtedy gdy (b+ 1) > 27¢%. Co wiecej, V € V,, wtedy i tylko wtedy gdy b® > 27¢2.

Udowodnilismy tez, ze V,, € V,, wtedy i tylko wtedy gdy v jest nieskoniczenie po-
dzielna wzgledem addytywnego splotu wolnego. M6j wktad to udziat w dowodach twier-
dzen z rozdzialéw 2 i 4 oraz opracowanie waznego przyktadu (podrozdzial 4.1).

e Quadratic Embedding Constant. Dla grafu nieskierowanego spojnego G = (V, E)
Obata i Zakiyyah [16]| zdefiniowali wspotezynnik:

QEC(G) :=sup{(f, Df) : f € Co(V), ([, ) =1,(1, f) = 1}

(quadratic embedding constant), gdzie D oznacza macierz odleglosci grafu G: D =
(d(u, v)ypev), d(u, v) oznacza naturalng odlegtos¢ wierzchotkow u, v € V., Cy(V') znacza
zbiér wszystkich funkcji f : V' — R o no$niku skonczonym, 1 oznacza funkcje stale rowna,
I naV, a () oznacza iloczyn skalarny: (f,g) := > .\ f(u)g(u). Warunkowa ujemna
okreslonos¢é macierzy D jest rownowazna temu ze QEC(G) < 0. Wiele przykladow
zostato przeliczonych w [16] i w nowszych pracach Obaty i jego wspotautorow. Glowne
wyniki pracy [M3§] to

1) oszacowanie QEC(G) dla grafu G ktory jest x-produktem grafow G, ..., G,, jesli
znamy QEC(GYy,), gdzie *-produkt oznacza, ze w kazdym grafie G wybieramy ustalony
wierzchotek v, a nastepnie utozsamiamy wszystkie vy, ,sklejajac” grafy Gy w jeden graf
G, oraz

2) udowodnienie ze QEC(Z) = —1/2, gdzie Z traktujemy jako graf z krawedziami
{n,n+1},n e Z

Pierwszy wynik udowodnilismy wspolnie, drugi jest mojego autorstwa.



W mojej nowszej pracy |[M16] wyliczytem dokladna wartosé statej QEC dla grafow
pOStaCi Pn = (‘/7 E)7 V= {17 27 te an}a E:= {{17 2}7 {27 3}7 Cey {n— Ln}} (nOdCinki”)i

—1

QEC(P) = T ooy

Waznym krokiem w dowodzie byla charakteryzacja tych par (s,t) € R? dla ktérych
macierz [min{é, j} + s+t - d;;];,_; jest dodatnio okreslona.

6. Opis osiggnieé¢ dydaktycznych, organizacyjnych i popularyzujacych na-
uke lub sztuke.

6.1. Osiggniecia organizacyjne:

e udzial w organizacji wielu konferenc;ji,

e udziat w redakcji dwoch toméw Banach Center Publications: 73 Quantum pro-
bability. Proceedings of the 25th QP Conference on Quantum Probability and
Related Topics held in Bedlewo, June 20-26, 2004 oraz 78 Noncommutative
harmonic analysis with applications to probability. Papers from the 9th Work-
shop held in Bedlewo, September 29—-October 10, 2006,

e od wielu lat jestem przewodniczacym wydziatlowej komisji rekrutacyjnej na stu-
dia magisterskie na kierunek matematyka.

6.2. Osiggniecia dydaktyczne:

e promotor 21 prac licencjackich, 65 prac magisterskich i jednej pracy doktorskiej,

e autorskie wyktady dla studentéw: analiza 1, algebra liniowa, matematyka dla
studentéw chemii, matematyka dla studentéw geologii, matematyka dla studen-
tow biotechnologii, analiza i topologia, kombinatoryka.

6.3. Osiggniecia popularyzatorskie: brak.
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