cl2.1

cl2.2

cl2.3

z12.1

z12.2

712.3

z12.4
7z12.5

Wyktad z analizy
TYDZIEN 12.

CALKI WIELOKROTNE

CWICZENTA

Oblicz objetosé bryly pod wykresem z = f(x,y). Skorzystaj z calek iterowanych, i oblicz je w obu
kolejnoéciach.

@) flzyy) =x+4y, 0<zx <2, 1<y<2, () fla,y) =322y +1, 1<z <2, 1<y<3,

(€) flz,y) = oy +2r+y, 0 <z <1, 0<y<4, (d) f(z,y) =cosxzcos2y, 0 <zx<7/2, 0<
y <m/4,

() flwy) =€V, 0<z<i 0<y<l, f) fleyy) =y?e ™, 0<a<1,0<y<9

Oblicz nastepujace calki.

a) f3 [0 2z —y)ddy,  (b) [, [} 2%y dudy,

(c) f_22 f33(3$2?] — xy?) dz dy, (d) OSW/Q 077/2 cos x sin 2y dz dy,

(e) 07T/3 OW/2 cos(2z + y)dz dy, (f) fol fi)l ze Y dx dy.

Oblicz [ [, f( x ,y) dx dy

(a) f(z,y) = 2%y, D jest tréjkatem o wierzchotkach (0,0), (0,1), (1,1),

(b) f(z,y) = zy, D jest kwadratem o wierzchotkach (1,0), (0,1), (—1,0), (0,—1),

(¢) f(z,y) = 3z + 4y, D jest wnetrzem kota jednostkowego,

(d) f(z,y) = zy, D jest ograniczony krzywa y = sinz i odcinkiem 0 < z < 7,

(e) f(x,y) = \/R2 — 22 — y2, D jest wnetrzem okregu 22 + y? = R? (zinterpretuj wynik),

(f) f(z,y) = cos(z+y), D jest obszarem wycietym przez osie wspélrzednych pomiedzy dwoma prostymi
réwnoleglymi o wspdlezynniku kierunkowym 2 przechodzacymi przez punkty (1,0) i (2,0).

ZADANIA

Korzystajac z geometrycznej interpretacji calki podwojnej jako catek iterowanych udowodnij nastepu-
'ch wlasnosci
ffDaf z,y)dedy = o [ [, f(x,y)dxdy, dla dowolnej stalej o,

b) [ [p f@ y ) dx dz < ffpgfc y) dx dy jezeli f(z,y) < g(z,y) w D,
o [ [pflay)dedy= [ [, flz,y)dedy+ [ [, f(x,y)dxdy jezeli D jest roztaczna suma D1 i Do.

Niech f(z,y) = (2% +y* + 6)/zy dla zy # 01 f(z,y) = 77 dla 2y = 0. Czy f(z,y) jest kawatkami
ciagla na kazdym skonczonym przedziale? Czy jest ograniczona na kazdym przedziale skoniczonym?

Czy suma, réznica, iloczyn i iloraz funkcji kawalkami ciaglych sg kawalkami ciaglte? Czy trzeba co$
dodatkowo zalozy¢? Jesli tak, to co?

f(x,y) jest kawalkami ciagla na przedziale I. Czy sin f(x,y) jest kawalkami ciagla na I?

o(z,y) 1 ¥(x,y) sa funkcjami schodkowymi na pewnym przedziale I. Udowodnij, ze funkcja M (x,y) =
max{¢(x,y), ¥ (x,y)} (wigksza z liczb ¢(z,y) i ¥(x,y)) tez jest schodkowa.



