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Wyktad z analizy
TYDZIEN 14.

CALKI WIELOKROTNE III, CALKI KRZYWOLINIOWE

CWICZENIA

Oblicz catke [[[,, f(x,y,z)dxdydz

(a) f(x,y,2) = 2%, D jest bryla ograniczona sfera x2 + 3 + 22 = 4,

(b) f(z,y,2) = xyz, D jest czescia kuli jednostokowej lezaca w obszarze = > 0, y > 0, z > 0,

(c) f(x,y,2) = (22 +y? + 2%)3, D jest brylta opisang przez = > 0, y > 0, 22 4+ 3% + 22 < V/3,

(d) f(x,y,2) = xy?, D jest przekrojem kuli jednostkowej, pétprzestrzeni z > 0 i stozka x2 + y? < 22.

D jest obszarem okre$lonym przez 2 4+ y? + z* > 1. Dla jakiej wartosci o catka niewlasciwa [ [, (z* +
y? + 22)~*/2 dx dy dz istnieje?

Oblicz objetos¢ bryty

(a) ograniczonej sfera o2 + y% + 22 = 25 i plaszczyznami z = 3, z = 4,

(b) powstalej przez usuniecie stozka 3(x? + y?) < 22 z pétkuli z > 0, 22 +y? + 22 <9,
(c) ograniczonej sferami z2 + y% + 22 = 1, 2% + 3% + 22 = 4 i stozkiem 22 + y? = 22,

(d) ograniczonej z goéry przez sfere a2 + y% + 22 = 22, a z dohu przez stozek 22 + y? = 22.

Oblicz catki krzywoliniowe
a) [,ydx+ xdy, C okreslone przez x(t) =t +1, y(t

2 —1, 0< <2,
b) [o(z+y)de + (x —y) dy, C okredlone przez :c( ) =t

) =

( =12 +1, y() -1, 1<t<2,

(¢) Jpycoszdr —xzcosydy, C okreslone przez x(t) =t, y(t) =2t, 0 <t < w/4,

(d) J,ye* dx + xze? dy, C okreslone przez x(t) =t, y(t) =4t, 0 <t <1,

(e) [o(z® +y)dx — (x +y?) dy, C okredlone przez x(t) = sint, y(t) = cost, 0 <t < 7/2.

() fcyda: + (1 4+ z)dy, C jest pélokregiem y = v/1 — 22 od punktu (1,0) do (—1,0) polaczonym z
odcinkiem prostoliniowym od (—1,0) do (0,0).

(g) fc (22 +y?) dx + 22y dy, C jest najkrétsza droga po jakiej pajak moze przejéé na plaszczyznie xy z
punktu (—2,0) do (1,0), jezeli nie moze wejs¢ do kota jednostkowego (sa dwie najkrétsze drogi, catka
jest taka sama po obu).

(h) [, (z+y)de(z—y)dy, C jest elipsa (z*/a*)+ (y*/b*) = 1 przebiegniety raz w kierunku odwrotnym
do ruchu wskazéwek zegara, zaczynajac w punkcie (0, ).

Upewnij sie, ze calki nie zaleza od wyboru konkretnej drogi catlkowania z punktu P do @ i oblicz
a) JoAdz + Bdy, P= (ffo,yo) Q= (z1,91),

b) [l y2 — 2xy) da + (2zy — 2%) dy, P = (1,1), Q = (~1,-2),

o) Jpx(a® +y?) 1/2dx+y(ac + %)~ 1/2dy, =(3,4), Q = (5,12).

Z ADANIA

Udowodnij wlasnosci calki krzywoliniowej:
a) [ (Pdr+Qdy=— [, Pdx+Qdy,
(b) Jo,i0, Pdz+Qdy = [, Pdx+Qdy+ [, Pdr+Qdy.



