Wyktad z analizy
TvyDzIEN 101 11.
ROZNICZKOWANIE FUNKCJI WIELU ZMIENNYCH
10.1 Niech f(x,y) bedzie funkcja dwdch zmiennych, i niech druga wspélrzedna bedzie ustalona y = yo.

Rozwazana funkcja zalezy tylko od x, a wiec jest funkcja jednej zmiennej. Zalézmy, ze powstala w ten
spos6b funkcja jest rézniczkowalna w punkcie xq, czyli ze istnieje granica ilorazu réznicowego

lim f(xo +h,y0) — f(x0,Y0)
h—0 h

Granice ta nazywamy pochodng czgstkowq funkcji f(x,y) wzgledem zmiennej x w punkcie (xg, yo). Ozna-
czamy ja

of
92’ lub fz-
Tak wiec
gzaf(-%y):l f(x—i—h,y)—f(a:,y)
Ox ox h—0 h ’

Pochodna czastkowa wzgledem drugiej zmiennej okredlona jest podobnie

%Hm f(a:,y—l—h)—f(x,y)

8y h—0 h

Pochodne czastkowe sa wiec pochodnymi funkcji jednej zmiennej, i obliczamy je uzywajac metod pozna-
nych ma kursie analizy funkcji jednej zmiennej. Nalezy zawsze pamigtaé¢ ktéra zmienna jest ustalona, i
ma by¢ traktowana jako stala, a ktéra jest ,zmienna catkowania”.

10.2 Przyktad: Policzymy pochodne czastkowe funkcji f(z,y) = sin(2? + y) w punkcie (0, 7).

dsin(x? +y)
Ox

dsin(2? +y)

a9 = cos(z? + ).

= 2z cos(z? + y),

Wstawiajac x = 0, y = 7 otrzymujemy, ze pochodne czastkowe sg réwne odpowiednio 0 i —1.

10.3 Funkcja moze mie¢ pochodne czastkowe w jakim$ punkcie, i nie by¢é w nim nawet ciagla. Niech

f(xay):()a dlaa:y:(), f(’l,’,y):l, dla xy7£0
Latwo zauwazy¢, ze obie pochodne istnieja w punkcie (0,0), i ze f(x,y) nie jest w tym punkcie ciagla.

10.4 Niech funkcja f(z,y) bedzie okreSlona w otoczeniu punktu (zg,yo) i ma w tym otoczeniu obie
pochodne czastkowe, ktére w dodatku sa funkcjami ciagtymi (z,y). Wtedy méwimy, ze f(x,y) jest rdz-
niczkowalna w sposdéb ciggly w otoczeniu (zg, yo). Wiekszosé funkcji dwoch zmiennych pojawiajacych sie
w zastosowaniach to funkcje rézniczkowalne w sposob ciagly. Dla takich funkcji prawdziwe jest nastepu-
jace twierdzenie

Twierdzenie (o przyblizaniu funkcja liniowa). Niech f(x,y) bedzie rézniczkowalna w sposdb ciggly
w otoczeniu punktu (xo,Yo), a 2o, a i b bedg wartosciami f i jej pochodnych czgstkowych w (zo,yo):

20 = f(z0,Y0), a = fu(w0,Y0), b= fy(zo, o)

Wtedy f(x,y) mozna zapisaé jako

f(@,y) =20+ a(z — z0) + b(y — yo) + V(z — 20)% + (y — y0)2 7(2,y),
1



gdzie
r(x,y) jest funkcja ciggle w (xo,yo0) i r(zo,yo) = 0.

Zauwazmy, ze funkcja
z =20+ a(z — x0) + b(y — yo)

jest funkcja liniowg zmiennych x,y. Twierdzenie mowi wiec, ze funkcje rozniczkowalng w sposéb ciagly
mozna w otoczeniu punktu (2o, yo) przybliza¢ funkcja liniowa. v/(z — x0)% + (y — yo)2 7(z, y), czyli blad
tego przyblizenia jest maly, mniejszy niz odleglosé punktu (z,y) od punktu (zg,yo). Zauwazmy, ze z
twierdzenia wynika, ze f(x,y) jest ciagla w punkcie (g, y0). Wykres funkcji liniowej

z =20+ a(z — xo) + b(y — yo)
jest plaszczyzna, jest to tak zwana plaszezyzna styczna do wykresu funkcji f(x,y) w punkcie P =

(20,Yo, 20). Prosta prostopadla do plaszczyzny stycznej, przechodzaca przez punkt P nazywa sie nor-
malng wykresu f(z,y) w punkcie P. Normalna wykresu ma reprezentacje parametryczna

T = x0 + at, Yy = yo + bt, z=2zy—t,

gdzie zp,a,b maja takie znaczenie, jak w twierdzeniu, czyli zy jest wartoscia a a i b sg wartodciami
pochodnych czastkowych funkeji f(z,y) w punkcie (zo, yo).

10.5 Przyktad: Znajdziemy réwnanie plaszczyzny stycznej do sfery z? + y? + 22 = 29 w punkcie
(2,3,4). Gérna czasza sfery jest wykresem funkcji

z2=1/29 — 22 — 42

Funkcja ta jest rézniczkowalna w sposéb cigglty w obszarze x2 + y? < 29. Obliczamy zg, a i b.

20 =129 —22 —32=1/16 =1,

NG g . |

- Oz z=2,y=3 B < V29 — x? — y2> z=2,y=3 - Ik
y_ OV _ <_+> _ 3
0y z=2,y=3 V29 —a? —y? z=2,y=3 4

Wstawiajac do wzoru otrzymujemy réwnanie plaszczyzny stycznej:

s=d-(@-2) - 2(y-3),

czyli
20+ 3y +42—-29=0.

10.6 Reguta lanicuchowa, czyli wzor na rézniczkowanie funkcji ztozonej jest podobna, chociaz troche
bardziej skomplikowana, do reguly tancuchowej dla funkcji jednej zmiennej. Niech beda dane trzy funkcje

z = F(z,y), z = ¢(u,v), y = Y(u,v),

i utwérzmy funkcje ztozona

Z = F(¢(ua U)a w(ua U))
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Twierdzenie (reguta taficuchowa). Niech F(x,y) bedzie rézniczkowalna w sposéb ciggly w otoczeniu
punktu (xo,yo), a ¢(u,v) i P (u,v) réiniczkowalne w sposddb ciggly w otoczeniu punktu (ug,vo), przy czym
d(ug,vo) = xo, i Y(ug,vo) = yo. Wtedy funkcja zlozona z = F(Pp(u,v),¥(u,v)) jest rézniczkowalna w
sposdb ciggly w otoczeniu punktu (ug,vo), oraz

9z _0F0¢ OF0y 0z OFO0¢ OF

du Ox du Oy Ou’ dv  Ox ov Oy v’
gdzie pochodne czgstkowe wzgledem u i v obliczone sq w punkcie (ug, vo), a pochodne czgstkowe wzgledem
x iy w punkcie (xo,Yo)-

Regule tancuchowa mozemy zapisaé¢ krétko

Zu:FzI'u‘i’Fyyua Zv:szv+Fyyv~

10.7 Przyklad: Niech F(x,y) = e®, ¢(u,v) = u? i ¥(u,v) = uv. Obliczamy

Fx(.ﬁ,y) = yemyv Fy(xay) = ze™?, ¢u(ua U) = 2u, ¢U(U7U) =0, ’Qbu(u, U) =, w’u(ua U) = u.
Niech z(u,v) = F(é(u,v),¥(u,v)), i podstawiamy do wzoru

3 3 3
20 (1, ) = ye®2u + ze™v = uve® V2u + ue® Yv = Julve™ "V,

- 3
2, (u,v) = ye™ - 0 4 ze™u = ude" .

10.8 Regule tancuchowa mozemy zastosowaé w szczegdlnym przypadku, gdy ¢ i ¢ zaleza od tylko
jednej zmiennej ¢(s) 1 ¥(s). Wtedy funkcja zlozona z = F(¢(s), ¢ (s)) jest funkcja jednej zmiennej oraz

dz OFdx OFdy
ds  oxds  dyds
czyli
2'(s) = Fu(6(5),9(5))9' (8) 4+ Fy(d(s), ¥ ()" (5).

Pochodna ta to predko$é¢ zmian funkcji F(x,y), gdy punkt (z,y) porusza sie po krzywej (¢(s), ¥(s)).
Jezeli krzywa ta to prosta
x(s) = xo + scosb, y(s) = yo + ssinb,

(czyli prosta przechodzaca przez punkt (xo,yo), o kacie nachylenia 6, sparametryzowana dlugoscia tuku
od punktu (g, %0)), to pochodna z'(s) w punkcie s = 0 to predkos$¢ zmian funkcji F'(z,y) w kierunku 6.
Nazywamy ja pochodng kierunkowq funkcji F(x,y) w punkcie (o, yo) w kierunku (cos @, sin #). Obliczajac
pochodna kierunkowa, z reguty tancuchowej, otrzymujemy

2'(s) = Fy(wo 4 scosb,yo + ssinh)) cos 0 + F,(zo + scosb, yo + ssinf))sin 6,

czyli
2'(0) = Fy(xo,y0) cos 0 + F,(zo,yo) sinb.

Funkcja przyporzadkowujaca kazdemu punktowi (x,y) wektor (Fi(z,y), Fy(z,y) (jest to funkcja dwéch
zmiennych o warto$ciach wektorowych) nazywa sie gradientem funkcji F(x,y)

grad F = (F,, Fy).



Przypominajac sobie pojecie iloczynu skalarnego zauwazmy, ze pochodna kierunkowa F'(z,y) w kierunku
u to iloczyn skalarny
(grad F,u).

Wartosé tego iloczynu skalarnego wynosi |grad F'||u| cos «, gdzie « jest katem pomiedzy wektorami grad F’
i u. Jak wida¢, w danym punkcie wartos¢ pochodnej kierunkowej jest najwieksza w kierunku dla ktérego
cosa = 1, czyli dla kierunku gradientu. Tak wiec gradient wskazuje kierunek najszybszego wzrostu.
Wartosé tego najszybszego wzrostu, czyli najwieksza warto$¢ pochodnej kierunkowej w danym punkcie

to
lgrad F| = |/ F2 + F2.

Punkty w ktérych gradient jest wektorem zerowym nazywaja cie punktami krytycznymsi funkcji.

10.9 Przyklad: Niech F(z,y) = 2%y — 2z — y. Znajdziemy gradient, punkty krytyczne, wektor jed-
nostkowy wskazujacy kierunek najszybszego wzrostu w punkcie (3,1) i pochodna kierunkowa w punkcie
(3,1) w kierunku (cos §,sin I). Obliczamy F,(z,y) = 2zy — 2, Fy(z,y) = #* — 1. Otrzymujemy

grad F(z,y) = (2zy — 2,22 — 1).

W punkcie krytycznym obie wspéhrzedne gradientu musza byé zerami, a wiec 22 = 1 i 2y = 1. Otrzy-
mujemy wiec dwa punkty krytyczne (1,1) i (—=1,—1).

grad F(3,1) = (4,8).

Dzielac ten wektor przez jego dlugos$é otrzymujemy wektor jednostkowy wskazujacy w tym samym kie-
runku 1 1 1

W(AL,S) = 4\/5(4,8) - %(172),

Obliczamy iloczyn skalarny gradientu i zadanego kierunku w punkcie (3,1)

1 1 4 8
(4.8). (7 BN =7+ 5= 6v/2.

10.10 Kiedy staramy sie sobie wyobrazi¢ wykres danej funkcji F(z,y) pomocnym narzedziem sa
poziomice. Sa to krzywe, na ktérych wartosé funkcji jest stala. Zalézmy, ze przez punkt (zg,yo) na
plaszczyZznie przechodzi poziomica (¢(t),v(t)), i punkt (x,yo) odpowiada wartosci parametru to. Jest
to typowa sytuacja, mozna udowodnié¢ (jezeli pochodne czastkowe funkcji sa rézniczkowalne w sposob
ciagly), ze przez kazdy punkt plaszczyzny, nie bedacy punktem krytycznym F'(x,y) przechodzi doktadnie
jedna poziomica. Czyli mamy

F(p(t),v(t)) = c.

Roézniczkujemy obie strony, i podstawiamy t = tg

Ey(0,90)¢' (to) + Fy(zo, yo)¥' (to) = 0.

Widzimy wiec ze wektor styczny do poziomicy (¢(t), )’ (t)) jest zawsze prostopadly do gradientu
(Fy(z,y), Fy(x,y)). Jest to analityczny dowdd faktu intuicyjnie oczywistego: kierunek najszybszego wzro-
stu jest prostopadty do poziomicy.

10.11 Pojecie pochodnej czastkowej przenosi sie w sposéb oczywisty na funkcje dowolnej liczby zmien-
nych. Na przyklad, funkcje trzech zmiennych f(z,y, z) mozna rézniczkowaé wzgledem trzech zmiennych, i
otrzymujemy trzy pochodne czastkowe, oznaczane f,, fy, f.. Zachodzi odpowiednik reguty tancuchowe;j.
Jezeli n funkcji m zmiennych zlozymy z funkcja n zmiennych

z = F(¢1(U’17"' ,Um),'-- a¢n(ula"' ,’U,m)),



to zachodzi wzor
0 OF 0 OF 0 OF O¢,

ou;  Oxy Ou; | Owg Ou; | Oxy Ouy’

dla wszystkich j = 1,...,m (oczywiscie przy odpowiednim zalozeniu rézniczkowalnosci funkeji sktado-
wych.

10.12 W przypadku funkcji trzech zmiennych f(x,y, z) gradient (fz, fy, f-) jest wektorem tréjwymia-
rowym. Podobnie jak w przypadku funkcji dwoch zmiennych mozemy wprowadzi¢ pojecie poziomicy. W
tym wypadku nie bedzie to krzywa a powierzchnia, i bedzie zawsze prostopadla do gradientu (to znaczy
plaszczyzna styczna do poziomicy bedzie prostopadia do gradientu).

10.13 Roézniczkujac pochodne czastkowe ponownie otrzymujemy pochodne czastkowe drugiego rzedu.
W przypadku funkcji dwéch zmiennych mozliwe sa nastepujace kombinacje

(Fl‘)i‘a (Fl)lﬁ (Fy)xv (Fy)y’

oznaczane po prostu przez Fi., Fpy, Fy., Fyy. Stosowane sg tez oznaczenia ,utamkowe”
0*F 0*F 0’F 0’F

0x?’ Oydzx’ Oxdy’ oy?’

Twierdzenie (ré6wno$é pochodnych mieszanych). Jezeli funkcja dwdch zmiennych f(x,y) ma wszyst-
kie pochodne czgstkowe rzedu 2, i sqg one wszystkie funkcjami cigglymsi, to

fxy = fy:c

Roézniczkujac funkcje n razy, wzgledem réznych zmiennych, otrzymujemy rézne pochodne czastkowe
rzedu n. Jak wynika z powyzszego twierdzenia, jezeli tylko rézniczkowana funkcja ma wystarczajaco
duzo ciaglych pochodnych czastkowych, wynik nie zalezy od kolejnosci rézniczkowan, a tylko od tego,
ile razy rézniczkowano wzgledem kazdej ze zmiennych.

10.14 Zachodzi nastepujace twierdzenie, umozliwiajace zamiane kolejnosci rézniczkowania z catkowa-
niem wzgledem réznych zmiennych.

Twierdzenie. Jesli funkcja f(x,y) jest rézniczkowalna w sposéd ciggly, to funkcja

L ’ fa)dy

zmiennej x jest rozniczkowalna w sposéb ciggly, oraz

§
Y

d é

— dy = (T, y) dy.

| fena= [ e
(Zakladamy, zZe f(x,y) jest okreslona i réiniczkowalna w sposéb ciggly w jakims przedziale A < x <
B, C<y<DizeC<y<d<D.)

Twierdzenie natychmiast rozszerza si¢ na przypadek, gdy f zalezy od zmiennej catkowania y i kilku
innych zmiennych, wzgledem ktérych mozna rézniczkowac.
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Whiosek. Przy tych samych zalozZeniach co w twierdzeniu, jezeliy(x) i 6(x) sq rézniczkowalne o cigglych
pochodnych to

d 5@ §(z)
- z,y)dy = «(z,y)dy — fz,v(2))y (z x,0(x))d’ ().
o fena= [ nend = 1@ @ - e @)

Dowdéd. Wniosek wynika natychmiast z twierdzenia. Utwérzmy funkcje trzech zmiennych G(z,v,d) =

f,f f(z,y)dy. Przy obowiazujacych zalozeniach G(z,~,0d) jest rézniczkowalna w sposéb ciagly, i korzy-
stajac z poprzedniego twierdzenia i z zasadniczego twierdzenia rachunku rézniczkowego otrzymujemy

)
Gol,7,) = / L@y dy,  Go(m7.8) = @), Gslw.7.8) = f(z,0).
vy

Stosujac regute tancuchowa mamy

d [°® d
o f(z,y)dy = —G(z,7(x),6(x)) = Gz + Gy (2) + G50 (2)
T Sy () x
o(x) , ,
= [ B0y f@A@n @) + S0 @),
YT
10.15 Przyktad: Niech u(p, ¢ fo ? frsin (pq?))dz. Znajdziemy up 1 uq. Korzystamy z twierdzenia,

rézniczkujac pod znakiem calkl Dodatkowa zmienna nie gra roli.

d 1 1 B 1

— (eac2 + zsin(pg?)) dor = / —(em2 + zsin(pg?)) dx = / xq? cos(pq?) dx
dp o Op 0

! 1
=q COS(qu)/ vdz = 5q* cos(pq?).
0
Podobnie

d o, Ly 1
— [ (e* + xsin(pg?))dz = / — (e + xsin(pg?)) dz = / x2pq cos(pg?) dx
dq Jo o ¢ 0

1
= 2pq cos(pq2)/ xdx = pqcos(pg?).
0

Twierdzenie 10.16. Jezeli funkcja f(z,y) spelnia fr(x,y) = fy(z,y) = 0 we wszystkich punktach
swojej dziedziny, to jest stala na tej dziedzinie.

(Zaktadamy, ze dziedzina funkcji sklada sie z jednego ,kawaltka”, czyli dowolne dwa punkty dziedziny
mozna polaczy¢ krzywa gladka.)

Dowéd. Niech (xo,y0) 1 (x1,y1) naleza do dziedziny, i niech beda polaczone krzywa gladka (z(t),y(t)),
0<t«1

z(0) = xp, z(1) = a1, y(0) = yo, y(1) = y1.
Niech F(t) = f(z(t),y(t)). Korzystajac z reguly lancuchowej otrzymujemy
F(t) = fo(@(t), y(8)' () + fy(x(t), y(1)y'(t) =0,

a wigc F'(t) jest stala, i F/(0) = F(1). Czyli f(zo,y0) = f(z1,91). O
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Whiosek. Jezeli dwie funkcje f(x,y) i g(x,y) majg identyczne pochodne czastkowe we wszystkich punk-
tach dziedziny, to réznig sie najwyiej o stalg.

Dowdéd. Wystarczy zastosowaé powyzsze twierdzenie do réznicy f(x,y) — g(z,y). O

Pojawia si¢ nastepujace pytanie. Czy mozna odtworzy¢ funkcje z dowolnych pochodnych czastkowych.
Innymi stowy, jezeli u(x,y) i v(x, y) sa dwoma funkcjami rézniczkowalnymi w sposéb ciagly, to czy mozna
znalezé funkcje f(z,y) spelniajaca

fl‘ = u, fy =.

Ze wzgledu na réwnos$é pochodnych mieszanych na pewno musi zachodzié
Uy = Vg.

Jest to tak zwany warunek calkowalnosci. Okazuje sie, ze jezeli u i v rozwazamy na przedziale, to warunek
calkowalno$ci wystarcza do znalezienia funkcji f(z,y).

Twierdzenie 10.17. Jezeliu(x,y) iv(x,y) sq¢ funkcjami rézniczkowalnymi w sposdéb ciggly na przedziale
otwartym I, oraz u, = vy na I to na I istnieje funkcja f(x,y) spelniajgca fy = u, f, = v. Funkcja
f(z,y) jest wyznaczona z dokladnoscig do stalej, wiec mozina jg dodatkowo wybraé tak, zeby jej wartosé
w ustalonym punkcie (xo,yo) dziedziny I byla ustalona na A. Tak wybrana funkcja f(xz,y) jest juz jedyna.

Dowdod. Najpierw zalozymy sobie, ze szukana funkcja istnieje, i

f(xo,y0) = A.

Korzystajac z tego, wyprowadzimy konkretny wzér na f(z,y). Uzyskamy wiec, ze taka funkcja moze byé
tylko jedna, i wzor, przy pomocy ktérego mozna bedzie funkcje zdefiniowaé. Niech (z,y) bedzie punktem
dziedziny I. Korzystajac z zasadniczego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego

x

F(@.y0) — A = F(@,y0) — (0, v0) = / Folt,yo) dt = / ult, o) dt,

0

fo) = S = [ fws)ds = [ otasds

Yo Yo

a wiec

z Y
flx,y) = A+/ u(t,yo)dt—i—/ v(x, 8)ds.
Zo Yo
Okazuje sie wiec, ze jesli f(x,y) jest szukana funkcja, to musi byé dana powyzszym wzorem. A wiec
taka funkcja moze by¢ tylko jedna. Na koniec wystarczy sprawdzié¢, ze prawa strona powyzszego wzoru
rzeczywiscie jest szukang funkcja. Wystarczy sprawdzi¢ pochodne czastkowe prawej strony, i jej wartos¢
w punkcie (xg,yo)-

0 * 4 0A o [* o [Y
2 <A+/%u<t,yo>dt+/yov(x,s>ds> _a 2 mou(t,yo)d“r%/yov(%s)ds
Yy

=0+ u(z,yo) + /y vz (x, ) ds = u(z, yo) +/ us(x,s)ds

- U(’l},yo) + (U(Za y) - U(CE, yO)) = u(x, y)

Podobnie 5 . ’
a (A+/ u(t,yo)dt—i—/ U(m,s)ds> =0+0+v(z,y)

Zo Yo
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W koncu, latwo zauwazy¢, ze jezeli podstawié (zg,yo) w miejsce (z,y), to otrzymamy A. O
10.18 Przyktad: ZnajdZzmy funkcje f(x,y) spelniajaca
felz,y) = 322y + 292, fy(z,y) = 23 + oy — 1, f(1,1)=4.
Najpierw sprawdzamy warunek catkowalnosci
(32%y + 2¢?), = 327 + 4y = (2° + day — 1),.
Nastepnie catkujemy f, = 3x%y + 2y? wzgledem z, i uzyskujemy
F(@,y) = 2%y + 2% + oly).

Musimy jeszcze znalezé ¢(y) W tym celu rézniczkujemy nasz wzér na f(z,y) wzgledem y i poréwnujemy
z zadang pochodna czastkowa.
23 Fdry + J(y) = 2 + 4oy — 1.

Stad ¢/(y) = —1, a wiec ¢(y) = —y + ¢, czyli
fla,y) = 2y + 2zy° —y +c.

Podstawiajac
f,)=142—-14c=2+c=4, = c=2,

wiec ostatecznie
fla,y) = 2%y + 22y° —y + 2.

10.19 Twierdzenie 10.17 mozna rozciagna¢ na funkcje dowolnej liczby zmiennych. Jezeli funkcje
U1, U, . . . Uy, 88 pochodnymi czastkowymi funkcji n zmiennych f, czyli

Of(x1,...,%n)
Ui(T1,y...,Tp) = —————=, 1=1,...,n,
z( 1 n) 8:@
to ze wzgledu na réwnosé pochodnych mieszanych musza spetniaé %n(n — 1) warunkéw catkowalnosci
Ou;  Ouy . S
= , ,j=1,...,n, 7 .
al‘j 8:@ J 7& J
Mozna udowodnié, dokladnie tak jak dowodziliémy twierdzenia 10.17, ze jezeli funkcje uq, ..., u, zadane
sa w jakim$ przedziale, sa tam rézniczkowalne w sposéb ciagly, i spelniaja powyzsze warunki réznicz-
kowalnoéci, to mozna znalez¢ funkcje f spelniajaca fr, = u;, @ = 1,...,n. Funkcja f okreslona jest, jak

poprzednio, z dokladno$cig do stalej.

10.20 Niech dana bedzie funkcja f(x,y) okreslona w otoczeniu punktu (zg, yo). Méwimy, ze f(z,y) ma
w punkcie (xq,yo) minimum lokalne, jezeli f(x,y) > f(xo,yo) dla wszystkich punktéw (z,y) z pewnego
otoczenia punktu (zo,yo). Jezeli nier6wnosé jest scista dla (z,y) # (xo0,y0), to méwimy, ze lokalne
minimum jest $cisle. W przypadku nieréwnosci odwrotnych méwimy ze f(z,y) ma lokalne maksimum
(lub Sciste lokalne maksimum). Zauwazmy, ze jezeli f(x,y) jest rézniczkowalna, to lokalne maksimum
lub minimum moze wystepowaé tylko w punkcie krytycznym. Podobnie jak dla funkcji jednej zmiennej,
moga istnie¢ punkty krytyczne w ktérych nie ma ani maksimum ani minimum lokalnego. Jezeli (xq, yo)
jest punktem krytycznym funkcji f(z,y), i w kazdym przedziale o srodku w (g, yo) znajduja sie zaréwno
punkty (z1,y1) dla ktrych f(z1,51) > f(wo, o) jak i punkty (w2, y2) dla ktrych (w2, y2) < f(xo, o),
to punkt (zg,yo) nazywamy punktem siodlowym funkcji f(x,y). Przykladem punktu siodlowego jest
punkt (0,0) dla funkcji f(z,y) = zy. Latwo zauwazyé, ze jest to punkt krytyczny, a funkcja ma w nim
wartos¢ 0. Z drugiej strony, w pierwszej i trzeciej ¢wiartce uktadu wspotrzednych funkcja jest dodatnia,
a w drugiej i czwartej ¢wiartce ujemna.
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Twierdzenie klasyfikacyjne 10.21. Jezeli f(z,y) jest dwukrotnie rézniczkowalna w sposéb ciggly w
otoczeniu (xg, yo), ktory jest punktem krytycznym, i jezeli

w tym punkcie wtedy punkt jest
faafyy — fiy <0 punktem siodtowym

faafyy - a2:y >0
foz >0 punktem $cistego lokalnego minimum

faafyy - fa%y >0
fzz <O punktem $cistego lokalnego maksimum

10.22 Przyktad: Funkcja f(z,y) = 22 — 4y? ma tylko jeden punkt krytyczny (0,0).
fzzfyy - :c2y = 2(*8) —0=-16< 0,

a wiec zgodnie z twierdzeniem jest to punkt siodlowy. Poziomice f(z,y) sa hiperbolami, a powierzchnia
z = f(x,y) nazywa sie paraboloida hiperboliczna.

10.23 Niech funkcja f(x,y) bedzie okreslona i ciagla na zbiorze otwartym i ograniczonym (to znaczy
takim, ktéry zawiera sie¢ w jakim$ skonczonym przedziale), wraz z jego brzegiem. Wtedy f(z,y) osiaga
warto$¢ najwigksza i najmniejsza — by¢ moze na brzegu. Jest to sytuacja catkowicie analogiczna do
przypadku funkcji jednej zmiennej. Wartosé najwieksza i najmniejszg funkcja moze przyjaé¢ na brzegu,
albo w punkcie, w ktérym ma lokalne maksimum czy minimum. Mamy wiec prosta procedure szukania
wartosci najmniejszej i najwigkszej. Sprawdzamy punkty krytyczne (z pomoca twierdzenia klasyfikacyj-
nego, jezeli to mozliwe), a nastepnie szukamy wartosci najwigkszej i najmniejszej na brzegu, korzystajac
z metod funkcji jednej zmiennej. Dla przyktadu rozwazmy wielomian f(z,y) = 22% — 2y + y® + 72 na
przedziale —3 < x,y < 3, i znajdZzmy jego warto$¢ najwieksza i najmniejsza.

Zeby znalezé punkty krytyczne musimy rozwiazaé uklad réwnan 4o —y+7 =01 —x + 2y = 0. Jedynym
rozwiazaniem jest punkt (—2, —1), ktéry lezy w rozwazanym przez nas przedziale. foq fyy — gfy =4-2—
(—1)2 = 7 > 0, wiec korzystajac z twierdzenia klasyfikacyjnego w punkcie (—2, —1) funkcja ma lokalne
$ciste minimum. Brzeg naszego przedziatu sklada sie z 4 odcinkéw, ktore rozwazymy po kolei. Najpierw
gérna czesé y = 3.

f(z,3) =22% =324+ 9 + 7o = 22° + 42 + 9.

jest to wiec funkcja kwadratowa, swoje minimum przyjmuje w punkcie x = —1, a maksimum w ktoryms
z punktéw brzegowych. Mamy wiec trzy nowe punkty, w ktérych f(z,y) moze przyjmowaé wartosci
najwieksze badZ najmniejsze: (—1,3), (—3,3), (3,3). Rozwazmy teraz dolny odcinek brzegu, y = —3.

f(z,—3) =22% + 102 + 9.

Minimum jest przyjete w punkcie x = —g. Otrzymujemy wiec trzy kolejne punkty ,,podejrzane”,
(=5,-3), (—3,-3), (3,—3). Rozwazmy lewy odcinek brzegu, z = —3.

f(=3,y) =y*>+3y—3.
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Minimum jest przyjete w punkcie y = fg. Otrzymujemy dodatkowy punkt do rozwazan, (—3, f%)
Zauwazmy, ze w tym przypadku (i w nastepnym) konce (—3,—3) i (—3,3) sa juz wlaczone do dalszych
rozwazan. Ostatnim kawalkiem brzegu jest prawy pionowy odcinek x = 3, czyli

f(3,y) =y*— 3y +39.

Minimum jest przyjete w y = % Otrzymujemy wiec 9 punktéw w ktérych wartosé f(x,y) musimy
obliczy¢, i poréwnaé¢ w celu znalezienia warto$ci najwigkszej i najmniejszej. Te punkty to (—3,—3),
(—=5,-3),(3,-3),(3,2), (3,3), (—1,3), (—3,3), (=3, —3) i w koticu (—2, —1). Przekonamy sie, ze wartosé
najwieksza przyjeta jest w punkcie (3, —3) i wynosi 57, natomiast warto$¢ najmniejsza jest przyjeta w

punkcie wewnetrznym (—2,—1) i wynosi —7.



