Wyktad z analizy
TYDZIEN 121 13.
CALKI WIELOKROTNE

12.1. Wprowadzamy pojecie calki wielokrotnej. Podobnie jak w przypadku calki funkcji jednej zmien-
nej najpierw wprowadzimy intuicyjne, geometryczne pojecie catki, ustalimy wymagane wlasnoéci, a na-
stepnie w oparciu o te wymagane wlasnosci wprowadzimy Scista definicje analityczna. Skoncentrujemy sie
na przypadku calki podwdjnej. Niech f(x,y) bedzie funkcja ciagla, nieujemna, okreslona na przedziale
otwartym I, a < x < b, ¢ < y < d. Wykresem tej funkcji jest powierzchnia z = f(x,y) nad przedzialem I.
Rozwazmy tréjwymiarowa bryle ograniczona od dotu plaszczyzna zy, od géry wykresem funkeji f(z,y),
a z bokow czterema pionowymi plaszczyznami x = a, x = b, y = c oraz y = d. Niech V bedzie objetoscia
tej bryly. Liczbe V nazywamy calkq podwdjng funkcji f(x,y) po przedziale I, i oznaczamy

V= //If(:n,y) dz dy, lub //1<x<b f(z,y) dz dy.

c<y<d

12.2. Powyzsza definicja pozwala nam wprost obliczy¢ tylko takie calki, w przypadku ktérych po-
trafimy okresli¢ objetosé bryly pod wykresem. Pojecie objetosci wprowadzone zostalo (w zeszlym roku)
nastepujaco. Wybieramy pewng prosta w przestrzeni, niech to bedzie 0§ y-6w. W punkcie y = ¢ tej
osi tworzymy plaszczyzne do niej prostopadla, i oznaczamy przez A(t) pole przekroju tej plaszczyzny z
rozwazana bryta. Objeto$é bryly to catka po calej osi z funkeji A(t). W naszym przypadku A(t) = 0 dla
t spoza przedzialu (c,d), a wiec

V:/ch(t)dt.

Policzymy teraz A(t). Obszar ten lezy w plaszczyZnie pionowej y = ¢, 1 w tej plaszczyZnie jest obszarem
pod wykresem funkcji jednej zmiennej z — z = f(x,t), dla a < x < b. W takim razie

At) = / o, t) da.

Zamieniajac nazwe zmiennej catkowania ¢ na y otrzymujemy wigc

//KM f(z,y)dxdy = /Cd{/:f(x,y)dm} dy.

c<y<d

W ten sposéb uzyskaliSmy wzdr na obliczanie catki podwoéjnej przy pomocy dwdch caltek pojedynczych,
tak zwanych calek iterowanych. W powyzszym wzorze nie bedziemy pomijaé¢ duze nawiasy, wystarczy
pamietaé, ze kiedy granice sg na poszczegdlnych znakach catek, to chodzi o pojedyncze calki iterowane,
i ze znaki rozniczek odnosza sig: zewnetrzna do catki zewnetrznej, a wewnetrzna do catki wewnetrznej.
Przy obliczaniu objetosci moglisémy jako o$ calkowania wybra¢ os x-6w, wtedy uzyskalibySmy odwrotna
kolejnosé calek iterowanych

//1<x<b f(:c,y)dxdy/ab{/cdf(x,y)dy} dfv/ab/cdf(z,y)dydx.

c<y<d

12.3. Wazny przypadek szczegdlny wystepuje, kiedy funkcja podcatkowa jest iloczynem dwoéch funkcji
jednej zmiennej

f(x,y) = op(x)(y).
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Wtedy catka podwdjna jest iloczynem dwéch catek pojedynczych

//KKZ? fla,y)dedy = /ab /cd o(x)Y(y) dy de = /ab o(x) /cdw(y) dydx = /ab o(x) dx /Cdz/)(y) dy.

c<y<d

12.4. Przyklad: Obliczymy calke podwojna [[;(622y+8zy?) dx dy, gdzie I jest przedzialem 1 < z < 2,
3 <y < 4. Korzystamy z calek iterowanych

4 2 4 2
/ / 622y + 8xy®) da dy = / {/ (622%y + Szy?) dx} dy.
3 J1 3 1

Funkcja 622y + 8xy> zmiennej z, przy ustalonym, statym y ma funkcje pierwotna 223y + 422y3. A wiec

r=2

2
/ (62%y + 8xy®) dx = (223y + 42%y®) = 14y + 1293,
1 =1
czyli catka podwdéjna jest réwna
4 4
/ (14y + 12¢%) dy = (Ty* + 3y*)| = 574.
3 3

12.5. Jezeli funkcja f(x,y) w przedziale I przyjmuje wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne, to calke
podwdjna z f(z,y) okreslamy jako réznice objetosci. Od objetosci czesci bryly ograniczonej wykresem i
plaszczyzna xy polozonej powyzej tej plaszczyzny odejmujemy objetosé pozostalej czesci bryly, potozonej
ponizej tej plaszczyzny. Powtarzajac przytoczony w (12.2.) argument, z niewielkimi modyfikacjami znowu
otrzymujemy, ze calka podwdjna jest réwna calkom iterowanym, w dowolnej kolejnosci. Uwaga (12.3.)
tez pozostaje w mocy.

12.6. Calka podwdjna zostala na razie okreslona tylko dla obszaru catkowania bedacego dwuwymia-
rowym przedzialem, i tylko dla funkcji ciggltej. Catke mozemy tez okresli¢ dla przypadku gdy funkcja
f(z,y) jest wystarczajaco regularna, a ograniczony obszar D wystarczajaco gladki (precyzyjnie okreslimy
te pojecia wkrétce). Niech obszar D zawiera sie w jakim$ przedziale I (skoro obszar jest ograniczony,
to musi sie zawiera¢ w jakim$ wystarczajaco duzym skoficzonym przedziale). Rozszerzamy okreslenie
funkeji f(z,y) na caly przedzial I

f(z,y) =0, dla (z,y) e I'\ D.

Calka [[,, f(x,y)dx dy jest okreslona jako [[; f(x,y)dx dy. W szczegdlnych przypadkach wzor ten przy-
biera prosta posta¢. Na przyktad mowimy, ze obszar D jest wypukly w kierunku x jezeli przekrdj obszaru
D z kazda prosta pozioma y = yo jest odcinkiem «a(yo) < = < B(yo) (lub jest pusty). Wtedy, jak tatwo

zauwazy¢
5 rBy)
// f(x,y)d:vdy:// f(z,y)dz dy,
D v Ja(y)

gdzie 7y i § sg tak dobrane, ze przekrdj obszaru D z prosta y = yg jest pusty, jezeli yg lezy poza przedziatem
(7, 6). Podobnie mozna okregli¢ obszar wypukly w kierunku y, i calkowaé najpierw wzgledem y a potem
x.

12.7. Przyktad: Niech D bedzie obszarem tréjkatnym ograniczonym prostymi 2y = x, y = 2z oraz
z = 7. Nalezy obliczy¢ [| psinydx dy. Zauwazmy, ze obszar D jest wypukly zaréwno w kierunku z jak
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iy. Skorzystamy z wypuklosci w kierunku y. Zauwazmy, ze dla 0 < xzg < 7w przekrdj obszaru D z prosta
x = xo to odcinek tej prostej xo/2 < y < 2xg. Obliczamy wiec catke

™ 2x T
// sinydxdy = / / siny dy dx :/ (—cosy) |2j2 dx
D 0 Jay2 0 v
= / (cos r_ cos Qm) dx = ZSinE - lsin2:n
o 2 2 2

W przypadku gdyby$my chcieli skorzystaé z wypuklosci obszaru D w kierunku z, czyli najpierw catkowaé
po z a potem po y, to catke po y (zewnetrzna) nalezaloby rozbi¢ na dwie catki, od 0 do 7/2 i od 7/2 do
27w. Wynika to z faktu, Zze goérna granica calki po x (wewnetrznej) w pierwszym przedziale wyniesie 2y,
a w drugim przedziale 7. Dolna granica w obu przypadkach bedzie réwna y/2

/2 P2y 27 pm
// sinyda:dyz/ / sinyda:dy—i—/ / siny dz dy.
D 0 y/2 m/2Jy/2

12.8. Calka podwdjna zdefiniowana geometrycznie przy pomocy pojecia objetoéci ma nastepujace

wlasnosci
// dedy = // ldx dy = A = pole obszaru D,
D D
// af(z,y)dxdy = a// flz,y) dzdy, a dowolna stala ,
D D

//D(f(:c,y)Jrg(x,y))d:cdy://Df(:c,y)d:cder//Dg(x,y)d:cdy,

// f(x,y)dfcdy<// g(x,y)dxdy,  jezeli f <gw D,
D D

// adrdy = a- pole obszaru D, (« stala),
D

//D f(x,y)dxdyz/le(x,y)dxdy—i—/D2 f(z,y) dz dy,

jezeli, w ostatnim przypadku D; U Dy = D oraz D1 N Dy = (). WlasnoSci te sg geometrycznie jasne.
Na przyktad pierwsza z nich méwi, ze objetos¢ cylindra o podstawie D, i wysokosci 1 to pole podstawy.
Wiasnoéci te mozna réwniez udowodnié¢ postugujac sie wlasnosciami calek pojedynczych i stosujac catki
iterowane. Dla przykladu udowodnimy sobie ostatnig wlasno$é¢, dowdd pozostalych pozostawiamy jako
éwiczenie. Wykorzystujac funkcje f(z,y) zdefiniujemy dwie dodatkowe funkcje na D

= 2sinw/2 = 2.
0

f(a,y) jezeli (z,y) € Dy,
filz,y) = { 0 jezeli (z,y) ¢ D1,

fla,y) jeeli (z,y) € Do,
falw,y) = { 0 jezeli (z,y) ¢ Ds.

Innymi stowy, f1 to f na D10 na Do, a fo odwrotnie, 0 na D; i f na Dy. Poniewaz D i D, sa roztaczne,
a ich suma to D, wiec kazdy punkt D musi naleze¢ albo do D; albo do D5, ale nie do obu naraz. Tak
wiec

f(f,y) = fl(x’y) +f2($ay)'



Obliczamy wiec

//fxydxdy—// filz,y) + fa(z,y)) dxdy—//flxydxdy—i—//fgxyda:dy

—/Dl fi(z, y)dxdy—i—/ falz,y da:dy—/ flz,y dxdy—i—/ f(z,y) dzdy.

12.9. Podamy obecnie precyzyjna definicje calki podwdjnej. Przypomnijmy, ze podana wczesniej geo-
metryczna definicja calki opierata si¢ na intuicyjnie jasnym pojeciu objetosci bryty. Jest to catkowicie
wystarczajace, gdy funkcja f jest ciagla, a obszar D wystarczajaco regularny. W przeciwnym wypadku
pojecie objetosci przestaje by¢ intuicyjnie jasne. Geometryczna interpretacja calki jest wazna w zastoso-
waniach. M6éwimy, ze funkcja f(z,y) jest kawalkami ciggla na przedziale I, jezeli jest ciagta we wszystkich
punktach I, z wyjatkiem co najwyzej skonczonej ilosci punktéw, lub punktéow lezacych na skonczonej
ilodci krzywych, kazda z ktérych jest albo odcinkiem, albo wykresem cigglej, Scisle monotonicznej funkcji.
Moéwimy, ze funkcja f(z,y) jest ,ograniczona” jezeli istnieje stala M taka, ze |f(z,y)| < M. Funkcje
kawalkami ciagte, ograniczone bedziemy mogli catkowaé. Okreslenie ,funkcja wystarczajaco regularna”
z punktu (12.6.) oznacza funkcje kawaltkami ciagla.

12.10. Podzielmy przedzial a < x < b na n podprzedzialéw, i narysujmy pionowa prosta przez kazdy z
punktéw podziatu. Nastepnie podzielmy przedzial ¢ < y < d na m podprzedziatéw, i przez kazdy punkt
podzialu narysujmy prosta pozioma. W ten sposéb dwuwymiarowy przedzial a < x < b, ¢ < y < d
zostal podzielony na nm dwuwymiarowych podprzedzialow. Mowimy, ze takie podprzedzialy tworza po-
dzial duzego duzego przedziatu. Funkcje ¢(z, y) okreslona na przedziale I nazywamy schodkowaq, jezeli dla
pewnego podzialu I jest stala na podprzedzialach. Zauwazmy, ze funkcja schodkowa jest zawsze kawatl-
kami ciagla i ograniczona, punkty jej nieciaglosci leza na pionowych i poziomych liniach rozdzielajacych
podprzedzialy. Niech ¢(x, y) bedzie funkcja schodkowa na przedziale I, niech przedzialy I, I, . . ., I, two-
rza podzial I taki, ze ¢(z,y) jest stala na kazdym podprzedziale i niech z1, 22, .. ., 2z, beda warto$ciami
¢(z,y) na kolejnych podprzedzialach. Catke podwdjna z ¢(x,y) na I definiujemy jako

/ ¢(z,y)dedy = z - pole I1 + z9 - pole Iy + --- + z, - pole I,.
I

Zauwazmy, ze powyzsza definicja jest zgodna z wezesniejsza definicja geometryczna. Niech f(x,y) bedzie
funkcja ograniczona kawaltkami ciagla na I. Niech ¢(z,y) i ¥(z,y) beda funkcjami schodkowymi na I
takimi, ze

o(z,y) < flz,y) <¢(z,y)  nal

Zgodnie z wlasnosciami caltki z punktu (12.8.) mamy

//qbacydxdy //fxydacdy /wxydacdy

Ta wlasno$é bedzie podstawa analitycznej definicji calki podwdéjnej dla dowolnej funkcji ograniczonej
kawaltkami ciaglej.

Twierdzenie 12.11. Niech f(x,y) bedzie ograniczong, kawalkami ciggle funkcjg na przedziale I. Ist-
nieje wtedy liczba V' (jedyna) o nastepujgcej wlasnosci: jezeli ¢(x,y) i (x,y) s¢ dwiema dowolnymi
funkcjami schodkowymi na I, spelniajgcymi ¢(x,y) < f(z,y) < w(x y), to

/¢(x,y)dmdy<V /wxydxdy

Liczbe V' nazywamy calkq podwdjng z funkcji f(xz,y) po przedziale I, i oznaczamy

/ f(z,y)dx dy.

Powyzsza definicja jest zgodna z poprzednia, geometryczna. Mamy rowniez wzor na calki iterowane
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Twierdzenie 12.12. Jezeli f(x,y) jest ograniczona i kawalkami ciggla na przedziale a < x < b, ¢ <

y<d to . o
//Kz@f(x’y)dxdy:/c/af(xay)ddeZ/a/cf(x,y)dydx.

c<y<d

Powyzsze twierdzenia pozostawiamy bez dowodu.

12.13. Niech D bedzie ograniczonym zbiorem na plaszczyznie. Nastepujaca funkcje nazywamy funkcjg
charakterystyczng zbioru D
1 jezeli (z,y) € D,

xo(z,y) = { 0 jezeli (z,y) ¢ D.

Jezeli D jest takim zbiorem, ze xp(z,y) jest kawalkami ciagla, to mozemy okresli¢ calke po D. Dla
f(z,y) okreslonej na D, kawalkami ciaglej i ograniczonej

//D f@.y) dzdy://IxD(x,y)f(x,y) dz dy,

gdzie T jest jakim$ przedzialem zawierajacym D. (Taki przedzial na pewno istnieje, gdyz D jest ogra-
niczony.) Powyzszy warunek na D (czyli warunek, ze xp(z,y) jest kawalkami ciagla) oznacza obszar
,wystarczajaco gtadki” z punktu (12.6.).

12.14. Niech f(z,y) bedzie funkcja ograniczona, kawatkami gladka na przedziale otwartym I. ZnajdZmy
podzial przedzialu I, i w kazdym podprzedziale I; ustalmy punkt (z;,y;) (ten punkt moze byé z pod-
przedzialu I; lub z jego brzegu). Sume

S = f(x1,y1) - pole I + f(x2,y2) - pole Iy + - - -

V= //If(:c,y)d:cdy.

Zauwazmy, ze S jest calka z pewnej funkcji schodkowej w(z,y), réwnej f(x;,y;) na podprzedziale I;.
Zauwazmy tez, ze jezeli ¢(x,y) 1 ¥(x,y) sa funkcjami schodkowymi na I takimi, ze ¢(x,y) < f(z,y) <
¥(z,y), to tez ¢(z,y) < w(z,y) < P(z,y). A wiee

//I¢(x,y)da:dy<Sé//lw(x,y)dmdy,
//I¢(z,y)d:cdy <//If(x,y)d:cdy<//Iz/;(x,y)d:cdy.

Jesli roznica pomiedzy skrajnymi catkami jest mniejsza niz €, to takze réznica pomiedzy S a calka z
f(z,y) jest mniejsza niz e. Z twierdzenia (12.11) wynika, ze dla dowolnego dodatniego € mozna znalezé
funkcje schodkowe spetniajace ¢(x,y) < f(z,y) < ¥(z,y) ktérych calki réznia sie o mniej niz e. Wynika
stad, ze caltke z f(x,y) mozna przyblizy¢ z dowolna dokladnoscia przy pomocy odpowiednio dobranej
sumy Riemanna.

nazywamy sumgq Riemanna catki

oraz

12.15. Jako zastosowanie calki podwdéjnej znajdziemy teraz wzor na pole powierzchni wykresu funk-
¢ji dwbch zmiennych. Rozwazmy niepionows plaszczyzne w przestrzeni tréjwymiarowej. Niech bedzie
dany zbiér A na tej plaszczyznie, zbior na tyle regularny, zeby mozna bylo obliczy¢ jego powierzchnie
(powierzchnia zbioru plaskiego jest okreslona przy pomocy catki). Niech D bedzie rzutem zbioru A na
plaszczyzne zy. Innymi slowy, bierzemy wszystkie punkty postaci (z,y,0), gdzie (x,y, z) € A dla jakie-
gos z. Pokazemy, ze pole A jest rowne polu D podzielonemu przez cos 0, gdzie 6 jest katem pomiedzy A
a D. Mozemy sobie zalozy¢, ze nachylona plaszczyzna zawierajaca A przechodzi przez poczatek uktadu



wspoélrzednych. Mozemy to uzyskaé, przesuwajac ja wzdtuz osi z-éw, co nie wplywa ani na rzut D, ani
na rozwazane pola. Dalej, mozemy zalozy¢, ze ta plaszczyzna zawiera os y-6w, co mozemy osiagnaé
obracajac uktad wspolrzednych wokét osi z-6w, co znowu nie wplywa ani na D ani na pola. Wtedy
na plaszczyznie nachylonej wprowadzamy prostokatny uklad wspélrzednych sktadajacy sie z osi y-6w
wspolnej z plaszczyzna xy i z osi X, ktérej rzut pokrywa sie z osia x-6w na plaszczyznie xy. Jak latwo
zauwazy¢, zbior A powstaje z D przez rozciagniecie wzdluz jednej osi o czynnik 1/ cosf. Dowodzi to na-
szego stwierdzenia o zwiazku pdl. Teraz niech D bedzie obszarem ograniczonym, a f(z,y) funkcja na D,
rézniczkowalng w sposéb ciagly. W punkcie (z,y) wektor normalny do wykresu f(x,y) ma wspéirzedne
(—fo(z,y), — fy(x,y),1). Wektor ten, jak latwo sprawdzié¢ tworzy z osia z-6w kat 6 taki, ze

1
VI folwy)? + fy(z,9)2

Kat ten jest tez katem, jaki z plaszczyzna xy tworzy plaszezyzna styczna do wykresu funkeji f(z,y)
w punkcie (z,y). Dla uproszczenia niech D bedzie przedziatem, i podzielmy D na male podprzedzialy.
Nad kazdym podprzedzialem I; zastepujemy wycinek wykresu przez wycinek plaszczyzny stycznej do
wykresu w jakim$ punkcie (x;,y;) podprzedziatu. Suma pél wszystkich wycinkéw plaszczyzn stycznych
wynosi

cosf =

\/1+fx(5ﬂ1,y1)2+fy(x1ay1)2' pole Il+\/1+fz(z2ay2)2+fy(x27y2)2' pole Ip 4 - .

Zauwazamy, ze 7 jednej strony jest to suma Riemanna dla pewnej calki, z drugiej strony jest to przybli-
zenie pola wykresu f(z,y). Przyjmujemy wiec nastepujaca definicje pola wykresu f(x,y) nad obszarem

A= //D \/1 + folz,y)? + fy(z,y)? dx dy.

12.16. W niektorych przypadkach calka podwdéjna jest latwiejsza do wyliczenia przy zastosowaniu
wspoélrzednych biegunowych. Niech funkcja f(z,y) bedzie okreglona na kole 22 + y? < R2. Wtedy

2m R
// f(z,y)dzdy :/ / f(rcos@,rsinb)rdrdd
z2+y2 < R? 0 0
R 27
:/ / f(rcos,rsinf)rdodr.
0o Jo

Nie bedziemy dowodzi¢ tego wzoru, a jako uzasadnienie zauwazmy, pole malego ,prostokata bieguno-
wego” [0,0 + Af] x [r,r + Ar] wynosi w przyblizeniu rArAf. Powyzszy wzér mozemy tez stosowaé w
przypadku obszaru catlkowania D réznego od kola, ale ograniczonego. Wtedy powiekszamy obszar cal-
kowania do kota zawierajacego D, a wartosci funkeji f(x,y) poza D okreslamy jako 0. Jezeli obszar D
jest ,wypukly w kierunku r” (analogicznie do wspélrzednych prostokatnych), to otrzymujemy wzor

02 rB(0)
// fz,y)dzdy :/ / f(rcos6,rsinf)rdrdo,
D 91 04(9)

a w przypadku gdy obszar D jest ,wypukly w kierunku 6 otrzymujemy wzor

ro  pB(r)
// fz,y) dacdyz/ / f(rcos,rsinf)rdo dr.
D 1 a(r)

12.17. Przyktad: Niech D bedzie wycinkiem pierscienia 1 < r < 3 lezacym w pierwszej ¢wiartce
uktadu wspélrzednych. Obliczymy
// e dy dy.
D
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We wsp6lrzednych biegunowych D jest prostokatem [0,7/2] X [1,3], i jest wypukly w obu kierunkach.
Podstawiajac do wzoru otrzymujemy

s 3 /2 3 R
// ety da:dy:/ / e’ rdrdf
D 0 1

w/2 3 w/2
://lerr ://eg—edezﬂe(es—l).
0 2 r=1 0

12.18. Calka podwojna nazywa sie niewlasciwa, jezeli obszar calkowania, lub funkcja podcatkowa (lub
jedno i drugie) sa nieograniczone. Calki niewlasciwe bedziemy rozwazaé tylko dla funkcji nieujemnych.
Niech f(z,y) bedzie funkcja nieujemna na przedziale I, kawalkami ciagla, ale niekoniecznie ograniczona.
Niech A bedzie liczba dodatnia. Okreslamy nowa funkcje fa(z,y)

fley)  jezeli f(z,y) < A
0 jezeli f(z,y) > A.

faz,y) = {

Nowa funkcja jest réwniez kawatkami ciggla, i dodatkowo ograniczona. Mozemy wigc obliczy¢ jej catke

/ /1 fa(w,y) du dy.

Moéwimy, ze f(z,y) jest calkowalna na I jezeli istnieje skoficzona granica

//If(x’y)dxdy:Ahinoo//lff‘(%y)dxdy.

Zauwazmy, ze ||, ; fadxdy rosnie wraz z A, wigc granica zawsze istnieje (wladciwa lub niewlasciwa).
Jezeli granica jest réwna oo méwimy, ze calka jest rozbiezna, i piszemy [’ ; fdxdy = oo.

12.19. Niech D bedzie obszarem nieograniczonym. Niech I, I, ... bedzie ciagiem obszaréw ograni-
czonych takich, ze (a) kazdy I; zawiera sie w nastepnym I; 11, oraz (b) kazde koto 2% + y? < R? zawiera
sie w ktérym$ I; (a wigc takze we wszystkich nastepnych). Na przyklad, I; moga byé¢ przedzialami
—i < x,y < i, albo kotami 22 + y? < 2. Niech D; = D N I;. Wtedy kazdy obszar D; jest ograniczony,
i w sumie ,wypelniaja” D. Jezeli f(x,y) jest nieujemna, kawalkami ciagla i ograniczona na wszystkich
obszarach D;, to mozemy obliczy¢ calki

// f(z,y) dz dy.
D;

Jezeli powyzszy ciag calek (jest to ciag rosnacy) jest zbiezny do skoficzonej granicy to piszemy

//Df(x,y)dxdyZjlirgo//[)jf(x’y)dmdy,

i méwimy ze f(z,y) jest calkowalna na D, lub ze powyzsza calka jest zbiezna. W przeciwnym przy-
padku moéwimy, ze calka jest rozbiezna. Zauwazmy, ze w powyzszej definicji wystepuje dowolny ciag
obszaréw ograniczonych spelniajacych dwa warunki. Mozna latwo zauwazyé, ze catkowalnosé f(z,y) nie
zalezy od wyboru konkretnego ciagu. Najczesciej wybiera si¢ przedzialy lub kota. DO obliczania calek
niewlasciwych mozemy uzywaé calek iterowanych i wspolrzednych biegunowych.

12.20. Przykltad: Obliczymy wazna catke

o0 2
/ e dx = /7.

—00



W dowodzie wykorzystamy podwojna catke niewlasciwa

T = // e~V dx dy.
R?2

Skorzystamy ze wspélrzednych biegunowych

27 poo 00 2\’
T = / / e " rdrdo = 27r/ <e ) dr = 7T(*€7T2) =
2 0
o Jo 0

7 drugiej strony

oo o0 o0 2
T = // e eV dy dy :/ e ” dx/ e ¥ dy= (/ e * da:) ,
R?2 —00 —00 —0o0

zamieniajac nazwe zmiennej calkowania.

12.21. Pojecie catki wielokrotnej natychmiast mozna przeniesé na przypadek trzech zmiennych. Mo6-
wimy, ze funkcja f(z,y,z) okreslona na tréjwymiarowym przedziale jest kawalkami ciagla jezeli jej
punkty nieciaglodci (jezeli sa) leza na skoniczonej liczbie powierzchni. Kazda z tych powierzchni albo musi
by¢ plaszczyzna réwnolegla do osi wspélrzednych albo musi by¢ przedstawialna jako wykres = ¢1(y, 2)
i jako wykres y = ¢2(x, 2) i jako wykres z = ¢3(x,y), a wszystkie trzy funkcje sa ciggle. Jezeli I jest
przedzialem xg < x < x1, Yo <y <Y1, 20 < 2z < z1 to calke po I mozemy obliczy¢ jako calke iterowana

///If(x,y,Z)d:cdydzL:l/yjléjlf(x,y,z)dxdydz,

Definicja calki w oparciu o funkcje schodkowe, pojecie sumy Riemanna, twierdzenia (12.11) i (12.12)
przenosza si¢ na przypadek trzech zmiennych, podobnie jak wlasnosci takiej catki. Calki iterowane mozna
obliczaé¢ we wszystkich mozliwych kolejnoséciach. Mozna je takze obliczaé jako calki pojedyncze iterowane
z podwdjnymi.

12.22. Przyklad: D jest obszarem ograniczonym plaszczyznami x = 0, y = 0, z = 4 i paraboloida
z = 22 + 42, a f(x,y,2) = 2x. Dla obszaru D wspéhrzedne z przyjmuja wartoéci pomiedzy 0 a 4.
Wspbtrzedne z,y przyjmuja wszystkie wartosci dodatnie z zachowaniem warunku 22 + y? < z. Tak wiec
dla ustalonego z y przyjmuje wszystkie wartosci od 0 do /z, a dla kazdego takiego y  przyjmuje wartosci

od 0 do \/z — y2. Obliczamy

4 Nz e z2—y? 4 p/z )
/// 2$d$dyd2’=/ / / 2xdxdydz=/ / x2|0” T Ay dz
D o Jo Jo o Jo
4z 4 Y y=vz
=/ / (Z—yQ)dde=/ (Zy——)
o Jo 0 3

dz

4 z=4

:/ 2 825, _ 4 s _ 128
o 3 5" |, 15

y=0

12.23. Jezeli D jest wystarczajaco regularnym obszarem w R? to calke

e

nazywamy objetoscig D. ,Wystarczajaco regularny” oznacza, ze funkcja charakterystyczna D jest ka-
walkami ciagla.
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12.24. Dla punktu (z, y, z) wprowadziliSmy wspélrzedne cylindryczne (r, 6, z) zwiazane ze wspélrzed-
nymi prostokatnymi nastepujacymi zalezno$ciami

x =rcosb, Yy = rsiné, z=2z.

Innymi stowy r i 6 sa wspdlrzednymi biegunowymi rzutu (z,y, z) na plaszczyzne zy. Niech f(x,y,z2)
bedzie kawatkami ciggta i ograniczona na cylindrze 22 + y? < R2, |z| < H. Mamy wtedy nastepujacy

wzOr 0 oon R
/// f(ac,y,z)dxddeZ/ / / f(rcosf,rsinb, z)rdrdfdz.
=2 +y? <R ~unJo Jo

|z <
Widzimy ze, podobnie jak w przypadku calki podwéjnej we wspolrzednych biegunowych nie wystarczy
przepisaé¢ calki w nowych wspolrzednych, trzeba pomnozyé funkcje przez r, tak zwany jakobian. Jak
zwykle, powyzszy wzér najczesciej stosuje sie do obszaréw innych niz cylindry. Wtedy granice catkowania
w calkach iterowanych po prawej stronie trzeba dobraé¢ wladciwie.

12.25. Przyktad: D jest obszarem okreslonym przez
2?4y < 1, 0<z<a?+1?

a f(z,y,z) = 2%y?. Wprowadzamy wspéirzedne cylindryczne. Najwygodniej bedzie calke po z obliczy¢
najpierw, gdyz granice calkowania dla z, przy ustalonym z i y, sa podane wprost. Obliczamy

/// x2y2da:dydz:/2w/1 /7‘ (7 cos 0)?(rsin 0)?r dz dr do
? 27 o
/ / / —7° sin 29dzrd9—/ / —r"sin? 20 dr df
o
:Z/o s1n29d9/rdr—4ﬂ'§=3—2

12.26. Niech punkt (z,y, z) ma wspoélrzedne sferyczne (p, 0, @), czyli
x = psin¢cosb, y = psin¢sinb, zZ = pcos .

Innymi stowy, punkt (x,y, z) jest opisany przez dlugos$é swojego wektora wodzacego (p), swoja ,dlugosé
geograficzng” (0, mierzona od 0 do 27), oraz swoja ,szeroko$é¢ geograficzna” (¢, mierzona jako kat
pomiedzy wektorem wodzacym a osia z, od 0 do 7). Przy zwyklych zalozeniach na funkcje f(z,y,z)
mamy nastepujacy wzér

T 2m R
/// flz,y,2)dxdydz = / / / f(psingcos b, psin ¢sin @, pcos ¢)p? sin ¢ dp df dep.
r24+y2+22<R? 0 0 0

W przypadku catki we wspéirzednych sferycznych jakobian wynosi p? sin ¢.

12.27. Przyklad: obliczymy objetoéé potkuli z > 0, 22 + y% + 22 < 9 po usunieciu z niej zawartosci
stozka 3(x2 + y?) < 22. Obszar calkowania nie jest kula, wiec musimy ustali¢ granice catkowania. Kat ¢
bedzie sie od 7/6 do 7/2, 6 od 0 do 27, a p od 0 do 3. Tak wiec

/2 2w 3 /2 3
/ / / p%incj)dpd@dqbz%r/ sinqbdqb/ p2dp
7/ 0 0 /6 0
3

¢=m/2 p=
1 .
= 27r(— cos d))‘ <§p3> = 27r§9 = 9V/3m.

¢=7/6 p=0




