Wyktad z analizy
TYDZIEN 14 1 15.
CALKI KRZYWOLINIOWE
13.1. Niech C bedzie krzywa gladka na plaszczyznie, okreslong przez funkcje = z(t), y = y(¢), a <
t < b, rézniczkowalne w sposéb ciagly. Zalézmy, ze P(z,y) i Q(z, y) sa funkcjami ciagtymi okreslonymi na

jakim$ zbiorze, zawierajacym krzywa C'. Nastepujaca catke nazywamy calkq krzywoliniowq z Pdx + Qdy
po krzywej C'

b
[P0,y ®) + @t vO)y ©) d,
i oznaczamy

/ P, y)dz + Q. y)dy.
C

Calka krzywoliniowa zalezy od krzywej catkowania C| ale nie od jej konkretnej parametryzacji. Niech
o(1), a < 7 < B bedzie dopuszcezalna zamiang parametru, czyli funkcja rézniczkowalna w sposéb ciagly,
o(a) = a, ¢(B) = b, oraz ¢'(1) > 0. Wtedy parametryzacja x(o(7)), y(o(7)), o < 7 < [ réwniez
reprezentuje krzywa C. Obliczymy calke krzywoliniowa poslugujac sie obiema parametryzacjami. Dla
wygody niech Q(z,y) = 0. Obliczajac calke przy parametrze ¢ otrzymujemy

/ Pa(t), y(£)' (1) dt.

a poslugujac sie parametrem 7 otrzymujemy

8
/ P(z(¢(7)), y(d(7)))2' (d(7))¢' () dr.

Powyzsze calki sa réwne na mocy twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie.

14.2. Przyklad: Krzywa C jest okreslona przez z(t) = sint, y(t) = cost, 0 < t < 1. Obliczymy
/. ¢ ydz — xdy. Podstawiajac do wzoru otrzymujemy

1 1
/ ((cost)(cost) — (sint)(—sint)) dt = / dt = 1.
0 0
14.3. Calka krzywoliniowa ma nastepujace wlasnosci.

[Pt P e+ Qi+ Quydy= [ Pidot Qudy+ [ Pado+ Qudy,
c c c
/cPdac—i—chy:c/ Pdx + Q dy, c — stala,
c c

/ de—i—Qdy:—/de—i-Qdy,
-c c

gdzie —C' jest krzywa C obiegang w przeciwnym kierunku, oraz

/ Pd:chQdy:/ deJerer/ Pdzr + Qdy,
C1+Cs C1 Ca
1
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gdzie Cy + Co oznacza krzywa Cp z nastepujaca po niej krzywa Cy (jest to mozliwe, kiedy koniec Cq
pokrywa sie z poczatkiem Cy). Powyzsze wlasciwoéci wynikaja wprost z definicji. Ostatnia wlasnosé
pozwala rozszerzy¢ definicje catki krzywoliniowej na krzywe tylko kawatkami gladkie.

14.4. Przyklad: Niech krzywa C sklada si¢ z odcinka [0, 1] osi x, przebieganego w prawo (Ci) i po
nim ¢éwiartki okregu jednostkowego, obieganego od punktu (1,0) do (0,1) (C2). Obliczymy

/(2—|—y)d:v+xdy.
c

Obliczamy caltke po C;. Wybieramy parametryzacje z(t) = ¢, y(t) = 0, 0 < ¢ < 1, i podstawiamy do
wzoru

1
/(2+y)d:c+:£dy:/(2+t~0)dt:2.
C 0

Wybieramy parametryzacje dla Ca, x(t) = cost, y(t) =sint, 0 <t < 7/2,

/2
/ (2+y)dr +xdy = / ((2 4 sint)(—sint) + (cost)(cost))dt
Cs 0

/2 in 2t /2
= / (cos2t — 2sint) dt = (2 cost + SH; >
0

=-2.

0

Tak wiec

/(2+y)dx+xdy:/ (2+y)dx+xdy+/ 2+y)de+xdy=2-2=0.
C Ch Cs

Twierdzenie 14.5. Niech P(x,y) i Q(z,y) beda ciggle na jakim$ obszarze D. Jesli istnieje funkcja
f(x,y) na D spelniajgca

(1) P(Iay) = fg;(f,y)7 Q(xay) = fy(x’y)a

to dla kazdej krzywej kawalkami gladkiej C w obszarze D prowadzgcej od punktu A do punktu B zachodzi
) [ Pde+Qay= 1)~ 54

W szczegolnosci

(3) /CPd:c +Qdy=20 dla kazdej krzywej zamknietej C w D.

Oduwrotnie, jezeli powyzszy warunek (3) zachodzi, to funkcja f(x,y) spelniajgca (1) istnieje.

Uzywajac zapisu Leibniza réwno$¢ (2) mozna zapisaé¢ symbolicznie

Ag#=ﬂm—fmx

co bardzo przypomina zasadnicze twierdzenie rachunku rézniczkowego i catkowego, i jest tatwe do zapa-
mietania. Istotnie twierdzenie (14.5) jest $cisle zwiazane z zasadniczym twierdzeniem.
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Dowdd. Zal6ézmy, ze f(x,y) istnieje, i spelnione jest (1). Niech C' ma parametryzacje z(t), y(t), a <t < b.
Niech punkty poczatkowy i koficowy C' to beda A = (a1,a2) i B = (b1,ba), czyli z(a) = a1, y(a) =
az, x(b) = by, x(b) = by. Niech F(t) = f(x(t),y(t)). Stosujac regule tancuchowa otrzymujemy

F(t) = P(x(t), y()2' () + Q(a(t), y(1)y' (¢)-

Obliczamy catke

/C Pdz+Qdy— / (P(a(t), y(£)a’ (£) + Qa(t), y(t)y (1)) dt
— [ F@it=FO) - Fla) = £(B) - f(4),

Otrzymalismy wiec (2), co pociaga (3) automatycznie dla A = B. Teraz zalézmy, ze (3) jest spelnione.
Musimy znalezé funkcje f(z,y). Po pierwsze zauwazmy, ze z (3) wynika, ze calka nie zalezy od drogi
calkowania (a tylko od punktu poczatkowego i koncowego). Niech Cy i Cy beda dwiema krzywymi
kawalkami gladkimi majacymi te same punkty poczatkowy i konicowy. Wtedy C; + (—C3) jest krzywa
zamknieta, a wiec

0:/ Pd:chQdy:/ deJerer/ Pdx+ Qdy
c1+(—C3z) Cy —C>

:/ Pd:chQdyf/ Pdzr+ Qdy.
Cy

Ca

Skoro catka zalezy tylko od punktéw poczatkowego i konicowego drogi, to nastepujaca definicja jest
poprawna (ma sens). Ustalmy w D punkt (xq,yo), 1 niech

(z,y)
f(fc,y)=/( pdz + Qdy,

Z0,Y0)

gdzie calkowanie odbywa sie po jakiejkolwiek drodze w D z (xo,yo) do (z,y). Wiemy, ze jakas$ droga z
(z0,y0) do (z,y) musi istnieé, to jest stale zalozenie o obszarze D. Musimy obliczy¢ pochodne czastkowe
f(x,y) i sprawdzié, ze (1) zachodzi. Wezmy dowolny punkt (x1,y1) i ustalmy krzywa Ci z (z0,y0) do
(21,y1). Dla dowolnego h niech krzywa C5 bedzie poziomym odcinkiem od (z1,y1) do (x1+h,y1). Wtedy

flxi+hoyn) — f(z1,91) :/

C1+C2

P@+Q@f/

Pd:c+Qdy:/ Pdzr+Qdy.
C

Cs

Wybieramy najprostsza parametryzacje dla Cy x(t) = 21 + th, y(t) = y1, 0 <t < 1, i podstawiamy

1 h
/Pm+Q@=/Pm+mwMﬁ=/P@ﬁ¢Wﬁ-
Co 0 0

Tak wiec
fei+hu) — fen,m)  Jo Pley+ty)dt  F(h) — F(0)

h B h B h ’

gdzie
h
F(h):/ P(z1 +t,y1) dt, F(0)=0.
0



Korzystajac z zasadniczego twierdzenia rachunku rézniczkowego i catkowego otrzymujemy, ze powyzsze
wyrazenia maja granice gdy h — 0, i ta granica to P(z1,y1). Tak wiec, poniewaz (x1,y1) byl dowolnym
punktem D, otrzymujemy

fe(z,y) = P(2,9)

dla wszystkich punktéw (z,y) obszaru D. Podobnie mozemy obliczy¢ f,. O

14.6. Niech P(x,y) i Q(z,y) beda rézniczkowalne w sposéb ciagly. Znajdziemy teraz tatwe do spraw-
dzenia warunki na istnienie funkcji f(z,y) spelniajacej (1). Jezeli taka funkcja istnieje, to ze wzgledu na
réwnosé pochodnych mieszanych musi zachodzié

(4) Py = Qu,

czyli tak zwany warunek calkowalnosci. WidzieliSmy juz, ze jezeli obszar D jest przedzialem, to (4)
gwarantuje istnienie f(x,y). Najczesdciej jednak D nie jest przedziatem, i wtedy sytuacja sie komplikuje.
Rozwazmy funkcje

Yy x
P(%y):—Tery Q(%YJ)ZW,

rézniczkowalne w sposob ciagly na D — plaszczyZnie z usunietym punktem (0, 0). Latwo sprawdzié, ze

or _0Q _ y? — x?

oy  Ox  (z2+y?)?

Z drugiej strony niech C bedzie okregiem jednostkowym, sparametryzowanym przez z(t) = cost, y(t) =
sint, 0 <t < 2w. Wtedy

27
/Pd:c+Qdy:/ ((—sint)(—sint) + cost cost) dt = 2.
c 0

Tak wiec funkcja f(z,y) spelniajaca (1) nie moze istnieé. Do sformulowania uzytecznego twierdzenia
potrzebne bedzie nam pojecie homotopii krzywych. Niech C7 i Cy beda dwiema krzywymi lezacymi w
D, ze wspélnymi punktami poczatkowym i koncowym. Méwimy, ze te krzywe sa homotopijne, jezeli
jedna mozna w sposéb ciggly zdeformowaé na druga, utrzymujac poczatek i koniec nieruchomo, i nie
opuszczajac obszaru D. Poprzestaniemy na powyzszej, intuicyjnej definicji. Latwo zauwazy¢, ze jezeli w
D jest dziura, i Cy i Cy otaczaja ja z przeciwnych stron, to nie moga by¢ homotopijne. Z drugiej strony,
jezeli D jest cala plaszczyzna, albo przedzialem, to kazde dwie krzywe, o wspolnym poczatku i konicu sa
homotopijne. Precyzyjna definicja pojecia homotopii zostanie wprowadzona na kursie topologii. Mozemy
sformulowaé (bez dowodu) nastepujace uzyteczne twierdzenie.

Twierdzenie 14.7. Jedli funkcje P(x,y) i Q(x,y) sq rézniczkowalne w sposdéb ciggly w D i spelniajq
warunek calkowalnosci (4) to

/Pd:c+Qdy:/ Pdx+ Qdy
Cl C2

dla dowolnych dwdch krzywych homotopijnych w D.

Obszar D nazywamy jednospojnym jezeli dowolne dwie krzywe w D o wspdélnym poczatku i koncu
sa homotopijne. Jak juz zauwazyliSmy cala plaszczyzna i dowolny przedzial sa jednospdjne. Mozna
powiedzie¢ w skrécie, ze obszar jest jednospdjny, jezeli nie ma ,dziur”. Mamy nastepujacy wniosek z
twierdzenia 14.7.
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Twierdzenie 14.8. JeZeli D jest jednospdjny, P(x,y) i Q(x,y) rézniczkowalne w sposdéb ciggly w D.
spelniajq warunek calkowalnoscei (4), to istnieje funkcja f(x,y) okreslona na D spelniajgca (1).

14.9. Niech D bedzie obszarem na plaszczyznie, a C kawalkami gladka, zorientowana krzywa prosta.
(Krzywa nazywa sie prosta, jezeli nie przecina sie¢ sama ze soba.) Méwimy, ze krzywa C o powyzszych
wlasnosciach jest krzywa brzegowa D jezeli kazdy punkt C jest punktem brzegowym D i kazdy punkt
brzegowy D jest punktem C. Mowimy ze krzywa brzegowa C' obszaru D jest zorientowana wilasciwie lub
dodatnio wzgledem D, jezeli idac wzdluz C', zgodnie z kierunkiem parametryzacji, obszar D mamy po
lewej.

Twierdzenie Green’a. Niech C bedzie dodatnio zorientowang, kawalkami gladkq krzywg brzegowq
obszaru D. Niech P(x,y) i Q(z,y) bedg rézniczkowalne w sposéb ciggly w pewnym otoczeniu C i D
(czyli w jakims$ zbiorze otwartym zawierajgecym C i D). Wtedy

(5) //D <g—§%—§) d:cdy:/CPd:chQdy.

Rownosé (5) jest réwnowazna dwém réwnosciom

(6) /Pd:c:f/ a—Pdacdy,
c p 0

y
(7) /CQdy/Dg—gdxdy.

Istotnie, jezeli wstawié P = 0 lub @ = 0 w (5) otrzymamy powyzsze réwnosci, a dodajac je stronami
dostajemy (5). Zauwazmy, ze z (5) wynika, ze
oP 0Q
®) 5 = 5 | Pd+Qay
Z zalozen o brzegu obszaru D wynika, Ze jest on jednospéjny, wiec (8) nie jest niespodzianka.

14.10. Wstawiajac P(z,y) = —y w (6) lub Q(z,y) =  w (7) otrzymujemy wzory na pole A obszaru

A:f/yda:,
c

A:/:Edy,
c

1
A:—/xdy—ydx.
2 Je

Skorzystamy z tego ostatniego wzoru. Niech krzywa C' bedzie zadana we wspdlrzednych biegunowych
przez v = ¢(0), 0 < 0 < 2m, gdzie ¢(0) jest ciagla, kawalkami gladka i dodatnia. Taka krzywa jest
krzywa brzegowa obszaru D okreslonego przez r < ¢(). Krzywa C mozna sparametryzowaé, z wlasciwa
orientacja, przez

D

a takze, dodajac stronami

z(0) = ¢(6) cos b, y(0) = ¢(0) sin b, 0<0<2m.
Wstawiajac ta parametryzacje do (8) otrzymujemy

27
A= % / (—¢(0)¢' (9) sin B cos O 4 $(0)? cos® 6 + ¢(0) ¢ (6) cos O sin @ + ¢(0)? cos® #) df
0
1 2m

_ - 2
-3/ 6(0)2 do.
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OdtworzyliSmy w ten sposéb znany nam juz wczesniej wzor.

Dowdd tw. Greena. Udowodnimy twierdzenie Greena dla D bedacego przedzialem. Kompletny dowdd
sprowadza sie do ,pokrojenia” obszaru D na male kawalki okreslonego typu (na przyklad przedzialy) i
skorzystanie z wczeéniej udowodnionego twierdzenia dla tego typu kawalkéw. Tak wiec niech D bedzie
przedzialem a < x < b, ¢ < y < d. Krzywa brzegowa C' sklada sie z 4 czeSci.

Cri )=t yW)=c, a<t<b
Cs : x(t) = b, y(t) =t, c<t<d,
Cs: x(t) =b—t, y(t) =d, 0<t<b—aq,
Cy: x(t) = a, y(t) =d—t, 0<t<d—c

Udowodnimy tylko (6), (7) mozna udowodni¢ tak samo. Obliczamy lewa strone.

—/Pd:c:—/ Pd:c+/ deJr/ Pd:c+/ Pdx
c o Cs Cs Cu

/ClP(x,y)d:c/CSP(x,y)d:c/:P(t,c)dt/Ob_aP(bt,d)(l)dt
/:P(t,c)dt/baP(t,d)dt/abP(t,d)dt/abP(t,c)dt,

gdzie po drodze wykorzystaliSmy fakt, ze calki po pionowych odcinkach sa zerami (gdyz «/(t) = 0).
Obliczmy teraz prawsg strone

oP bopd b

c<y<d

y=d b

:/ (P(z,d) — P(x,c)) dx.
y=c a
Zamieniajac oznaczenia zmiennej caltkowania otrzymujemy (6). O

14.11. Pojecie calki krzywoliniowej przenosi si¢ na przypadek przestrzeni tréjwymiarowej. Jezeli
P(z,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,z) sa funkcjami ciaglymi na jakim$ obszarze zawierajacym krzywa ka-
walkami gladka C okreslona przez z(t), y(t), z(t), a <t < b, to calka krzywoliniowa

/Pd:c+Qdy+Rdz
c

nazywamy wyrazenie

b
/ (P(2(t), y(t), 2(1)2" (t) + Qx(t), y(t), () (t) + R(x(t), y(t), 2(t))z'(t)) dt
Jezeli istnieje f(z,y, z) taka, ze

P=fa Q= fy, R=F.
to catka
/ Pdx+ Qdy+ Rdz = f(koniec) — f(poczatek),
c

czyli calka nie zalezy od konkretnej drogi caltkowania pomiedzy poczatkiem a koncem. Odwrotnie, jezeli
/ Pdx+Qdy+ Rdz=0 dla kazdej krzywej zamknietej C,
c
to funkcja f(x,y, z) istnieje. Jezeli P, Q i R sa rézniczkowalne w sposéb ciagly oraz

Py:Q:C7 Pz:R:m Qz:Rgp

a obszar jest jednosp6jny, to funkcja f(x,y, z) istnieje. Pojecie jednospdjnosci jest takie samo, jak w przy-
padku dwéch zmiennych. Zauwazmy jednak, ze w trzech wymiarach obszar jednospdjny moze zawiera¢
dziury. Na przyklad cala przestrzen z usunietym jednym punktem (0,0,0) jest jednospéjna.



