Wyktad z analizy
TYDZIEN 6.

RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCIJI
O WARTOSCIACH WEKTOROWYCH

6.1 Funkcja o wartosciach wektorowych to przyporzadkowanie
t— f(t)

liczbom rzeczywistym t wektoréw f(¢). Bedziemy rozwazali funkcje, ktérych wartosciami beda wektory na
plaszczyznie, albo funkcje, ktérych wartosciami beda wektory przestrzeni tréjwymiarowej. Dla ustalenia
uwagi, skoncentrujemy sie na funkcjach, ktérych wartosciami beda wektory na plaszczyznie. Na przyklad,
jezeli a i b sag dwoma ustalonymi wektorami, i a # 0 to okreslmy

(1) f(t) =ta+b, —o0 <t < o0.

Aby wyobrazié¢ sobie dang funkcje o wartosciach wektorowych czesto myslimy o jej zbiorze wartosci.
Wygodnie jest mysleé¢ o wektorach f(t) jako o wektorach wodzacych w odniesieniu do jakiego$ ustalonego
punktu @. W ten sposéb funkcja f(t) okresla zbiér punktéw na plaszczyznie, badZz w przestrzeni. W
naszym przykltadzie tym zbiorem jest prosta. Innym przyktadem, przy ustalonym ukltadzie wspotrzednych
{e1, ez}, moze by¢ funkcja

(2) £(t) = (cost)e; + (sint)eq, 0<t<2m.
Zbiorem punktéw okreslonych przez ta funkcje jest okrag. Méwimy, ze funkcja f(t) parametryzuje okre-
$lony przez siebie zbiér punktéw.

6.2 Bardzo wygodnie jest mys$le¢ o funkcji o wartosciach wektorowych f(t) jako opisujacej ruch punktu
na plaszczyznie, czy w przestrzeni. Punkt okreslony jest przez wektor wodzacy f(t), a zmienna niezalezna
t (czesto nazywana parametrem) interpretowana jest jako czas. Na przyklad, (1) opisuje ruch punktu po
prostej. W czasie t = 0 znajduje sie¢ w miejscu b, a w czasie t = 1 w punkcie a+ b. Podobnie, (2) opisuje
ruch punktu po okregu.

6.3 Ustalmy na plaszczyznie prostokatny uklad wspéirzednych o $rodku w punkcie O i wektorach
bazowych {e1, es}. Funkcje o warto$ciach wektorowych ¢ — f(¢) mozemy zapisaé jako

£(t) = x(t)er + y(t)es.

Innymi stowy funkcja o wartodciach wektorowych jest po prostu para zwyklych (o wartosciach rzeczywi-
stych) funkcji
Loa(t), b yll).

Moéwimy, ze sa to funkcje skladowe funkeji f(¢). Przypomnijmy przyktad (1). Niech wektor a ma wsp61-
rzedne (ai,az), a wektor b wspétrzedne (b1, b2). Wtedy

a =ae; + azeq, b = bie; + beeo,

a wiec
f(t) = t(are1 + azes) + (brer + baes) = (art + b1)er + (azt + ba)es.

Funkcjami sktadowymi sa wiec funkcje liniowe

x(t) = art + by, y(t) = ast + by.



W przyktadzie (2) funkcjami sktadowymi sa, oczywiscie
z(t) = cost, y(t) = sint.
Funkcje o wartodciach wektorowych f(¢) mozna réwniez zapisa¢ we wspéhrzednych biegunowych jako
t— r(t), t— 0(t).

Funkcja (2) w tej reprezentacji przyjmuje bardzo prosta postaé

6.4 Korzystajac z faktu, ze funkcje o wartoéciach wektorowych sa rownowazne parom funkcji rzeczywi-
stych wprowadzamy dla nich wszystkie pojecia rachunku rézniczkowego. Méwimy, ze f(t) jest ograniczona
na odcinku, jezeli na tym odcinku ograniczone sa obie jej sktadowe. Méwimy, ze jest ciggla w punkcie,
jezeli obie skladowe sg ciggle w tym punkcie. Zapis

lim f(t) = ae; + bes

t—to

oznacza po prostu
li t) = li t) =b.
lim 2(t) =a,  lim y(t)
Podobnie z granicami jednostronnymi i granicami w nieskonczonosci.
Pochodna jest zdefiniowana jako

df dz d
= =) = Zrer + e,

jezeli 2’ 1y’ jednoczesnie istnieja. Dla ustalonego ¢ f/(t) jest wektorem, dla wszystkich ¢ £/(¢) jest funkcja
o wartosciach wektorowych. Mozemy ja zrézniczkowaé ponownie

*f  d’x d*y

— =—5e; + —e€
az =S T
i tak dalej.
Roézniczkowanie po t czesto oznacza sie¢ przy pomocy kropki
g &
ac dt

Poprzednie wzory mozemy wiec zapisaé jako
f:abe1+ye2, f::'ée1+gje2.

Najczesciej nie ma potrzeby przypominania wektorow bazowych. Mozemy po prostu pisaé

f:(may)7 f(xvy)a f:(xvy)

Funkcja o warto$ciach wektorowych t — F(t) nazywa sie pierwotng funkcji f(t) jezeli



Calka funkcji o wartodciach wektorowych jest zdefiniowana w sposéb oczywisty
b b b
/ £(t)dt = / z(t)dt | e + / y(t)dt | es.

6.5 Wlasnoéci pochodnej i calki moga by¢ tatwo przeniesione z funkcji o wartosciach rzeczywistych.

Catka jest wiec wektorem.

(a) Rézniczkowanie iloczynu liczby przez wektor

da®)f(t)  do(t) df ()
- a (el
czyli
(af) = af + of.

(b) Jezeli f(t) = 0 to £(t) jest stala.
(¢) Zasadnicze twierdzenie rachunku rézniczkowego: Cze$é pierwsza.
d [ f(t)dt = £(7)
ol — f(r
dt J, ’
jezeli f jest ciagla w punkcie ¢t = 7.
(d) Zasadnicze twierdzenie rachunku rézniczkowego: Cze$¢ druga. Jezeli £(t) jest ciagla i ograniczona
dla a <t < b, a F(t) jest pierwotna f(¢) to

(e) Granica dlugodci jest dlugoscia granicy.

Jm £(t)=a = lim [£(2)] = al.

6.6 Wspdlrzedne wektora zaleza od wyboru bazy. Jest wigc wazne, zeby upewnié sie, ze podane
powyzej definicje ograniczonodci, ciaglosci, pochodnej i inne nie zaleza od wyboru bazy. Podamy wiec
opis powyzszych pojeé nie korzystajacy z konkretnej bazy ani funkcji sktadowych.

(1) Funkcja o wartosciach wektorowych ¢ — f£(t) jest ograniczona na przedziale wtedy i tylko wtedy,

gdy jest ograniczona na tym przedziale funkcja rzeczywista ¢ — |£(¢)].

(2) Funkcja f(t) okreslona w otoczeniu to jest w to ciagla wtedy i tylko wtedy gdy

lim |f(t) — f(to)| = 0.
t—to
(3) Niech f(t) bedzie okre$lona w otoczeniu ty. Wtedy
tlLHtlg f(t)y=a
wtedy i tylko wtedy gdy
lim |f(t) —a| = 0.
t—to
(4) Niech f(t) bedzie okreslona w otoczeniu to. Wtedy
f/(to) =a
wtedy i tylko wtedy, gdy

1
}lzl—>InO 7 (f(to +h)— f(to)) =a.



6.7 Ustalmy punkt O (poczatek ukladu) i wektory bazowe. Funkcja o wartodciach wektorowych okresla
zbiér punktow na plaszczyznie. Ten zbior nie okreéla samej funkcji jednoznacznie. Dwie rézne funkcje o
wartosciach wektorowych moga mieé¢ ten sam zbiér wartoéci. Na przyktad dwie funkcje

t ta, t

0<t<1,
t — t3a, 0<t

<
<1

)

ten sam zbiér wartosci, jest to odcinek laczacy punkt O z wektorem wodzacym a Obie funkcje opisuja
ruch punktu po tym odcinku, ale w obu przypadkach ruch jest inny.

6.8 Mowimy, ze dwie ciagle funkcje o wartosciach wektorowych
t—f(t), a<t<b

oraz
T—g(r), a<7T<p

okredlaja ta sama krzywq zorientowang jezeli istnieje ciagla, rosnaca funkcja
T (1), a<T<Lp

spetniajaca

taka, ze
flp(r)) =g(r), a<7<p

Moéwimy, ze f(t) powstala z g(7) przez zmiang parametru 7 — t = (1) (£(¢) jest reparametryzacja
g(r)).

Krzywq zorientowang C nazywamy ciagla funkcje o wartosciach wektorowych f(¢), okre$lona na jakims
przedziale [a,b] wraz ze wszystkimi jej reparametryzacjami.

Zauwazmy, ze zmiana parametru wymaga funkcji rosnacej. Jezeli

E=()  a<E<p

jest funkcja malejaca,
i zdefiniujemy

to krzywa zorientowana okreslona przez

£—h(), a<i<p

nazywa sie krzywa przeciwng, albo przeciwnie zorientowang do krzywej okreslonej przez f. Koniec krzywej
h jest poczatkiem krzywej f i na odwroét. Trajektorig krzywej zorientowanej okreslonej przez funkcje
f(t), a <t < b nazywamy zbidr wartosci funkeji £(¢). Zauwazmy, ze krzywa zorientowana i krzywa do
niej przeciwna maja ta sama trajektorie.

Stowo ,krzywa” bedzie oznaczaé albo krzywa zorientowana, albo jej trajektorie, w zaleznosci od
kontekstu.

6.9 Jezeli dana jest krzywa zorientowana A zdefiniowana przez

t'—>f(t), t0<t<t1,



oraz podzial
to=Xo <A <A << A =11,

to obciecie funkeji f(t) do kazdego przedziatu [Aj_1, \;] tez okresla krzywa zorientowang A;
t— f(t), Ajo1 <E KA
Méwimy, ze krzywa A; jest tukiem krzywej A, i ze A jest sumg krzywych A;
A=A+ Ay + -+ Ag.

(Znak sumowania dotyczy sytuacji, gdy koniec jednej krzywej pokrywa sie z poczatkiem nastepnej.)
6.10 Czesto wygodnie jest zapisa¢ krzywa zorientowana nie w postaci parametrycznej
£ £(1),
ale jako wykres funkcji
=y =)

Taki sposéb reprezentacji krzywej zorientowanej nosi nazwe reprezentacji nieparametrycznej. Na przyktad
prosta reprezentowana przez
t— ta+ b,

gdzie a i b sa dwoma ustalonymi wektorami i a # 0 ma reprezentacje parametryczna
x(t) = art + by, y(t) =azt +b2, a=(ar,a2), b= (b1,ba).

Mozna tatwo ,wyeliminowac” t.
xr—0 —-b
p=2" 0 =22
ai az

Wspéblrzedne kazdego punktu na krzywej spelniaja wiec

r—br  y—bo
a1 a as ’
wiec
y = %I—f— albg —a2(31.
aq aq
Otrzymaliémy wiec poszukiwang reprezentacje nieparametryczna naszej krzywej zorientowanej (w tym
wypadku prostej). Nie zawsze jest to mozliwe.

6.11 Znajdziemy teraz parametryczng reprezentacje pewnej interesujacej krzywej. Rozwazmy krazek
o promieniu a toczacy sie poziomo (na przyklad po osi X-6w). Niech P oznacza jaki§ punkt na obwodzie
krazka. Trajektoria punktu P jest krzywa nazywana cykloidg. Zakladajac, ze krazek toczy sie po osi
X-6w, i punkt P znajduje sie w poczatku ukladu w czasie ¢ = 0 mozna wyprowadzi¢ parametryczna
reprezentacje cykloidy
z(t) = a(t — sint), y(t) = a(1 — cost).

6.12 Niech krzywa zorientowana bedzie zadana przy pomocy wspolrzednych biegunowych
r= f(6), 0<6<2m, f(6) >0,

gdzie f(0) jest ciagla, i spelnia



Uzywajac 6 jako parametru otrzymujemy reprezentacje parametrycznag

x(t) = f(0) cosé, y(t) = f(0)sin 6.

Zauwazmy, ze poczatek i koniec krzywej pokrywaja sig, czyli krzywa jest zamknieta. Latwo jest stwier-
dzié, czy punkt P nalezy do wnetrza krzywej, czy nie. Zbiér wszystkich punktéw wewnetrznych nazywa
sie obszarem ograniczonym krzywg, i sklada sie z tych punktéw o wspélrzednych biegunowych (r, 8 spet-
niajacych 0 < r < f(6). Obliczymy pole A tego obszaru. Niech A(6) oznacza pole czedci naszego obszaru,
zawierajace punkty o drugiej wspélrzednej biegunowej pomiedzy 0 i 6. Poniewaz A(0) =01 A(27) = A,
wiec oczekujemy réwnosci

2m
A:/ A(6)d8.
0

7 drugiej strony tatwo sie przekonaé, korzystajac ze wzoru na pole sektora kota, ze dla malego h > 0

AO+h)—A®) 1

czyli

OtrzymaliSmy wzér na pole

0



