Wyktad z analizy
TYDZIEN 7.
WEKTOR STYCZNY

7.1 Krzywa zorientowana nazywa sie gladkg, jezeli okreslona jest przez funkcje o wartosciach wekto-
rowych
£(¢), a<t<b,

ktorej pochodna f/(t) istnieje, jest ciagla i
f'(t) £0

dla zadnego t. Zamiana parametru t = ¢(7) nazywa sie dopuszczalng jezeli ¢’ (1) istnieje, jest ciagla, i
$cile dodatnia. Taka zamiana parametru przeksztalca f(t) w inna reprezentacje g(7)

Poniewaz

wiec
g'(r) #0.
Funkcje f(¢) 1 g(7) okreslaja ta sama krzywa gladka. Funkcja f(¢) moze zostaé zapisana we wspo6irzednych

f(t) = x(t)er + y(t)ea,

i najczesciej bedziemy ja oznaczaé (x(t), y(t)). Pochodna to wtedy (2/(t),y'(t)) a warunek f(¢) # 0 jest
réwnowazny

2'(1)? + 4/ (1) # 0.

7.2 Niech f(z) bedzie zwykla funkcja o wartosciach rzeczywistych dla a < = < b, posiadajaca cia-
gla pochodna f/(x). Wykres tej funkcji jest gltadka krzywa zorientowana, a okrelajaca ja funkcja o
wartosciach wektorowych jest

(L), a<t<b

Pochodna tej funkcji to (1, f/(¢)), i jest zawsze wektorem niezerowym.

7.3 Dla krzywej gladkiej okreslonej przez f(t) okre$lamy

1
|£(1)]

Powyzsza definicja zawsze ma sens gdyz, z zalozenia, f/(t) # 0. Wektor T(t) nazywa sie jednostkowym
wektorem stycznym do krzywej w punkcie f(t). Zauwazmy, ze

T(t) = £/ (1).

(a) T(t) pozostaje niezmieniony przy dopuszczalnej zamianie zmiennych. Niech zamiana zmiennych
7 +— (T) = t zamienia funkcje f(t) w

Rozwazmy punkt P na krzywej, zadany przez f(tg) = g(79). Rézniczkujac funkcje zlozona otrzy-

mujemy
g' (1) = ¢ (1) ((7)).
1



Poniewaz zamiana zmiennych jest dopuszczalna, wiec ¢'(7) > 0, i

8'(T)] = &' (1) (0(7))].
Podstawiajac 7 = 1

PR SN
208 ™ = Tt ) = Fa)

' (tg).

Obie strony réwnosci to jednostkowe wektory styczne do danej krzywej w punkcie P, obliczone
przy uzyciu réznych reprezentacji krzywej.
(b) T(t) jest wektorem jednostkowym, czyli |T(t)| = 1. Rzeczywiscie

1

T| = |
Tl ‘|f'|

_ L

= f'| = 1.
i

(¢) T(t) jest wektorem stycznym. Przypomnijmy, Ze pojecie stycznosci wprowadziliémy juz badajac
funkcje o wartosciach rzeczywistych. Rozwazmy punkt P na krzywej i tuk tej krzywej zawierajacy
P, ktéry jest wykresem funkcji F'(z) o wartosciach rzeczywistych. Wtedy ten tuk ma reprezentacje

parametryczng
£(t) = (¢, F(t))-

Jezeli T(t) zapiszemy jako odcinek skierowany P_Q, to okaze sie, ze prosta przechodzaca przez P
i Q jest styczny do wykresu F(z) w punkcie P. Niech P = (z,yo) = (to, F(to)). Wspblezynnik
kierunkowy stycznej do krzywej w punkcie P wynosi

m = F/(to)

Tak wiec
f'(to) = (1,m).

Widzimy wiec, ze wektor f/(tp) ma ten sam kierunek co styczna.

7.4 Jezeli krzywa gladka ma reprezentacje (z(t), y(t)), to T(t) ma wspdlrzedne

Istotnie, jedli f(t) = (z(t),y(t)), to f'(t) = (2'(t),y'(t)), oraz |[f'(t)|?> = 2/ (t)® + v/ (t)?. Niech O(t) bedzie
druga wspéirzedna biegunowa T(t). Wtedy

tgO(t) =

7.5 Jedli krzywa dana jest rownaniem we wspolrzednych biegunowych

r=f(0),

to posiada reprezentacje parametryczng



z katem 6 pelniacym role parametru. Wtedy

Z—z = f(0) cos @ — f(#)sinb, dy _ F'(0)sin@ + f(6) cosb.

Otrzymujemy wiec

(S 4 (&) = or+ror =+ (B)

Wspblrzedne wektora stycznego sa wiec dane przez

f cosf — fsind f'sinf + fcos@
2+ (f)2 ’ 24+ (f)2

)

a nachylenie stycznej
_dy _ f'sinf+ fcosO

8 = dr  f'cosf — fsinf’



