Wyktad z analizy
TYDZIEN 9.

FUNKCJE WIELU ZMIENNYCH

9.1 Funkcja dwéch zmiennych nazywamy przyporzadkowanie parom (uporzadkowanym) liczb innej
liczby. Zbioér wszystkich par, ktérym przyporzadkowana zostata liczba, nazywamy dziedzing funkcji.
Jezeli zdefiniowana jest funkcja dwdoch zmiennych bez okreslenia konkretnej dziedziny, to rozumiemy, ze
dziedzina sa wszystkie pary dla ktérych definicja ma sens. Suma, réznica, iloczyn, iloraz i zlozenie sa
okreslone tak jak dla funkcji jednej zmiennej.

9.2 Przyklady: (a) Wzor

(z,y) —x+y

przyporzadkowuje kazdej parze liczb ich sume. Dziedzina tej funkeji sa wszystkie pary (z,y).
(b) Wz6r

22 +y dlay<o0

(wy) —>2z=1{ 2% dlagz>0,y>0

315 dlaz <0,y >0

okredla funkcje dwéch zmiennych ktérej dziedzina sa wszystkie pary (z,y).
9.3 Zbior
{('ray)7a0 <z <o, ﬁo < Y < ﬁl}'

nazywamy przedziatem otwartym. Innymi stowy przedzialem otwartym jest dowolny prostokat o bokach
réwnoleglych do osi wspétrzednych (bez samych bokéw). Przeciecie przekatnych tego prostokata, czyli
punkt

ao+ar Bo+ B
2 ’ 2
nazywamy Srodkiem przedzialu. Same boki prostokata (nie nalezace do samego przedzialu otwartego)
nazywamy brzegiem przedzialu. Przedzial otwarty z dodanym swoim brzegiem nazywa si¢ przedzialem
domknietym. Jest to wiec zbiér

{(z,y);a0 <z <oy, Bo<y<pi}.

Bedziemy czesto uzywaé wyrazenia ,blisko punktu P” (na plaszczyznie), i bedzie to oznaczalo ,w pew-
nym przedziale otwartym o srodku w P”. Zauwazmy, ze skoro w kazdym otwartym przedziale mozna
zmiedci¢ dysk o tym samym Srodku, a w kazdym dysku mozna zmiesci¢ otwarty przedzial o tym samym
$rodku, wiec ,blisko punktu P” mozna réwnowaznie odczytaé jako ,w pewnym dysku o érodku w P”,
lub ,we wszystkich punktach ) ktoérych odlegto$é od P nie przekracza pewnej ustalonej liczby”.

9.4 Pojecie ciaglosci funkceji dwdch zmiennych nie rézni si¢ od pojecia ciagtosci funkcji jednej zmienne;j.
Funkcja f(z,y) jest ciagla, jezeli mala zmiana x i y powoduje mala zmiane f(x,y). Mamy nastepujaca
definicje

Definicja. Funkcja f(z,y) jest ciagta w punkcie (g, yo) jezeli posiada nastepujace dwie wlasnosci:

(I) jezeli A jest dowolna liczba taka, ze f(zo,y0) < A to f(z,y) < A dla wszystkich punktéw (z,y)
blisko (xo,yo), dla ktérych f(z,y) jest okreslona,
(IT) jezeli B jest dowolna liczba taka, ze f(zo,yo) > B to f(x,y) > B dla wszystkich punktéw (x,y)
blisko (zg,yo), dla ktérych f(x,y) jest okreslona.
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Podobnie jak w przypadku funkcji jednej zmiennej mozemy sformutowaé réwnowazna definicje e—d:
f(z,y) jest ciagta w punkcie (zq, yo) jezeli dla kazdej dodatniej liczby € mozemy znalezé dodatnia liczbe
0 taka, ze

|f($,y) - f(3307y0)| <e€

dla wszystkich (z,y) dla ktérych f(z,y) jest okreslona i

\/(93*960)2+ (y —y0)? < 6.

Funkcje nazywamy ciagla na zbiorze S jezeli jest ciagla w kazdym punkcie tego zbioru.

9.5 Suma, réznica, iloczyn, iloraz (poza zerami mianownika) i zlozenie funkcji ciaglych sa ciagle.
Dowody tych faktéw nie réznia sie od dowodéw w przypadku funkceji jednej zmiennej. Jezeli funkcja f(x)
jest ciagla funkcja jednej zmiennej, to funkcje dwoch zmiennych

Flz,y)=flx) 1 Gy =[fy)
tez sa ciagle. Tak wiec kazdy jednomian
cx™y™, m,n >0

jest ciagly. Réwniez kazdy wielomian dw6ch zmiennych (skoficzona suma jednomiandéw) jest ciagly.
Funkcja wymierna (iloraz wielomianéw) jest ciagla poza zerami mianownikéw.

9.6 Przyklady: (a) Funkcja
(z,y) — esin(@*+2y) cos(zy)

jest okredlona i ciagla wszedzie, gdyz jest suma dwoch funkcji, kazda z ktérych sklada sie z wielomianu
zlozonego z funkcja ciagla jednej zmienne;j.
(b) Rozwazmy funkcje
zy 2 .2
d(z,y) = { e Ayt 20
0 dlaz=y=0.

Funkcja ta jest okreslona wszedzie, jest funkcja wymierna, i jedynym zerem mianownika jest punkt (0, 0).
Jest wiec ciagla wszedzie poza (0,0). Zauwazmy, ze ¢(x,y) jest ciaglta wzgledem kazdej ze zmiennych z
osobna. Jezeli y = yo, yo # 0, to otrzymujemy funkcje wymierna jednej zmiennej

Yo
(2 +y3)%’

T —
ktora nie ma zer mianownika, jest wiec ciagta. Jezeli yo = 0, to otrzymujemy funkcje
x — 0,
ktoéra tez jest ciagla. Podobnie, jezeli ustalimy zmienna x i rozwazymy nasza funkcje jako funkcje zmiennej
y. Z drugiej strony zauwazmy, ze ¢(z,y), jako funkcja dwoch zmiennych nie jest ciaglta w (0,0). ¢(0,0) =
0 < 1, a z drugiej strony w kazdym przedziale otwartym o $rodku w (0,0) znajdziemy punkty (z,y) w
ktorych ¢(x,y) > 1 — na przyklad punkty postaci (¢,¢) dla 0 < t < %:

ot t) = b —t2—1>1 0<t<1/2
(2 12)2 At 42 '

9.7 Definicja funkcji 3 i wiecej zmiennych jest calkowicie analogiczna do przypadku 2 zmiennych.
Funkcja n zmiennych to przyporzadkowanie n liczbom rzeczywistym innej liczby

(1,22, ..., xn) — u = f(T1,22,...,2Tn).



Czesto uzywamy zapisu wektorowego
x — u= f(x).

Otwartym n-wymiarowym przedzialem nazywamy zbiér wszystkich punktéw (z1,z2, ..., z,) spelniaja-
cych, dla pewnych liczb a; < 3;, 1 = 1,...,n, nieréwno$ci
a; < xp < B, t1=1,2,---,n.

Domkniety przedzial, to zbiér punktéow spelniajacych

aigxigﬁ’h i:172a"'7n'
Punkt o wspélrzednych
xi:ai;ﬁia i:1527"'7n

jest érodkiem powyzszych przedzialow. Majac pojecie przedzialu otwartego okreslamy pojecie bliskosci
punktéw, i ciaglosci funkcji. Przytoczymy definicje e-d dla funkcji n zmiennych. Funkcja x — f(x)
okreslona w x¢ jest w tym punkcie ciagla, jezeli dla dowolnego dodatniego ¢ mozna znalezé dodatnie §
takie, ze

|f(x) = f(x0)| <€

dla wszystkich x dla ktérych f(x) jest okreslona i |xo—x| < d. Rézne fakty o funkcjach ciaglych omawiane
wczesnie] w przypadku 2 zmiennych pozostaja prawdziwe.

9.8 Niech S bedzie zbiorem punktéw, a P punktem. Stawiamy pytanie, czy mozna znalez¢ przedzial o
$rodku w P ktory nie zawiera punktéw zbioru S poza, by¢ moze, P. Jezeli jest to niemozliwe, to punkt P
nazywamy punktem skupienia zbioru S. Innymi stowy, P jest punktem skupienia zbioru .S, jezeli dowolnie
blisko P znajdziemy punkty .S rézne od P. Niech dana bedzie funkcja f(x) okreslona na zbiorze S. Niech
punkt xo bedzie punktem skupienia S (funkcja f(x) moze by¢ w xq okreslona lub nie). Jezeli istnieje
liczba « taka ze po okresleniu f(xg) = a otrzymamy funkcje ciagla, to a nazywamy granicg funkcji f(x)
W Xo 1 zapisujemy

lim f(x) =a.

X—X(
W szczegdlnoscl powyzszy zapis oznacza, ze X jest punktem skupienia dziedziny f(x). Nie okreslamy
pojecia granicy w innych punktach. Analogicznie do przypadku jednej zmiennej mozemy udowodnié
wtasnosci granic, a takze zdefiniowa¢ granice nieskonczone.

9.9 Przyktady: (a) Jaka jest granica f(z,y) = 22 — 22y + y* w punkcie (—7,2)? Funkcja f(z,y) jest
wielomianem, wiec jest okreslona i ciagla wszedzie. Tak wiec

flz,y) = f(=7,2) =93.

lim
(#,9)—(=17,2)

(b) Czy funkcja f(z,y) = sinlog(z* + y?) ma granice gdy (z,y) — (0,0)? Punkt (0,0) jest punktem
skupienia dziedziny funkeji f(z,y), chociaz funkcja w tym punkcie nie jest okreslona. Zauwazmy jednak,
ze granica nie istnieje. W kazdym przedziale o §rodku w (0,0) znajdziemy punkty w ktérych funkcja
przyjmuje i wartodci 1 i, na przyktad, —1. Nie da sie w zaden sposéb okredlié¢ f(0,0) tak aby f(z,y) byla
w tym punkcie ciggla.

9.10. W przypadku funkcji jednej zmiennej dziedzing zawsze byt przedzial, badz kilka przedziatow.
Latwo zauwazy¢, ze w przypadku funkcji wielu zmiennych dziedziny najczesciej nie da sie tatwo opisaé
przy pomocy przedziatéw. Okreslimy sobie teraz pojecie zbioru otwartego i brzegu zbioru. Zbiér nazywa
sie it otwarty jezeli wraz z kazdym punktem P zawiera jakis otwarty przedzial o Srodku w P. Zauwazmy,
ze przedzial otwarty jest zbiorem otwartym, a przedzial domkniety nie jest zbiorem otwartym. Zbiér pusty
tez nazywamy otwartym. Punkt P nazywa sie punktem brzegowym zbioru S, jezeli dowolny otwarty



przedzial o srodku w P zawiera i punkty z S i punkty spoza S. Zbiér wszystkich punktéw brzegowych
nazywa sie brzegiem zbioru. Funkcje wielu zmiennych beda okreslone na zbiorach otwartych, by¢ moze
wraz z czescia brzegu.

Uwaga: Pojecie zbioru otwartego i brzegu zalezy od przestrzeni w jakiej sie znajdujemy. Na przyktad,
odcinek (0, 1) jest zbiorem otwartym jezeli rozpatrujemy go jako podzbiér prostej. W tym przypadku
jego brzegiem beda punkty 0 i 1. Jezeli natomiast ten przedzial rozpatrywaé jako podzbiér plaszczyzny,
to nie jest zbiorem otwartym, a jego brzegiem jest caly odcinek [0, 1].



