Wyktad 1.

Przestrzen Hilberta

Sygnaly. Funkcje (w jezyku inzynieréw - sygnaly) ktére bedziemy rozwazali na tym wykladzie beda
kilku typow

Sygnaly ciggle (analogowe). o) L?(R) to funkcje na prostej spetniajace warunek

/Oo 1 (2)[2 dz < +o0,

— 00

(czyli funkcje catkowalne z kwadratem). Z punktu widzenia zastosowan to bardzo interesujaca przestrzen
sygnaléw. Jezeli f(x) oznacza, na przyklad napiecie jakiegos przebiegu elektrycznego, to warunek catko-
walnoéci z kwadratem oznacza, ze sygnal ma skonczong catkowita energie - bardzo rozsadne zalozenie.
o) L%([—m,7]), przestrzen funkcji okresowych o okresie 27 (czyli f(x + 2m) = f(x)), calkowalnych z
kwadratem w okresie .

/ |f(2)[2 dz < +o0.
Podobnie jak poprzednio ten warunek oznacza, ze warto$¢ energii sygnatlu w okresie jest skonczona.
Dtugo$é okresu nie jest szczegdlnie wazna, gdyz poprzez proste przeskalowanie mozna nasze rozwazania
przeniesé¢ na sygnaly o innych okresach. Okres 27 wybrany jest dla wygody (to jest okres funkcji trygo-
nometrycznych, ktérych bedziemy uzywali). Przestrzen te bedziemy tez oznaczali przez L?(T), gdzie T
oznacza okrag jednostkowy, czyli odcinek [—m, 7] z utozsamionymi koncami.
o) Ogdlniej, L2(R™) to funkcje n - zmiennych rzeczywistych, catkowalnych z kwadratem. Szczegdlnie
interesujacy jest przypadek n = 2, sygnaly takie reprezentuja obrazy.
o) Ogdlniej L?(T"), funkcje n - zmiennych, okresowe w kazdej zmiennej o okresie 27:

flae,..,mi+2m, 0 xn) = f(@1, 00 Xy ooy ), Vi=1,...,n,

i calkowalne z kwadratem po swoim okresie:

/ / |f($1,---,$n)|2d$1"'d$n<+oo.

Roéwniez tutaj najbardziej interesujacy (oprocz n = 1) jest przypadek n = 2.

Sygnaly dyskretne (cyfrowe). o) L?(Z) to przestrzen ciagéw podwéjnie nieskoniczonych {fi}, sumo-

walnych z kwadratem
o0

> Il < +o0.

k=—o0

Przestrzen ta czesto bedziemy tez oznaczaé £2.
o) L?(Z,) to przestrzen ciagéw podwdjnie nieskoniczonych {fi} okresowych o okresie p, czyli fiip = fx
V k € Z, sumowalnych z kwadratem po okresie:

p—1
Z |fk|2 < +00.

k=0

Ta przestrzen bedziemy tez oznaczaé Eg.
o) Ogolniej, L?(Z") i L2(Zg) to przestrzenie ciagdéw n - wymiarowych okresowych lub nie, sumowalnych
z kwadratem, w przypadku LQ(Z;}) tylko po okresie. Jak poprzednio, najciekawsze sg te przestrzenie dla
n=2.
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Uwagi. a) Sygnaly wystepujace w rzeczywistodci (w naturze) sa najczesciej ciagle. Sygnaly dyskretne
pojawiaja sie jako wynik probkowania sygnaléow wystepujacych w rzeczywistodci, i to one pojawiaja sie
w algorytmach numerycznych. Poznamy fundamentalne (ale bardzo proste) twierdzenie méwiace kiedy
sygnal ciagly mozna caltkowicie odtworzy¢ z ciggu prébek (méwiac w skrocie, sygnat musi mieé¢ skoniczone
widmo czestotliwosciowe, a prébkowanie musi by¢ wystarczajaco czeste). W przypadku kiedy sygnatu nie
da sie zrekonstruowaé z prébek (na przyklad z jakichs powodéw prébkowanie jest zbyt rzadkie) dowiemy
sie jak przygotowaé sygnal do prébkowania, aby uzyskaé najlepszy efekt rekonstrukeji (bedzie to tak
zwany filtr antyaliasowy).

b) Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane przestrzenie sygnaléw maja pewne wspoélne cechy, wazne z punktu
widzenia teorii. Tworza je funkcje (o wartos$ciach zespolonych) na jakims zbiorze, calkowalne lub sumo-
walne na tym zbiorze z kwadratem. Ta wspdlna cecha pozwoli nam wprowadzi¢ w tych przestrzeniach
strukture przestrzeni Hilberta, nasze podstawowe narzedzie. Druga cecha wspdélna rozwazanych prze-
strzeni sygnaléw jest to, ze zbiér na ktérym te sygnaly sa rozwazane (R™, T", Z", Z7) ma strukture
grupy abelowej, na przyklad Z, z dodawaniem modulo p. To z kolei pozwala nam korzysta¢ z naszego
drugiego podstawowego narzedzia - transformaty Fouriera - w jej wielu wcieleniach, transformaty ciagtej,
dyskretnej czy szeregu Fouriera.

Przestrzen Hilberta. Przypomnijmy krétko pojecie przestrzeni liniowej, przestrzeni metrycznej i prze-
strzeni zupelnej.

Przestrzen liniowa to taka, ktérej elementy mozna dodawaé, odejmowaé i mnozy¢ przez skalary (w na-
szym przypadku skalarami sa liczby zespolone).

Przestrzen metryczna to taka, w ktérej okreslona jest funkcja odleglosci d(x,y) (metryka) dzigki ktérej
mozna zdefiniowaé zbiezno$¢ ciagu: z, — x jezeli d(x,,x) — 0. Otrzymujemy przestrzen topologiczna,
mozna moéwicé o ciagtosci funkcji.

Przestrzen metryczna zupelna to taka przestrzen w ktérej kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny, czyli jezeli

Ve>03aNeNVnm>Ndx,,zn) <€

to istnieje = takie, ze x, — x. Zupelnosé przestrzeni jest wazna z punktu widzenia teorii matematyczne;j.
Wszystkie przestrzenie ktore bedziemy rozwazaé sg zupelne.
Przypomnijmy tez funkcje wyktadnicza zmiennej zespolonej

e'? = cosp + isin .

Jezeli funkcje wyktadniczg zdefiniujemy przy pomocy szeregu potegowego
oo Zn
e’ = Z —, z - liczba zespolona,
o n!

to powyzsza wlasnoéé natychmiast wyjdzie po skorzystaniu z faktu, ze i2 = —1, rozdzieleniu sktadnikéw

zawierajacych i nie zawierajacych i i zastosowaniu rozwinie¢ Taylora funkcji sinz i cosx.

Def. Przestrzen liniowa E nazywa sie przestrzenia Hilberta, jezeli istnieje w niej iloczyn skalarny, to
znaczy funkcja (x,y) (o wartoéciach zespolonych) o nastepujacych wlasnosciach

(a) (x,y) = (y,x) (jest antysymetryczny),

(b) (x+y,2)=(x,2) + (y,2), (az,y) = a(z,y) (liniowy wzgledem pierwszej zmiennej),

(¢) (m,y+2)=(x ,y) + (x, 2), (z,ay) = @(x,y) (antyliniowy wzgledem drugiej zmiennej),

(d) (xz,z) >0i{z,z2) =0< x=0.
(z,y, z to dowolne elementy F, « jest dowolna liczba zespolona, a @ jest liczba sprzezona do «). Dodat-
kowo F musi by¢ zupetna, wyjaénimy to za chwile.

Majac w przestrzeni Hilberta iloczyn skalarny wprowadzamy tak zwana norme (dlugosé)
[zl = v/ (2, z).

Zauwazmy, ze dzigki wlasnosci (d) iloczynu skalarnego pierwiastek mozna zawsze obliczy¢.



Tw. (Nieréwnos$é Schwarza). Dla dowolnych x,y

(@ o) < [lllllyll-

dowdd. Ustalmy z,y € E i dowolng liczbe rzeczywista .

2+ Ayl = (z + Ay, = + Ay)

= (z,z + \y) + My, z + \y)

= (z,2) + Mz, y) + My, ) + Xy, )
= N|lylI* + 2AR(z, y) + |||,

(R - czed¢ rzeczywista). Rozwazane wyrazenie jest wiec (dla ustalonych x i y) funkcja kwadratowa
zmiennej rzeczywistej A, o wspétezynnikach ||y[|?, 2R(z,y) i ||z||*>. Wyrazenie nie moze byé ujemne,
wiec funkcja kwadratowa moze mieé¢ co najwyzej jeden rzeczywisty pierwiastek. A wiec wyréznik funkeji
kwadratowej musi by¢ ujemny:
2
(2R(z, )" — 4llylI*[l«] <0,

czyli
Rz, y)| < llllllyll-

Jezeli (z,y) jest liczba rzeczywista to dowdd jest zakonczony. Jezeli nie, to pozostaje jeszcze jeden trik:
niech ¢ bedzie liczba rzeczywista taka, ze

(@,y) = |(z,)|.
Taka liczbe zawsze mozna znalezé, e’ jest ,znakiem” zespolonym liczby (z,y). Wtedy
ez, y) = (z,e'*y)
jest liczba rzeczywista. WykorzystaliSmy tu réwnosci

1 s -
— =e W =e¢lv.
e
7 udowodnionej juz czeéci twierdzenia wynika, ze

[z, ey)| < [|z[ll|e*?y]-

W koticu, skoro, jak tatwo sprawdzié¢ |e??| = 1, mamy

o)l =le™ @y, 1 eyl =lyll. O

Uwaga. Przygladajac sie przedstawionemu wyzej dowodowi zauwazmy, ze réwno$¢ (w nieréwnosci Schwa-
rza) zachodzi tylko jezeli x 1 y sa wspélliniowe (w sensie zespolonym), to znaczy istnieje liczba zespolona
« taka, ze

T =ay.
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Tw. (Wlasnosci normy).
(a) [lzf| > 0|z =0z =0,
(b) |laz|| = |a|l|z|| dla kazdej liczby a i elementu x € E,
(©) llz+yll < |zl + |yl (nieréwnosé tréjkgta).

dowdd. Wlasnosci (a) i (b) wynikaja wprost z definicji normy i wlasnosci iloczynu skalarnego. SprawdZmy
tylko nieréwnoéé tréjkata

lz+yl* = (& +y,z+y) = (x,2) + (&, 9) + ¥, 2) + (y,9)
2] + (z,y) + (y,2) + |ly|I?

<zl + Kz, )] + [y, @) + yll?
< el + 20 iyl + llyll?
= (ll=ll + llyID*.

Po drodze skorzystaliémy z nieréwnosci tréjkata dla liczb zespolonych
la+b| < a] + 0],

oraz z nieréwnosci Schwarza. 0O

Norma umozliwia nam wprowadzenie w E metryki

d(z,y) = |lz - yl|.

Wymagane wlasnosci metryki

(a) d(z,y) = d(y, ),

(b) d(z,y) > 0 oraz d(z,y) =0 &z =y,

(c) d(z,y) <d(z,2) +d(z,y),
wynikaja wprost z wyszczegdlnionych powyzej wlasnosci normy. Metryka wprowadza w E topologie,
mozna wiec méwi¢ o zbieznoSci w przestrzeni Hilberta ciggéw czy szeregdéw i o ciaglosci funkcji. Z
nieréwnosci Schwarza wynika, ze iloczyn skalarny jest ciagla funkcja dwdch zmiennych. W definicji prze-
strzeni Hilberta dokladamy zalozenie o ktérym wspomnieliémy wczedniej: powstala przestrzen metryczna
jest zupelna.

Przyklady. Wszystkie opisane przestrzenie sygnaléw sg przestrzeniami Hilberta. Zeby sie o tym prze-
konaé¢ nalezy w kazdej przestrzeni wprowadzié¢ iloczyn skalarny i sprawdzi¢ warunki (a)—(d) definicji.
Nalezy tez udowodnié¢ zupelnosé powstalej przestrzeni metrycznej. W kazdym przypadku przy okresle-
niu iloczynu skalarnego bedziemy korzystaé z nastepujacej nieréwnosci, prawdziwej dla dowolnych liczb
zespolonych:

2|ab| < |al* + [b]*.

o L2(R"). Jezeli f,g € L?>(R™) to funkcja f - g jest absolutnie catkowalna na R":

wiec
[ Jrwia@|ae<s [ i@Pdes g [ lo@P do < 4.

Mozemy wiec okresli¢ nastepujaco iloczyn skalarny

(f9)=| [flx)g(z)de
R



e L2(T™). Podobnie mozemy okresli¢

1 ™ ™ -
R T B B CTOE R )

gdyz catka zawsze istnieje.
o L2(Z™). Majac dwa ciagi f = {fm} 19 = {gm}, m = (m1,...,m,) okreslamy

oo

<fa g> = Z fmg_m
M yeney My =— 00
. LQ(ZZ). Podobnie dla ciggéw okresowych
1 =

b

mi,...,mp=0

W kazdym z powyzszych przykladéw sprawdzamy warunki (a)—(d) definicji przestrzeni Hilberta. W
przypadku przestrzeni sygnaléw ciaglych warunek (d) méwi, ze

/ f@)de =0 f =0,

lub

EEL /:“/:U(x”?dx:()@f:o.

Zeby ten warunek byl spelniony, tak naprawde w przypadku przestrzeni sygnaléw ciaglych elementami
nie sa funkcje, ale klasy rownowaznosci funkcji modulo funkcje o catce z kwadratu modutu réwnej 0. To
jest szczegdl techniczny, ktory w praktycznych zastosowaniach nie bedzie miat dla nas znaczenia. Warto
jednak o tym pamieta¢. Dwie funkcje réznigce sie tylko w jednym albo w kilku punktach to z punktu
widzenia przestrzeni sygnaléw ten sam element.

Istotnym punktem do sprawdzenia jest zupelno$é¢ powstalych przestrzeni metrycznych. W przypadku
przestrzeni sygnalow dyskretnych jest to proste ¢wiczenie, a w przypadku przestrzeni sygnatéw ciaglych
wynika to z wlasnosci calki Lebesgue’a. To wlasnie z tego powodu w definicji przestrzeni uzywamy calek
Lebesgue’a.

Bazy i rozpiecia.

Def. Zbiér elementéw {e,} przestrzeni Hilberta F (skoficzony lub nieskonczony) nazywamy baza F
jezeli
(a) jest liniowo niezalezny, czyli
04161+"'+Oék€k:O:>041:a2:"':ak:07
dla dowolnego k i dowolnych skalaréw asq, ..., ax, oraz

(b) jest zupelny w E, czyli

VeeEVe>03ay,...,a < €.

k
T — E Oy, €,
n=1




Moéwiac luzno, zbiér tworzy baze jezeli do kazdego elementu przestrzeni £ mozna podejé¢ dowol-
nie blisko jaka$ kombinacja linowa elementéw bazy (zupelno$é), i zbiér nie zawiera zadnych zbednych
elementéw (liniowa niezaleznosé).

Uwaga. (a) Powyzsza definicja rézni sie zasadniczo od pojecia bazy przestrzeni liniowej wprowadzanego
na wykladzie z algebry liniowej. W tamtej definicji kazdy element przestrzeni mozna przedstawic¢ jako
kombinacje liniowg elementéw bazy, a w tej definicji wystarczy zeby do kazdego elementu przestrzeni
mozna bylto dowolnie blisko ,,podejé¢” kombinacjami liniowymi elementéw bazy. Dla unikniecia zamie-
szania tamta, algebraiczna baze czasami nazywa sie ,bazg Hamela”, a te ,baza topologiczng’. Na tym
wykladzie bedziemy korzystali tylko z baz topologicznych, i bedziemy je po prostu nazywali bazami. W
przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowych oba pojecia baz sa identyczne.

(b) Mozna udowodnié, ze dwie bazy tej same] przestrzeni saréwnoliczne. Liczbe elementéw bazy (moze
by¢ nieskonczona) nazywamy wymiarem przestrzeni.

Def. Baze {e,} przestrzeni E nazywamy baza ortonormalna (o.n.) jezeli

0
<€"’em>:{ 1 Ziz

Zbiér elementéw {e,}, niekoniecznie baza, spelniajacy powyzszy warunek nazywa sie uktadem or-
tonormalnym. Uklad ortonormalny jest automatycznie liniowo niezalezny, co tatwo sprawdzié¢. Stanowi
baze dla podprzestrzeni domknietej, ktora rozpina. Jezeli jest zupelny, to rozpina cala przestrzen E.
Bazy o.n. stanowia bardzo wygodne narzedzie do badania przestrzeni Hilberta. Nie ma problemu ze
znajdowaniem takich baz, gdyz z dowolnej bazy mozna wytworzy¢ baze o.n. przy pomocy tak zwanej
procedury Gramma-Schmidta. Nastepujace fakty uzasadnia uzytecznosé baz o.n.

Tw. Jezeli {e,} jest bazq o.n. przestrzeni E to dla dowolnych liczb zespolonych ay, ..., oy i dowolnego
x € E zachodzi nierownosé

k k
x—Z(m,en>en < x—zan €n
n=1 n=1
dowad.
k 2 k k 2
x— Z anen|| = ||z — Z(m,en>en + Z ((z,en) —an)en
n=1 n=1 n=1

2

_|_

k
T — Z<x’ en>en
n=1

k

Z ({z,en) — an)en

n=1

+

Powyzsza rowno$é otrzymalidmy tak, jak zwykle: norme sumy do kwadratu zapisaliSmy jako iloczyn
skalarny sumy przez siebie, i skorzystaliémy z liniowoéci iloczynu skalarnego. Rozwazmy drugi sktadnik
uzyskanej sumy:

( (x,em) — am ) <x — i(m,en)en,em>
(e —am ) <<x,em> - i<x,en><en,em>> .

n=1

- 0~

1

3
Il



Zauwazmy, ze ostatni nawias = 0, gdyz baza jest ortonormalna. Rozwazmy teraz ostatni (trzeci) sktadnik
sumy:

2 k
- <Z ({(x,en) — an) en, Z ({(x,em) — am) em>

k
((z,en) — an) Z ((z,em) — am)(en, em)

k
Z Z,epn) — Q) €n

I
(]

n=1 m=1
k
= Z |z, en) O‘n|2
n=1
Tak wiec w koncu
k 2 2k
=Y anen| = (2= (zen)en|| + Y[, en) — an
n=1 n=1 n=1

a wiec

co mieliémy udowodnié i, co wiecej, réwnoéé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy o, = (z, e,,) dla wszystkich
n=1,...k O

7 definicji bazy wynika, ze do kazdego elementu mozna dowolnie blisko podej$é¢ jakgs kombinacja
liniowa elementéw bazy. Powyzsze twierdzenie moéwi, ze jezeli baza jest ortonormalna, to najlepszymi
kombinacjami liniowymi sa kombinacje

k
2w enlen

Mamy wiec konkretny wzér na wspoélczynniki tych ,najefektywniejszych” kombinacji.

Whiosek. Jezeli {e,} jest bazq o.n. przestrzeni E to:
(a) dla dowolnego x € E

Z X, en)en, (rozklad x wzgledem bazy)

(b) jezeli dla jakiego$ ciggu wspdlczynnikéw aq, o, ... zachodzi

[eS)
xTr = E Ay €Ep,
n=1

to wspolczynniki muszqg byé iloczynami skalarnymi
an, = (z,e,) (jednoznaczno$é rozkladu,),

(c) dla dowolnego x € E

l|z]|? = Z| T, en)l (rownosé Plancherela,).



W powyzszym wniosku przyjeliémy, ze baza jest nieskonczona. Oczywiscie, jezeli jest skonczona, to
wniosek tez jest prawdziwy a wszystkie sumy nieskonczone zastepujemy skonczonymi

dowdd. (a) Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia mozna pokazad, ze jezeli k > m to

k m
Z x, en €En - Z<$,€n> €n
n=1 n=1

Po prostu, mozna wziaé o, = (z,e,) dlan=1,...,mia, =0dlan=m+1,... k. Dalej, z definicji
bazy wiemy, ze dla kazdego e > 0 istnieja wspétczynniki oy, ..., o takie, ze

k
T — E Ay, En
n=1

7 poprzedniego twierdzenia i poprzedniej uwagi wynika w takim razie, ze dla tego € i tego k mamy

l
- Z<xa en>en
n=1

< €.

<e VI>Ek

a wiec szereg

9]
§ T, €n)en,
n=1

jest zbiezny do x.
(b) Jezeli

00
T = § Qp Enp,
n=1

to stosujac iloczyn skalarny i korzystajac z jego ciagloéci mamy

oo
(@, en) = § Qm €m, Cn =E am(em, en) = .
m=1

(¢) Korzystajac z ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymujemy

lz||? = (z,z) = <2:1 T, €n)en, Z:l T, em em>
Z Z x, en )T, em ) {€n, €m)

—

n=1m=1

Zwen.D

Uwaga. (a) Réwnosci w (a) i (b) sa réwnoSciami w przestrzeni E i, na przyklad, réwnosé w (a) oznacza

N
lim ||z — Z(m,en) enl| =0.
N—o00

n=1

(b) Réwnosé Plancherela
l]|* = Zl ,en)l

mozna rozumieé jako uogdlnione (z przypadku 2—wym1arowego) twierdzenie Pitagorasa: kwadrat dtugosci
wektora jest suma kwadratow jego sktadowych w kierunkach elementéw bazy ortonormalnej.
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Def. Baze {e,} przestrzeni E nazywamy baza Riesza jezeli istnieja state A, B > 0 takie, ze dla dowolnego
ciagu liczb {ay, }
2 o0
<B)  anl”
n=1

oo S
A3 e < [San e
n=1 n=1

Baza Riesza jest pojeciem ogélniejszym niz baza ortonormalna (dla bazy o.n. A = B =1). W zasto-
sowaniach jest prawie tak samo wygodna jak baza o.n. Mozna pokazaé, ze dla bazy Riesza {e,} istnieje
inna baza Riesza {f,} taka, ze dla kazdego x € E

o0

Zwan en ixen

Dla bazy Riesza rowniez mamy wiec jawny wzér na znajdowanie wspolczynnikéw bazowych, musimy
tylko wygenerowaé wezesniej baze {f,}.

Def. Zbiér elementéw {e,} C E zupelny (niekoniecznie liniowo niezalezny) nazywamy rozpieciem do-
ktadnym jezeli dla kazdego x €
2
[ =]]" = }:Mr%

Jezeli {e,} jest rozpieciem dokladnym, to istnieje inne rozpiecie dokladne {f,} takie, ze dla kazdego
rzekFE

o0

Zwan en ixen

W przypadku rozpiecia doktadnego réwniez mamy wiec sytuacje, gdzie kazdy = mozna przedstawi¢ jako
kombinacje elementéw rozpiecia, i sa jawne wzory na wspoétczynniki tego rozwiniecia. Majac baze Riesza
lub rozpiecie doktadne mozna wytworzy¢ z nich baze o.n., przy pomocy wspomnianej juz procedury
Gramma-Schmidta.

Przypomnijmy jeszcze kilka pojec, z ktérych bedziemy korzystaé. Jezeli H C E jest podprzestrzenia,
to dopelnieniem ortogonalnym H nazywamy podprzestrzen

L={zeE:z1lyvYyeH)},

(z L y oznacza (x,y) = 0). Jezeli H C E jest podprzestrzenia domknieta to istnieje rzut prostopadly na
H, czyli przeksztaltcenie liniowe P : E — H takie, ze

Px==x VzeH,
Pr=0 VYzeH".

P przypisuje dowolnemu = € E najblizszy mu element podprzestrzeni H. Jezeli w podprzestrzeni H

mamy baze o.n. {e,}, to
oo

Pz = Z(m,en> €n.

n=1

Jezeli G, H C E sg dwoma podprzestrzeniami, to méwimy, ze E jest ortogonalng sumg prostg podprze-
strzeni G i H jezeli kazdy element x € E mozna jednoznacznie zapisa¢ jako

T =x1 + T9, r1 € G, T3 € H,
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oraz G L H (czyli L y dla dowolnych x € G iy € H). Piszemy wtedy
EFE=GoH.

Uwaga. (a) Jezeli E = G @ H to zeby skonstruowaé baze w E wystarczy osobno skonstruowaé bazy w
G iw H. Ich suma, jako zbioréw, bedzie baza E. Jezeli te bazy w G i H sa ortonormalne, to ich cuma
tez jest ortonormalna.

(b) Jezeli H jest domknieta podprzestrzenia F, to

E=HaH".

Przypomnijmy jeszcze nastepujacy bardzo przydatny fakt.

Fakt. Zbior {e,} C E jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy jedynym elementem = € E prostopadlym do
wszystkich e, jest 0.



