Wyktad 4.

Algorytmy numeryczne

Algorytm Mallata. Przypomnijmy, ze dla danej analizy MRA i dowolnego j € Z przestrzen V; roz-
ktada si¢ na dwie wzajemnie prostopadte podprzestrzenie

Vi=Viaa®Wj1.

Zauwazmy, ze zgodnie z tym, co wiemy o analizie wielorozdzielczej, w przestrzeni V; mamy baze orto-
normalna

(1) {#jn(2); n € Z},

w przestrzeni V;_; baz¢ o. n.
{@j-1n(2); n € Z},
oraz w przestrzeni W;_; baz¢ o. n.
{¥j—1n(@); n € Z},
gdzie ¢ jest funkcja skalujaca analizy, 1 zwiazana z nia falka, oraz uzywamy nastepujacych oznaczen
Yin(z) = 2j/2<p(2jx —n), Yin(x) = 2j/2¢(2jx —n).

W takim razie w przestrzeni V; mamy do dyspozycji dwie rézne bazy o. n., baze (1), oraz baze

(2) {ej—1n(®) Yj—1,n(2)in € Z}.

Wazna wlasnoscia falek jest to, ze istnieje szybki algorytm pozwalajacy oblicza¢ wspotczynniki bazowe
danej funkcji f € V; w jednej z powyzszych baz przy pomocy wspéiczynnikéw bazowych w drugiej. Jest
to tak zwany algorytm Mallata, bedacy podstawa dyskretnej transformaty falkowej (czesto nazywanej w
skrécie DWT).

Niech f € L?(R), i wprowadzmy nastepujace oznaczenia na ciagi wspélczynnikéw bazowych f w
réznych bazach:

(3) aj(n) = (f,¢jn), dj(n) = (f, ¥jn)-

Przypomnijmy, ze ciag
{h’ﬂ}?LO: —00

oznacza filtr dolnoprzepustowy analizy, zdefiniowany przez
1 T =
580 (5 - a:) = Z hnp(z —n),
n=—oo
a {gn} oznacza filtr gérnoprzepustowy, dany przez

gn = (_1)n_1h17na

przy czym falka v dana jest przez

o0

%1& (% —z) = Y gapla—n).

n=—oo

Nastepujace twierdzenie przedstawia algorytm.



Twierdzenie Mallata. Transformata:

a;_1(k) = i V2h,, — 2ka;(n),

(4) n:ogoo
dj_l(k') = Z \/§gn — Zkaj(n).

Transformata odwrotna:

(5) aj(n) = Y V2hn ora; (k) + Y V2gn okaj 1 (k).

k=—o0 k=—o00

Uwaga. Zauwazmy, ze algorytm odwoluje si¢ tylko do filtrow dolno- i gérnoprzepustowego. Same war-
tosci funkcji ¢ i ¢ nigdzie nie sa potrzebne. Zauwazmy tez, ze wzory powyzsze sa tym efektywniejsze
numerycznie, im krétsze sa filtry, a jezeli sa nieskonczone to im szybciej maleja.

dowdd tw. Mallata. Przypomnijmy wzory

(6)

Dokonujemy zamiany zmiennych x — 272. Granice caltkowania nie zmieniaja sie

> 1 . - .
I / S92 e — Dol — )2 do

oo 1 -
= —pi_11(x)p)j,n(x) de
VoA 11(@))d, n(z)

1

\/5 <30j71,n7 ij,n>
Podobnie wyprowadzamy wzér dla g, _o; 1 otrzymujemy

\/§hn—2l = <<)0j—17na (Pj,n>7

7
( ) \/ign—Ql = <¢j—1,m<ﬂj,n>-
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Obliczylidmy wspélczynniki bazowe funkeji ¢;_1, 1 ¥j_1,; w bazie (1), wiec funkcje te maja rozwiniecia

Pj—1,1 = Z V2 by ot Pjns

(8) n:O;oo
¢j—1,l = Z \/5 hn—2l Pj,n-

Wzory te wstawiamy do definicji naszych ciagéw
aj—1(k) = (f,@j-1.%)

= <f7 Z \/§ hn72l Spj,n>

n=—oo

Z ﬁm <f7<)0j,n>

= Z \/ihnfgl aj(n).

Podobnie obliczamy d;_1 (k). Przypomnijmy, ze rozwiniecia (8) sa zbiezne w L%(R), wiec iloczyny ska-
larne mozemy liczy¢ wyraz za wyrazem. W ten sposob pokazaliSmy pierwsza cze$é¢ twierdzenia.

Wzory (7) mozemy tez potraktowaé jako wzory na wspélczynniki bazowe funkcji ¢, ., € V; w bazie
(2). W takim razie

Pjn = Z (@jns Pi—1,k) Pi—1,k + Z (@i Vi—1,k) Yi-1,k
k=—o0 k=—o00
(9) o ~
= Y V2l apiant Y, V2Tm i1k
k=—o0 k=—o00

Mozemy wiec obliczyé wspélczynniki bazowe f
aj(n) = (f,jn)
= <f7 Z V2 hat 951k + Z V2 Gual wj—1,k>

k=—oc0 k=—oc0

Z V2 hoop (fy0j-10) + Z V2 gnor (fyj-1.)

k=—c k=—o00
= Z V2 hyop aj_1 (k) + Z V2 gn_or dj—1(k),
k=—c k=—o00

co konczy dowod. [
Przyjrzyjmy sie wzorom. Niech ciagi {hn} i {gn} maja wspolczynniki

hp = h—m gn =0J-n-



Wtedy, zgodnie z twierdzeniem Mallata

a1k = 3 V2 haiow ay(n) = V2 (hx a;)(2k),

Ao (k)= > V2 Gor—n aj(n) = V2 (5 a;)(2K).

Obliczenie ciaggdéw a;—1 i dj—; sprowadza si¢ wiec do splotu wyjSciowego ciagu a; z ciagiem h i g, a
nastepnie wybraniu co drugiego elementu powstalych ciagdéw. Po angielsku nazywa sie to downsampling.
W teorii przetwarzanie sygnalu operacje na sygnale czesto opisuje sie przy pomocy schematéw blokowych.
Nasza operacje mozemy przedstawi¢ schematycznie nastepujaco

Jeden krok dyskretnej transformaty falkowej

Podobnie przyjrzyjmy sie drugiej czeéci twierdzenia Mallata. WprowadZzmy nastepujace oznaczenie.
Jezeli dany jest ciag {an}, to przez {a/,} oznaczamy jego ,rozrzedzenie”:

1 n - parzyste

Qp /2
an = / .
0 : n - nieparzyste.
Ciag {a,} zostal wiec rozrzedzony zerami:
e, 1,00, ... = vy a—1,0,00,0,01,0, a9, ...

Wzér (5) mozna wtedy zapisaé

a;j(n) = > V2hp-ow aj1(k)+ D> V2 gnook dj—1(k)

k=—00 k=—0o0
= Z \/5 hn—k aj_l(k/Z) + Z \/5 gn—k dj_l(k/2)
= Z \/5 hn—k a}fl(k) + Z \/§ In—k d;—l(k)

k=—00 k=—o0

=V2 (hxd_,)(k) + V2 (g=d;_,)(k).



Jeden krok odwrotnej dyskretnej transformaty falkowej

Zauwazmy wiec, ze 1 krok odwrotnej transformaty falkowej sprowadza sie wiec najpierw do rozrzedzenia
sygnaléw wejsciowych a;_1 1 d;—1 (po angielsku upsampling), a nastepnie splotu kazdego sygnalu z
odpowiednim ciagiem, i w konicu zlozenia (sumy). Sploty sa w zasadzie z tymi samymi ciagami co w
transformacie. Odwrotng transformate mozemy przedstawi¢ w postaci schematu blokowego

Sygnaly dyskretne. Sygnaly dyskretne to ciagi wartosci { f,, }, skoficzone lub nie. Na razie rozwazamy
sygnaly 1-wymiarowe. Najczedciej taki ciag wartosci to ciag probek jakiego$ sygnatu ciaglego, na przy-
klad dzwigku. Analiza falkowa takiego sygnalu polega wyborze analizy wielorozdzielczej (czyli wyborze
falki), nastepnie zanurzeniu sygnatlu w przestrzeni Vp, a nastepnie obliczeniu wspélezynnikéw bazowych
w bazie falkowej (ciagéw {d;}). Numerycznie caly ten proces sprowadza si¢ do prostego i szybkiego algo-
rytmu rekurencyjnego, w ktérym wartosci funkcji skalujacej ani falki w ogéle sie nie pojawiaja. Jedynym
elementem analizy wielorozdzielczej wystepujacym w obliczeniach sg filtry dolno- i gérnoprzepustowy.
Algorytm opiera sie na twierdzeniu Mallata i nazywa sie algorytmeme Mallata. Niech naszym sygnalem
bedzie ciag {f.}. Wybrawszy analize wielorozdzielcza przyporzadkujemy sygnatowi funkcje f € Vg

(10) fl@)y= > fuolx—n).

n=—oo

Takie przyporzadkowanie jest bardzo naturalne. Najcze$ciej wartosci f,, sa prébkami jakiej$ ciaglej war-
tosci fizycznej, pobieranymi w regularnych odstepach czasu. Czujnik pobierajacy probke z reguty po-
bierajac ja dokonuje uérednienia wartoéci w jakim$ przedziale czasu. Caly proces pobrania prébek i
przyporzadkowania im elementu f € Vj jest wiec rzutem wyjsciowego sygnatu ciagtego na V5. W sumie
bardzo naturalna i lagodna operacja, jezeli analize wielorozdzielczg dobierzemy wtasciwie do charakteru
badanego sygnatu.

Dyskretna transformata falkowa dyskretnego sygnatu {f,} to zbiér wspdlczynnikéw bazowych

(11) {d](n) = <fa ¢j7n>;jan S Z7 ] < _1}

Widzimy wiec, ze obliczenie transformaty sprowadza sie do rekurencyjnego stosowania twierdzenia Mal-
lata, z ag = {fn}. Sygnal mozna odtworzy¢ z jego transformaty falkowej (11) stosujac rekurencyjnie druga
czesé twierdzenia Mallata. W praktyce sygnatl analizowany jest zawsze skonczony i algorytm Mallata ma
skonczong liczbe krokow.

Sygnaly skonczone. W przypadku sygnatu skonczonego sktadajacego si¢ z N probek

{fos f1,-- s =1}
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algorytm wyglada nastepujaco. Algorytm ma zastosowanie do sygnaléw, ktérych dlugosé jest potega 2,
wiec najpierw ewentualnie wydluzamy sygnal, poprzez dodanie zer, tak, aby jego dlugosé byta potega
2, N = 27. Nastepnie okre§lamy wyjsciowy cigg ag, jako N-periodyzacje sygnatu:

ap(n) = fn, n=0,...,N—1,

oraz
ap(n + kEN) = ap(n), keZ, n=0,...,N—1.

Latwo zauwazy¢, ze zastosowanie 1 kroku transformaty falkowej do nam 2 ciagi
{fai(n)i_ 1 {da()}l_.
ktére sa okresowe o okresach dwukrotnie krotszych
a_1(n+ N/2) =a_1(n), d_1(n+ N/2) =d_1(n).

Wynika to wprost ze wzoréw, na przyktad

Z V2 h,a(nsny2) ao(k)

k=—oc0

Z V2 hi—an—n ao(k)

k=—o0

i V2 h—an ao(k + N)

k=—o0

a_1(n+ N/2)

o0
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N
>
T
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3
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o
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Ze wzgledu na ta okresowosé sygnalty a_1 i d_; sa o polowe krotsze, bo wystarczy zapamietywaé wartosci
odpowiadajace dlugosci okresu. Iterujac procedure, po J krokach uzyskujemy kompletna transformate
falkowa wyjsciowego sygnatu { fo,..., fn-1}:

a-y(0),d-s(0),d-y4+1(0),d-y41(1),...,d=1(0),...,d—1(N/2 = 1).
Odwrotna transformate obliczamy podobnie. Kazdy ze skonczonych ciagéw d; przedtuzamy okresowo

do ciagu nieskonczonego, dlugosé okresu taka jak dlugoéé ciagu, nastepnie stosujemy J razy twierdzenie
Mallata. W kazdym kroku rekonstruujemy ciag a;, o coraz dtuzszym okresie.



