
Wykªad 2.Transformata Fouriera6.05.2007Przypomnimy podstawowe zagadnienia zwi¡zane z transformat¡ Fouriera. TransformataFouriera przeksztaª
a wyj±
iow¡ funk
j� w ten sposób, »e warto±
i transformaty nie informuj¡o warto±
i samej funk
ji w jakimkolwiek punk
ie, ale informuj¡ jaka jest zawarto±¢ skªado-wej o danej 
z�stotliwo±
i w funk
ji wyj±
iowej. W zwi¡zku z tym obli
zanie transformatyFouriera nazywa si� 
zasem analiz¡ 
z�stotliwo±
iow¡, analiz¡ harmoni
zn¡ lub analiz¡ spek-traln¡ funk
ji. Transformata Fouriera stanowi przeksztaª
enie funk
ji które za
howuje 
aª¡informa
j�. Funk
j� wyj±
iow¡ mo»na odtworzy¢ z transformaty, przy pomo
y transformatyodwrotnej. Transformata Fouriera stanowi wi�
, intui
yjnie, rozkªad funk
ji na skªadowe 
z�-stotliwo±
iowe. Nie jest to ±
isªe stwierdzenie, bo na przykªad w przypadku funk
ji w L2(R)transformata jest funk
j¡ zmiennej rze
zywistej, wi�
 musimy rozwa»a¢ wszystkie 
z�stotli-wo±
i b�d¡
e li
zbami rze
zywistymi, a funk
ja wyj±
iowa w ogóle nie jest okresowa.Transformata Fouriera jest, matematy
znie, poj�
iem bardzo ogólnym, które wyst�puje wwielu sytua
ja
h. Dla matematyka nie jest wi�
 ni
zym dziwnym, »e podobne poj�
ie wyst�-puje w tak wielu forma
h w prakty
e. Jest 
i¡gªa transformata Fouriera, jest rozwini�
ie wszereg Fouriera, w ko«
u jest dyskretna transformata Fouriera. Z punktu widzenia zastoso-wa« ogólne podej±
ie do transformaty Fouriera nie jest interesuj¡
e, ale kilka faktów wartozna¢. Je»eli G jest lokalnie zwart¡ grup¡ abelow¡ to rozwa»amy homomor�zmy grupy G wgrup� li
zb zespolony
h o module 1 (z mno»eniem):f : G! fz 2 C : jzj = 1g:Ka»dy taki homomor�zm nazywa si� 
harakterem. Charaktery mo»na mno»y¢ punktowo, i ztak zde�niowanym dziaªaniem tworz¡ grup� abelow¡. Grup� 
harakterów nazywamy grup¡dualn¡ do G i ozna
zamy Ĝ. Mo»na zde�niowa¢ transformat� Fouriera, która jest wzajemniejednozna
znym izometry
znym przeksztaª
eniem
F : L2(G)$ L2(Ĝ); f 7! f̂ ; f̂(�) = hf; �i;(przypomnijmy, »e 
harakter � jest funk
j¡ na G). Nie b�dziemy zajmowa¢ si� t¡ ogóln¡ teo-ri¡, w sz
zególno±
i nie b�dziemy wyja±nia¢ sz
zegóªów powy»szy
h wzorów 
zy 
aªkowaniana G. Wspomnijmy jesz
ze, »e grup¡ dualn¡ do R jest te» R, a grup¡ dualn¡ do T (li
zbyrze
zywiste z dodawaniem modulo 2�) jest Z, i vi
e versa.Transformata Fouriera w L2(R). Nie
h funk
ja f b�dzie 
aªkowalna naR. Wtedy funk
jaf(x)e�i x� te» jest 
aªkowalna, dla ka»dego � 2 R. Transformat¡ Fouriera funk
ji f nazywamyfunk
j�(1) f̂(�) = Z 1�1 f(x)e�i x� dx:Korzystaj¡
 z twierdzenia o zbie»no±
i ograni
zonej otrzymujemy naty
hmiast nast�puj¡
yfakt. 1



2Fakt. Transformata Fouriera funk
ji 
aªkowalnej jest funk
j¡ 
i¡gª¡ i ograni
zon¡ na R.Przykªady: a) Funk
ja 
harakterysty
zna przedziaªu [�1=2; 1=2℄;f(x) = �[� 12 ; 12 ℄(x) = � 1 : x 2 [� 12 ; 12 ℄;0 : x =2 [� 12 ; 12 ℄:Nie
h � 6= 0. Wtedy f̂(�) = Z 1�1 �[� 12 ; 12 ℄(x)e�i x� dx = Z 12� 12 e�i x� dx= e�i x��i � ���� 12� 12 = 1�i � �ei �=2 � e�i �=2�= sin(�=2)�=2 :Dla � = 0 ra
hunek jest jesz
ze prostszy:f̂(0) = Z 1�1 �[� 12 ; 12 ℄(x) dx = 1:
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Fig. 1. Funk
ja z przykªadu a) i jej transformata Fourierab) J¡dro Gaussa-Weierstrassa w(x) = 1p2� e�x22 :Wiadomo, »e ŵ(0) = Z 1�1 w(x) dx = 1:



3To jest jedna z powsze
hnie znany
h 
aªek, któr¡ mo»na obli
zy¢ na przykªad u»ywaj¡
wspóªrz�dny
h biegunowy
h w 
aª
e podwójnej. w(x) jest funk
j¡ 
aªkowaln¡ na R, iŵ(�) = 1p2� Z 1�1 e�x22 e�i x� dx:Transformat� t� obli
zymy korzystaj¡
 z nast�puj¡
ego triku: nie
h F (�) = ŵ(�). Wtedyró»ni
zkuj¡
 pod znakiem 
aªki i 
aªkuj¡
 przez 
z�±
i otrzymujemy:F 0(�) = dd� 1p2� Z 1�1 e�x22 e�i x� dx= 1p2� Z 1�1 e�x22 dd� �e�i x�� dx= 1p2� Z 1�1 e�x22 (�i x) e�i x� dx= ip2� Z 1�1 ddx �e�x22 � e�i x� dx= ip2� e�x22 e�i x����1�1 � ip2� Z 1�1 e�x22 ddx �e�i x�� dx= 0� �p2� Z 1�1 e�x22 e�i x� dx= ��F (�):Transformata F (�) speªnia wi�
 proste równanie ró»ni
zkoweF 0(�) + �F (�) = 0:Jest to proste równanie stopnia 1 ze zmiennymi rozdzielonymi, które mo»na ªatwo rozwi¡za¢:F (�) = 
 e� �22 :Podstawiaj¡
 � = 0 w ko«
u otrzymujemyŵ(�) = e� �22 :J¡dro Gaussa-Weierstrassa jest wi�
 niezmiennikiem transformaty Fouriera. Jest to jedna zprzy
zyn, dla który
h ta funk
ja pojawia si� w wielu sytua
ja
h. Dla osób, które nie lubi¡rozwi¡zywa¢ równa« ró»ni
zkowy
h, a które lubi¡ 
aªkowanie po krzywy
h na pªasz
zy¹niena konie
 tego rozdziaªu obli
zymy t¡ transformat� w inny sposób.De�ni
ja. Splotem funk
ji f i g okre±lony
h na R nazywamy funk
j�(2) f � g(x) = Z 1�1 f(x� y) g(y) dy;o ile 
aªka (2) istnieje dla ka»dego x 2 R.



4 Splot jest przemienny (f � g = g � f). Je»eli f i g s¡ 
aªkowalne to splot istnieje i te» jest
aªkowalny: Z 1�1 jf � g(x)j dx = Z 1�1 ����Z 1�1 f(x� y) g(y) dy���� dx¬ Z 1�1 Z 1�1 jf(x� y)j jg(y)j dy dx= Z 1�1 jg(y)j Z 1�1 jf(x� y)j dx dy= Z 1�1 jg(y)j dy Z 1�1 jf(x)j dx:Sploty i �ltry. Poj�
ie splotu b�dzie dla nas narz�dziem w dowoda
h. Warto jednak wspo-mnie¢, »e splot jest jednym z podstawowy
h poj�¢ w prakty
e prztwarzania sygnaªu. Za-uwa»my, »e zgodnie z powy»sz¡ obserwa
j¡, je»eli funk
ja ' jest 
aªkowalna, to splot z ' jestprzeksztaª
eniem w przestrzeni funk
ji 
aªkowalny
h:T'(f)(x) = (f � ')(x):Przeksztaª
enie T' jest liniowe (wynika to z liniowo±
i 
aªki), oraz przemienne z przesuni�-
iami. Ozna
zmy przez �x0 przesuni�
ie sygnaªu o x0(�x0f)(x) = f(x� x0):Wtedy T'(�x0f)(x) = Z 1�1(�x0f)(x� y)'(y) dy= Z 1�1 f(x� y � x0)'(y) dy= Z 1�1 f((x� x0)� y)'(y) dy= (T'(f))(x � x0)= �x0(T'(f))(x):Innymi sªowy T' � �x0 = �x0 � T':Splot funk
ji 
aªkowalnej g z funk
j¡ f 2 L2(R) jest funk
j¡ z L2(R), i mamy nierówno±¢kf � gk ¬ kfk Z 1�1 jg(x)j dx:To jest prosty fakt wynikaj¡
y z wªasno±
i 
aªki (splot nie musi istnie¢ w ka»dym punk
ie,tak jak jest w przypadku splotu dwó
h funk
ji 
aªkowalny
h, ale istnieje w wystar
zaj¡
owielu punkta
h | w prawie wszystki
h punkta
h | aby okre±li¢ funk
j� w L2(R)). Z tego



5faktu b�dziemy korzysta¢ w dowodzie twierdzenia Plan
herela. Warto zwró
i¢ uwag�, »e po-wy»sza nierówno±¢ jest zupeªnie naturalna, i mo»na o niej my±le¢ jako o nierówno±
i trójk¡ta.Intui
yjnie, mo»emy przybli»y¢ splot sum¡ Riemannaf � g(x) ≈

MXk=�M f �x� kN � g� kN � 1N :Stosuj¡
 do lewej strony norm� L2(R) i wykorzystuj¡
 nierówno±¢ trójk¡ta, otrzymujemykf � gk ≈






 MXk=�M f � � � kN � g� kN � 1N 




¬ MXk=�M 



f � � � kN �



 ���� g� kN ����� 1N= kfk MXk=�M ���� g� kN ����� 1N
≈ kfk Z 1�1 jg(x)j dx:Kropka zast�puje zmienn¡ 
aªkowania wyst�puj¡
¡ w normie L2(R) (której nie piszemy).Skorzystali±my z faktu, »e norma L2(R) jest niezmienni
za na przesuni�
iakf( � � t)k = kfk:Przeksztaª
enie sygnaªu, które jest liniowe, przemienne z przesuni�
iami, i speªnia jesz
zepewne, niewielkie zaªo»enie 
i¡gªo±
i w zastosowania
h nazywa si� �ltrem. Filtry to wªa±niesploty z funk
jami. Widzieli±my, »e splot z funk
j¡ jest przeksztaª
eniem liniowym i prze-miennym z przesuni�
iami. Zaªo»enie 
i¡gªo±
i te» jest speªnione, 
ho
ia» nie b�dziemy si�zajmowa¢ sz
zegóªami. Sploty s¡ wi�
 �ltrami. Na odwrót te»: okazuje si�, »e ka»dy �ltr jestsplotem. �atwo si� o tym przekona¢ intui
yjnie. Nie
h H b�dzie przeksztaª
eniem liniowym,przemiennym z przesuni�
iami. Sygnaª f przybli»ymy funk
j¡ s
hodkow¡:f(x) ≈

MXk=�M f � kN ��[k=N;(k+1)=N)(x);gdzie �[a;b) jest funk
j¡ 
harakterysty
zn¡�[a;b)(x) = � 1 : x 2 [a; b)0 : x =2 [a; b):
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Fig. 2. Sygnaª i jego przybli»enie funk
j¡ s
hodkow¡Wtedy (Hf)(x) ≈ H  MXk=�M f � kN ��[k=N;(k+1)=N)! (x)= MXk=�M f � kN �H(�[k=N;(k+1)=N))(x)= MXk=�M f � kN �H(�[0;1=N))�x� kN �= MXk=�M f � kN �H(N�[0;1=N))�x� kN � 1N
≈

Z 1�1 f(y) g(x� y) dy= f � g(x);gdzie g(x) ≈ H(N�[0;1=N))(x):Warunek 
i¡gªo±
i naªo»ony na �ltr H powinien umo»liwi¢ przej±
ie grani
zne w naszymprzybli»eniu, 
zyli powinien umo»liwi¢ zast¡pienie ≈ przez równo±¢. Widzimy wi�
, »e �ltrH splata sygnaª z pewn¡ funk
j¡ g, która, w przybli»eniu jest odpowiedzi¡ �ltru H na sygnaªN�[0;1=N) dla du»y
h N . Z powy»szy
h rozwa»a« mo»na wy
i¡gn¡¢ nast�puj¡
e dwa wnioski:(i) Dziaªanie �ltru sprowadza si� do splotu z pewn¡ funk
j¡ g(ii) Funk
ja g jest odpowiedzi¡ �ltru na ÿimpuls jednostkowy", 
zyli funk
j� dodatni¡,niezerow¡ tylko w maªym oto
zeniu zera, której 
aªka jest 1.



7Uwaga: Mówi¡
 o g u»ywamy sªowa ÿfunk
ja". Od razu jednak wida¢, »e g mo»e by¢ 
zym±ogólniejszym od funk
ji. Je»eli H jest �ltrem identy
zno±
iowym (
zyli takim, który ni
 nierobi, Hf = f) to g nie mo»e by¢ funk
j¡. g, jako odpowied¹ �ltru na impuls jednostkowysama jest takim ÿimpulsem jednostkowym". In»ynierowie g nazywaj¡ funk
j¡ uogólnion¡, amatematy
y dystrybu
j¡. Impuls jednostkowy jest wªa±nie przykªadem funk
ji uogólnionej.Osoby, które 
h
iaªyby lepiej zrozumie¢ opisywane tutaj lu¹no zagadnienia powinny zapi-sa¢ si� na jeden z naszy
h wykªadów z zaawansowanej analizy lub analizy funk
jonalnej,natomiast na tym wykªadzie poprzestaniemy na taki
h, intui
yjny
h, uwaga
h.Naszym 
elem teraz jest udowodnienie twierdzenia Plan
herela, do którego b�dziemy po-trzebowali kilka faktów.Fakt. Je»eli f i g s¡ 
aªkowalne, to(3) (̂f � g)(�) = f̂(�) ĝ(�):dowód. Podstawiamy do wzorów, i korzystamy z wªasno±
i funk
ji wykªadni
zej(̂f � g)(�) = Z 1�1 f � g(x) e�i x� dx= Z 1�1 Z 1�1 f(x� y) g(y) e�i x� dy dx= Z 1�1 g(y) e�i y� Z 1�1 f(x� y) e�i (x�y)� dx dy= Z 1�1 g(y) e�i y� dy Z 1�1 f(x) e�i x� dx= ĝ(�) f̂(�): �Wró¢my na moment do naszy
h rozwa»a« o �ltra
h. Mówili±my, »e �ltry to sploty zfunk
jami lub funk
jami uogólnionymi. Powy»szy Fakt przenosi si� na przypadek splotu zfunk
j¡ uogólnion¡. Dziaªanie �ltru na sygnale, po stronie transformaty Fouriera, sprowadzasi� wi�
 do mno»enia przez tak zwan¡ ÿ
harakterystyk�" �ltru. Charakterystyka �ltru totransformata Fouriera jego odpowiedzi impulsowej. Bardzo 
z�sto opisuj¡
 �ltr in»ynierowiepodaj¡ jego 
harakterystyk�. Mamy te» nast�puj¡
y prosty wzórFakt. Je»eli f jest 
aªkowalna i(4) ft(x) = 1t f �xt � ; t > 0;to f̂t(�) = f̂(t�):dowód. Korzystamy ze wzoru na 
aªkowanie przez podstawienief̂t(�) = Z 1�1 1t f �xt � e�i x� dx= Z 1�1 f(x) e�i tx� dx= f̂(t�): �



8 Korzystaj¡
 z powy»szy
h dwó
h faktów udowodnimy twierdzenie o istnieniu transformatyodwrotnej. Je»eli funk
ja f jest 
aªkowalna, i jej transformata Fouriera f̂ , dana wzorem (1),te» jest 
aªkowalna, to funk
j� f mo»na odtworzy¢ z f̂ przy pomo
y wzoru(5) f(x) = 12� Z 1�1 f̂(�) ei x� d�:Ten wzór daje nam wskazówk�, 
o do natury Transformaty Fouriera. Funk
ja f jest rozªo»onana sum� (w przybli»eniu)os
yla
ji x 7! ei x�, z amplitudami jf̂(�)j.Twierdzenie. Je»eli f i f̂ s¡ 
aªkowalne (f̂ dana wzorem (1)), to za
hodzi wzór (5). Innymisªowy przeksztaª
enie 
aªkowe(6) �F (x) = 12� Z 1�1 F (�) ei x� d�jest przeksztaª
eniem odwrotnym do transformaty Fouriera.dowód. Wprowad¹my nast�puj¡
e ozna
zenia:wt(x) = 1pt w� xpt� = 1p2�t e�x22t ; a wi�
, z (4), 
wt(�) = e� t�22 ;oraz ft(x) = f � wt(x); a wi�
, z (3), bft(�) = f̂(�) ŵt(�):Nast�pnie obli
zamy12� Z 1�1 bft(�) ei �y d� = 12� Z 1�1 f̂(�)
wt(�) ei �y d�= 12� Z 1�1 Z 1�1 f(x) e�i x� dx e� t�22 ei �y d�= 12� Z 1�1 Z 1�1 f(x) e� t�22 e�i �(x�y) d� dx= 1p2�tr t2� Z 1�1 f(x) Z 1�1 e� t�22 e�i �(x�y) d� dx= 1p2�t Z 1�1 f(x)dw1=t(x� y) dx:Zauwa»my, »e 1p2�t dw1=t(z) = 1p2�t e� z22t = wt(z);a wi�
, korzystaj¡
 równie» z tego, »e wt(z) = wt(�z), kontynuuj¡
, otrzymujemy= Z 1�1 f(x)wt(x� y) dx= f � wt(y)= ft(y):



9Innymi sªowy pokazali±my, »e wzór (5) za
hodzi dla ft:(7) ft(y) = 12� Z 1�1 bft(�) ei y� d�:Ch
ieliby±my teraz przej±¢ w powy»szym wzorze do grani
y gdy t! 0. To jest proste rozu-mowanie, korzystaj¡
e z wªasno±
i 
aªki. Wiemy, »ef̂t(�) = f̂(�) ŵt(�)! f̂(�); gdy t! 0; i jf̂t(�)ei y�j ¬ jf̂(�)j;przy 
zym ta ostatnia funk
ja jest 
aªkowalna. Korzystaj¡
 z twierdzenia o zbie»no±
i ogra-ni
zonej otrzymujemy(8) ft(y) = 12� Z 1�1 bft(�) ei y� d� ! 12� Z 1�1 f̂(�) ei y� d�;gdy t! 0, dla ka»dego y 2 R. Z drugiej strony, korzystaj¡
 z faktu, »eZ 1�1 wt(x) dx = Z 1�1 w(x) dx = 1; i w(x) > 0;otrzymujemyZ 1�1 jf(y)� ft(y)j dy = Z 1�1 ����Z 1�1(f(y)� f(y � x))wt(x) dx���� dy= Z 1�1 ����Z 1�1(f(y)� f(y �ptx))w(x) dx���� dy¬ Z 1�1 Z 1�1 jf(y)� f(y �ptx)jw(x) dx dy= Z 1�1 Z 1�1 jf(y)� f(y �ptx)j dy w(x) dx:Z wªasno±
i 
aªki wynika, »e przesuni�
ia s¡ 
i¡gªe wzgl�dem 
aªki, 
zylilimt!0 Z 1�1 jf(y)� f(y �ptx)j dy = 0:Korzystaj¡
 ponownie z twierdzenia o zbie»no±
i ograni
zonej otrzymujemy, »e ft ! f wsensie 
aªki: limt!0 Z 1�1 jft(y)� f(y)j dy = 0:Tak wi�
 ft jest zbie»na do f w sensie 
aªki, i zbie»na w ka»dym punk
ie y 2 R do12� Z 1�1 f̂(�) ei y� d�:Z wªasno±
i 
aªki wynika, »e obie te grani
e musz¡ by¢ równe:f(y) = 12� Z 1�1 f̂(�) ei y� d�:
�Wnioskiem z powy»szego jest najwa»niejsze twierdzenie, tak zwane twierdzenie Plan
he-rela.



10Twierdzenie Plan
herela. (a) Nie
h f 2 L2(R) b�dzie 
aªkowalna. Wtedy f̂ te» nale»ydo L2(R), oraz(9) kfk2 = 12� kf̂k2;(b) Podzbiór L2(R) skªadaj¡
y si� z funk
ji 
aªkowalny
h stanowi g�st¡ podprzestrze« L2(R).Transformata Fouriera rozszerza si� z tej podprzestrzeni na 
aªe L2(R). W przypadku gdyf 2 L2(R) nie jest 
aªkowalna transformat� mo»na obli
zy¢ ze wzoru(10) f̂(�) = limM!1 Z M�M f(x) e�i x� dx:Tak okre±lone przeksztaª
enie jest wzajemnie jednozna
znym (1-1 i ÿna"), izometry
znym(z dokªadno±
i¡ do 
zynnika p2�, jak we wzorze (9)) przeksztaª
eniem L2(R) na siebie.Przeksztaª
enie odwrotne, w przypadku gdy f nie jest 
aªkowalna, dane jest wzorem(11) �f(x) = limM!1 12� Z M�M f(�) ei x� d�:dowód. (a) Zaªó»my najpierw dodatkowo, »e f̂ te» jest 
aªkowalna. Wtedy f i f̂ s¡ ograni-
zone (transformata Fouriera funk
ji 
aªkowalnej jest ograni
zona). Jak ªatwo poli
zy¢bf(�) = Z 1�1 f(x) e�i x� dx= Z 1�1 f(x) ei x� dx= f̂(��);gdy» e�i x� = ei x�. Podstawiamy to do wzoru, i obli
zamyZ 1�1 jf(x)j2 dx = Z 1�1 f(x)f(x) dx= Z 1�1 f(x) 12� Z 1�1 bf(�) ei �x d� dx= 12� Z 1�1 f̂(��) Z 1�1 f(x) ei �x dx d�= 12� Z 1�1 f̂(��)f̂(��) d�= 12� Z 1�1 f̂(�)f̂(�) d�= 12� Z 1�1 jf̂(�)j2 d�:



11Pozb�dziemy si� teraz dodatkowego zaªo»enia, »e f̂ jest 
aªkowalna. Nie
h wi�
 teraz f b�dziew L2(Rn) i 
aªkowalna. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, i z tamtymiozna
zeniami, funk
ja ft = f � wt(splot z przeskalowanym j¡drem Gaussa-Weierstrassa) jest 
aªkowalna, w L2(R) i ma 
aªko-waln¡ transformat� Fouriera (jf̂(�)j ¬ 
ŵt(�)). Fakt, »e ft jest w L2(R) wynika z wªasno±
i
aªki: splot funk
ji 
aªkowalnej z 
aªkowaln¡ z kwadratem jest 
aªkowalny z kwadratem.Jest to przypadek sz
zególny tak zwanej nierówno±
i Minkowskiego. Dla ft mo»emy wi�
skorzysta¢ z przeprowadzonego ju» dowodu(12) kftk2 = 12� kf̂tk2:Korzystaj¡
 z wªasno±
i 
aªki, podobnie jak w poprzednim dowodzie mo»emy pokaza¢, »eft ! f w L2(R) gdy t ! 0, a wi�
 kftk ! kfk (norma jest funk
ja 
i¡gª¡). Wynikato z 
i¡gªo±
i przesuni�¢ w L2(R), (w poprzednim twierdzeniu korzystali±my z 
i¡gªo±
iprzesuni�¢ w przestrzeni funk
ji 
aªkowalny
h). Z drugiej strony kf̂tk ! kf̂k korzystaj¡
 ztwierdzenia o zbie»no±
i monotoni
znej (jf̂t(�)j " jf̂(�)j). Prze
hodz¡
 do grani
y w (12) gdyt! 0 otrzymujemy (9).(b) Je»eli f 2 L2(R), to funk
je ob
i�te(13) fn(x) = � f(x) : jxj ¬ n0 : jxj > ntworz¡ 
i¡g funk
ji 
aªkowalny
h, zbie»ny do f w L2(R):kf � fnk2 = Z 1�1 jf(x)� fn(x)j2 dx = Zjxj>n jf(x)j2 dx n!1���! 0:Ka»da funk
ja f 2 L2(R) jest wi�
 grani
¡, w normie L2(R), 
i¡gu funk
ji 
aªkowalny
h.Transformat� Fouriera okre±lamy wi�
 nast�puj¡
o. Nie
h f 2 L2(R) oraz ffng � L2(R)b�dzie 
i¡giem funk
ji 
aªkowalny
h, zbie»nym do f :fn ! f w L2(R):Ci¡g ffng jest 
i¡giem Cau
hy'ego, a wi�
, zgodnie z (9), 
i¡g ff̂ng te» jest Cau
hy'ego wL2(R), a wi�
 jest zbie»ny do jakiego± elementu F 2 L2(R). Ta grani
a jest, z de�ni
ji,transformat¡ Fouriera f . Zauwa»my, »e ta de�ni
ja nie zale»y od wyboru 
i¡gu ffng funk
ji
aªkowalny
h, zbie»nego do f . Je»eli dwa ró»ne 
i¡gi s¡ zbie»ne do f , to i
h ró»ni
e tworz¡
i¡g zbie»ny do zera:fn ! f; gn ! f wL2(R) ) fn � gn ! 0 w L2(R):Zgodnie z (9) transformaty Fouriera ró»ni
 zbiegaj¡ do 0, a wi�
 transformaty Fouriera ty
hdwó
h 
i¡gów maj¡ t¡ sam¡ grani
�. Zauwa»my, »e ozna
za to te», »e gdy wyj±
iowa funk
jaf jest 
aªkowalna, to nowa de�ni
ja pokrywa si� ze star¡ | jako 
i¡g funk
ji 
aªkowalny
hzbie»ny do f mo»na wzi¡¢ 
i¡g staªy stale równy f . W ko«
u zauwa»my, »e skoro 
i¡g funk-
ji ob
i�ty
h (13) skªada si� z funk
ji 
aªkowalny
h i jest zbie»ny do f , to (10) wynika z



12podanej powy»ej de�ni
ji, zastosowanej do tego konkretnego 
i¡gu. Korzystaj¡
 z 
i¡gªo±
inormy otrzymujemy (9) dla dowolnej funk
ji f 2 L2(R). W ko«
u pozostaª do udowodnieniafakt, »e transformata Fouriera jest ÿna" L2(R), oraz wzór (11). Nie
h f b�dzie dowolnymelementem L2(R). Nie
h fn zbiega do f w L2(R), i skªada si� z funk
ji 
aªkowalny
h, o 
aª-kowalny
h transformata
h Fouriera. Taki 
i¡g zawsze istnieje. Mo»na pokaza¢, »e funk
je naprzykªad ró»ni
zkowalne dwukrotnie, równe 0 poza pewnym sko«
zonym przedziaªem tworz¡podzbiór g�sty L2(R), oraz maj¡ wymagane wªasno±
i: s¡ 
aªkowalne, oraz i
h transformatyFouriera s¡ 
aªkowalne. Z de�ni
ji f̂n ! f̂ , oraz f̂n s¡ 
aªkowalne, a wi�
 ^̂fn ! ^̂f . Wiemy zpoprzedniego twierdzenia, »e ^̂fn(x) = 2�fn(�x)! 2�f(�x). A wi�
 f = F̂ , gdzieF = 14�2 ^̂̂f:Z ty
h ra
hunków wynika (11) oraz to, »e transformata Fouriera jest ÿna". �Wªasno±
i transformaty w L2(R). Przy zaªo»eniu, »e wszystkie wyst�puj¡
e funk
je s¡w L2(R) mamy g(x) = f(x� 
) �! ĝ(�) = e�i 
�f̂(�);g(x) = ei !xf(x) �! ĝ(�) = f̂(� � !);g(x) = f(x=s) �! ĝ(�) = sf̂(s�); s > 0;g(x) = f 0(x) �! ĝ(�) = i �f̂(�);g(x) = �i xf(x) �! ĝ(�) = f̂ 0(�):Dowody zostawiamy jako ¢wi
zenie. Poka»emy natomiast zastosowanie transformaty Fourierado rozwi¡zania tak zwanego równania 
iepªa, lub równania dyfuzji.Równanie 
iepªa. Wyobra¹my sobie pr�t metalowy le»¡
y na pªasz
zy¹nie wzdªu» osi OX.Nie
h pr�t b�dzie niesko«
zenie dªugi, o pomijalnie maªej ±redni
y, oraz nie
h b�dzie zrobionyz materiaªu przewodz¡
ego 
iepªo, na przykªad jakiego± metalu. Nie
h temperatura pr�ta wpunk
ie x w 
zasie t b�dzie ozna
zona przez u(x; t). Mo»na pokaza¢, »e funk
ja u speªnianast�puj¡
e równanie 
iepªa(14) �2u(x; t)�t2 = �2 �2u(x; t)�x2 :Równanie to wynika z praw �zyki, i 
zasem nazywa si� równaniem dyfuzji. Nie
h rozkªadtemperatury na pr�
ie b�dzie znany w 
zasie t = 0, 
zyli nie
h u speªnia warunek brzegowyu(x; 0) = f(x);dla zadanej funk
ji f . Mo»emy zaªo»y¢, »e f speªnia jakie± warunki regularno±
i. Nam wystar-
zy f 2 L2(R). Klasy
zny problem sprowadza si� do znalezienia funk
ji u(x; t), speªniaj¡
ejrównanie 
iepªa, i zadany warunek brzegowy. B�dziemy szukali funk
ji u takiej, »e dla ka»-dego t ­ 0 u( � ; t) 2 L2(R), oraz �u�t ( � ; t) 2 L2(R). Okazuje si�, »e rozwi¡zanie mo»na znale¹¢u»ywaj¡
 transformaty Fouriera. Teoria transformaty Fouriera powstaªa wªa±nie przy okazji



13badania zagadnienia 
iepªa. Dla ustalonego t ­ 0 zastosujmy transformat� Fouriera, wzgl�-dem zmiennej x, do obu stron równania (14). Tak powstaª¡ transformat� ozna
zmy przezF (�; t). Ró»ni
zkuj¡
 wzgl�dem t pod znakiem 
aªki z (14) otrzymujemy(15) �F (�; t)�t = ��2 �2 F (�; t):Ustalmy teraz � i spój»my na (15) jako na równanie ró»ni
zkowe funk
ji zmiennej t. Równanieto ªatwo rozwi¡za¢, rozwi¡zanie ma posta¢F (�; t) = 
 e��2�2 t;dla dowolnej staªej 
. Podstawiaj¡
 warunek po
z¡tkowy (brzegowy), otrzymujemy
 = F (�; 0) = f̂(�);a wi�
 F (�; t) = f̂(�) e��2�2 t; 
zyli u(x; t) = f � w�2t(x);gdzie wt jest znanym nam ju» j¡drem Gaussa-Weierstrassa (zwanym tak»e j¡drem 
iepªa),przeskalowanym zgodnie z (4). Mamy wi�
 ilustra
j�, jak wªasno±
i transformaty Fourierapozwalaj¡ zastosowa¢ j¡ do rozwi¡zywania równa« ró»ni
zkowy
h. Dla in»ynierów to jestgªówne zastosowanie transformaty Fouriera, i stanowi ona jedno z najwa»niejszy
h narz�dziin»ynierski
h. Poni»ej udowodnimy tak zwan¡ zasad� nieozna
zono±
i Heisenberga. Zasadata pokazuje pewien problem wyst�puj¡
y w zastosowania
h transformaty Fouriera. Mówi¡
bardzo ogólnie to jest wªa±nie problem, którego 
h
emy unikn¡¢ zamieniaj¡
 transformat�Fouriera na transformat� falkow¡. Zasada nieozna
zono±
i Heisenberga mówi, »e je»eli rozrzutwarto±
i funk
ji wokóª jej warto±
i ±redniej jest maªy (funk
ja jest skupiona wokóª jakiego±punktu, i szybko maleje w miar� oddalania si� od niego), to rozrzut warto±
i transformatymusi by¢ du»y (transformata Fouriera takiej funk
ji nie mo»e by¢ skupiona wokóª pewnej
z�stotliwo±
i). Intui
yjnie to jest ªatwe do uzasadnienia. W rze
zywisto±
i jest to ±
isªetwierdzenie.Zasada nieozna
zono±
i Heisenberga. Nie
h f 2 L2(R) b�dzie unormowana, 
zyli kfk =1, oraz taka, »e xf(x) 2 L2(R) oraz �f̂(�) 2 L2(R). WtedyZ 1�1 x2 jf(x)j2 dx Z 1�1 �2jf̂(�)j2 d� ­ �2 :dowód. Wykorzystamy nast�puj¡
y wzór na 
aªkowanie przez 
z�±
i. Je»eli h0 g, h g0 oraz h gsa 
aªkowalne na R, to Z 1�1 h0(x) g(x) dx = � Z 1�1 h(x) g0(x) dx:



14Zauwa»my, »e skoro x2jf(x)j2 oraz jf(x)j2 s¡ 
aªkowalne, wi�
 xjf(x)j2 te» jest 
aªkowalna.Mo»emy wi�
 skorzysta¢ z powy»szego wzoru na 
aªkowanie przez 
z�±
i:1 = Z 1�1 jf(x)j2 dx= � Z 1�1 x ddx jf(x)j2 dx= ����� Z 1�1 �x f 0(x) f(x) + x f(x)f 0(x)� dx����¬ 2 Z 1�1 jxj jf(x)j jf 0(x)j dx¬ 2 �Z 1�1 jxj2 jf(x)j2 dx�1=2�Z 1�1 jf 0(x)j2 dx�1=2¬ 2p2� �Z 1�1 jxj2 jf(x)j2 dx�1=2�Z 1�1 j�j2jf̂(�)j2 d��1=2 :Przy okazji zauwa»my, »e równo±¢ w powy»szym osza
owaniu mo»e za
hodzi¢ tylko wtedy,gdy za
hodzi równo±¢ w wykorzystanej nierówno±
i S
hwarza, 
zyli funk
je x f(x) oraz f 0(x)musz¡ by¢ wspóªliniowe: musi istnie¢ staªa zespolona 
 taka, »ex f(x) = 
 f 0(x):Rozwi¡zuj¡
 to równanie ró»ni
zkowe otrzymujemy, »e f musi by¢ wielokrotno±
i¡ j¡draGaussa-Weiserstrassa. �Transformata Fouriera w L2(Rn). Teoria w L2(Rn) jest analogi
zna do teorii 1-wymiarowej.Je»eli f lub F s¡ 
aªkowalne, to f̂(�) = ZRn f(x) e�i x � � dx;�F (x) = 1(2�)n ZRn F (�) ei � �x d�;gdzie x � � ozna
za zwykªy ilo
zyn skalarny w Rn. Transformata jest wzajemnie jednozna
z-nym przeksztaª
eniem L2(Rn) na siebie, a równo±¢ Plan
herela ma posta¢kfk2 = 1(2�)n kf̂k2:Wszystkie dowody s¡ takie same, jak w przypadku L2(R).Transformata Fouriera w L2(T) (szeregi Fouriera). Nie
h fb�dzie funk
j¡ na R, okre-sow¡ o okresie 2�, 
aªkowaln¡ na [��; �℄. Wspóª
zynnikami Fouriera f nazywamy 
i¡g(16) f̂(n) = 12� Z ��� f(x) e�i nx dx; n = 0;�1;�2; : : :



15Przyporz¡dkowanie funk
ji f 
i¡gu wspóª
zynników ff̂(n)g jest te» 
zasem nazywane trans-format¡ Fouriera.W przypadku funk
ji okresowy
h, w odró»nieniu od sytua
ji w L2(R) ka»dafunk
ja w L2(T) jest 
aªkowalna w okresie, 
o wynika z nierówno±
i S
hwarza. Dla ka»dejfunk
ji w L2(T) mo»na wi�
 poli
zy¢ wspóª
zynniki Fouriera ze wzory (16). Zauwa»my, »efunk
je(17) �e�i nx; n 2 Z	tworz¡ baz� ortonormaln¡ w L2(T), wi�
 
i¡g wspóª
zynników Fouriera stanowi 
i¡g wspóª-
zynników bazowy
h. Twierdzenie Plan
herela w przypadku funk
ji okresowy
h jest wi�
prostsze ni» w przypadku L2(R).Twierdzenie Plan
herela. Transformata Fouriera jest wzajemnie jednozna
znym prze-ksztaª
eniem L2(T) na `2. Przeksztaª
enie odwrotne dane jest przez tak zwany szereg Fo-uriera
F�1 : `2 ! L2(T); f�ng1n=�1 7! f; f(x) = 1Xn=�1�n ei nx:Szereg Fouriera jest zbie»ny w L2(T). Za
hodz¡ nast�puj¡
e równo±
ikfk2 = 1Xn=�1 jf̂(n)j2; hf; gi = 1Xn=�1 f̂(n)ĝ(n):dowód. Przypomnijmy, »e w L2(T)hf; gi = 12� Z ��� f(x) g(x) dx:Bior¡
 pod uwag�, »e ukªad (17) stanowi baz� ortonormaln¡ przestrzeni L2(T), powy»szetwierdzenie jest sz
zególnym przypadkiem twierdzenia o wªasno±
ia
h baz, które udowodni-li±my w rozdziale o przestrzeni Hilberta. �Przykªad. Nie
h f 2 L2(T) b�dzie dana przez(18) f(x) = � �1 : �� < x ¬ 01 : 0 < x ¬ �:Przypomnijmy, »e elementy w L2(T) mo»na rozwa»a¢ jako funk
je na 
aªej prostej, okresoweo okresie 2�, albo jako funk
je na przedziale [��; �℄. (18) de�niuje wi�
 element z L2(T).W j�zyku in»ynierów powy»sza funk
ja (lub jej 2� okresowe rozszerzenie na R) nazywasi� ÿfal¡ prostok¡tn¡". Fala prostok¡tna jest typowym przykªadem sygnaªu wyst�puj¡
ymna przykªad w ka»dym urz¡dzeniu zawieraj¡
ym mikropro
esor. Poli
zymy wspóª
zynnikiFouriera f f̂(0) = 12� Z ��� f(x) dx = 0:



16Nie
h n 6= 0. f̂(n) = 12� Z ��� f(x) e�i nx dx= � 12� Z 0�� e�i nx dx+ 12� Z �0 e�i nx dx= 12� Z �0 �e�i nx � ei nx� dx= �2 i2� Z �0 sin(nx) dx= i� n 
os(nx)�����0= i� n ((�1)n � 1)= � 2i �n : n - nieparzyste0 : n - parzyste
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Fig. 3. Funk
ja f i jej wspóª
zynniki FourieraZgodnie z twierdzeniem Plan
herela funk
ja f rozwija si� wi�
 w nast�puj¡
y szereg Fouriera.Przypomnijmy, »e szereg Fouriera jest zbie»ny do f w L2(T), a niekonie
znie w posz
zegól-ny
h punkta
h x. W tym konkretnym przypadku szereg Fouriera jest zbie»ny w ka»dym



17punk
ie x, ale w punkta
h 0;�� jest zbie»ny do 0, a nie do warto±
i f(x).f(x) = 1Xn=�1n nieparzyste 2i �n ei nx= 1Xn=1n nieparzyste 2i �n �ei nx � e�i nx�= 1Xn=1n nieparzyste 4�n sinnx= 4� �sinx+ sin 3x3 + sin 5x5 + : : :� :

−4 −2 0 2 4 

−1  

0   

1   

−4 −2 0 2 4 

−1  

0   

1   

Fig. 4. Przybli»enie funk
ji f harmoni
znymi do 3 i 19 wª¡
znieNa wykresie przybli»enia f sumami 
z�±
iowymi szeregu Fouriera (tak zwanymi harmoni
z-nymi wida¢ tak zwane zjawisko Gibbsa. W pobli»u nie
i¡gªo±
i skokowej funk
ji f (na przy-kªad w pobli»u 0) suma 
z�±
iowa szeregu Fouriera ma ÿszpilki". Szpilki maj¡ zawsze okre-±lon¡ wysoko±¢: suma sko«
zona ÿprzestrzela" wysoko±¢ skoku funk
ji f o okoªo 9%. Dla 
o-raz dalszy
h sum 
z�±
iowy
h szeregu Fouriera (
oraz dokªadniejszy
h przybli»e« f) ÿszpilki"przysuwaj¡ si� do nie
i¡gªo±
i, ale zawsze za
howuj¡ swoj¡ wysoko±¢. Mo»na to udowodni¢.Jako zastosowanie obli
zony
h powy»ej wspóª
zynników Fouriera fali prostok¡tnej obli
zymyklasy
zn¡ sum�. Dla fali prostok¡tnej (18) mamykfk2 = 12� Z ��� jf(x)j2 dx = 1;
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Fig. 5. Zjawisko Gibbsa. Z prawej bardzo dokªadne przybli»enie funk
ji maj¡
ejnie
i¡gªo±¢ skokow¡. Szpilki po obu strona
h nie
i¡gªo±
i zawsze wyst�puj¡,i zawsze maj¡ okre±lon¡ wysoko±¢.a z drugiej strony 1Xn=�1 jf̂(n)j2 = 1Xn=�1n nieparzyste 4�2n2 = 8�2 1Xn=1n nieparzyste 1n2 :Podstawiaj¡
 do równo±
i Plan
herela otrzymujemy wi�
1Xn=1n nieparzyste 1n2 = �28 :Nast�pnie �28 = 1Xn=1n nieparzyste 1n2 = 1Xn=1 1n2 � 1Xn=1n parzyste 1n2= 1Xn=1 1n2 � 1Xk=1 1(2k)2 = 1Xn=1 1n2 � 14 1Xk=1 1k2= 34 1Xn=1 1n2 ;i w ko«
u 1Xn=1 1n2 = �26 :



19W podobny sposób, stosuj¡
 równo±¢ Plan
herela dla odpowiedniej funk
ji mo»emy obli
zy¢sum�(19) 1Xn=1 1n�dla dowolnej li
zby 
aªkowitej parzystej �. Je»eli � nie jest li
zb¡ 
aªkowit¡ parzyst¡, to osuma
h (19) niewiele wiadomo. Mo»na, na przykªad, udowodni¢, »e dla � = 3 suma (19) jestli
zb¡ niewymiern¡, ale dowód jest skomplikowany. Twierdzenie Plan
herela jest wi�
 bardzoprzydatne.De�ni
ja. Splotem dwó
h funk
ji f i g okresowy
h o okresie 2� nazywamy funk
j�(20) f � g(x) = 12� Z ��� f(x� y) g(y) dy;o ile 
aªka istnieje dla ka»dego x. Splotem dwó
h 
i¡gów � = f�ng, � = f�ng nazywamy
i¡g(21) � � �(n) = 1Xm=�1�n�m�n;o ile powy»sza suma istnieje dla ka»dego n 2 Z.Je»eli f i g s¡ 
aªkowalne na [��; �℄, to splot f � g istnieje dla (prawie) ka»dego x, jestokresowy o okresie 2� i jest 
aªkowalny po okresie. Okre±lenie ÿprawie ka»dy punkt" ma ±
isªezna
zenie, ale nam wystar
zy zna
zenie intui
yjne: splot mo»e nie istnie¢ w jakim± punk
ie,albo nawet w wielu punkta
h, ale tworz¡
y
h razem zbiór pomijalnie maªy z punktu widzenia
aªkowania. We wzorze (20) f i g traktujemy jako funk
je okresowe, o okresie 2�. Mo»emyrównie» my±le¢ o ni
h jako o funk
ja
h okre±lony
h na od
inku [��; �℄, wtedy dziaªanie x�ynale»y rozumie¢ modulo 2�. Je»eli oba 
i¡gi s¡ sumowalne z kwadratem, �; � 2 `2, to splotistnieje, a je»eli s¡ absolutnie sumowalne, to splot istnieje i te» jest absolutnie sumowalny.Sploty (20) i (21) s¡ przemienne: f � g = g � f i � � � = � � �.Wªasno±
i transformaty Fouriera na L2(T). Transformata w L2(T) ma wªasno±
i ana-logi
zne do wªasno±
i transformaty w L2(R). Przy odpowiedni
h zaªo»enia
h mamy(̂f � g)(n) = f̂(n) ĝ(n);(̂f � g)(n) = (f̂ � ĝ)(n);g(x) = f(x� 
) �! ĝ(n) = e�i 
nf̂(n);g(x) = eimxf(x) �! ĝ(n) = f̂(n�m);g(x) = f 0(x) �! ĝ(n) = i nf̂(n):Szereg Fouriera funk
ji 
aªkowalnej nie musi by¢ zbie»ny do tej funk
ji. Znany jest przykªadfunk
ji 
aªkowalnej której szereg Fouriera nie jest zbie»ny w »adnym punk
ie. Je»eli funk
jajest w L2(T), to jej szereg Fouriera jest do niej zbie»ny w L2(T). Jednak nie musi by¢zbie»ny w ka»dym punk
ie. Mo»na poda¢ przykªad funk
ji 
i¡gªej, której szereg Fouriera jestrozbie»ny w jakim± punk
ie. S¡ te» dobre wiadomo±
i. Poni»sze twierdzenie ma 
harakterlokalny, to zna
zy zbie»no±¢ szeregu Fouriera funk
ji w punk
ie zale»y tylko od za
howaniatej funk
ji w oto
zeniu tego punktu. Jest to o tyle 
iekawe, »e sam szereg Fouriera nie ma
harakteru lokalnego. Ka»dy wspóª
zynnik Fouriera zale»y od wszystki
h warto±
i funk
ji,zawiera 
aªk� po 
aªym okresie T.



20Twierdzenie. (a) Je»eli f jest okresowa i 
aªkowalna po okresie [��; �℄ tolimn!�1 f̂(n) = 0:(b) Je»eli istnieje po
hodna f 0(�) w jakim± punk
ie �, to szereg Fouriera f jest zbie»ny w tympunk
ie � do f(�) f(�) = 1Xn=�1 f̂(n) ei n�:dowód. (a) Skorzystamy, jak poprzednio, z 
i¡gªo±
i przesuni�¢ funk
ji wzgl�dem 
aªki. Naj-pierw zauwa»my, »e je»eli funk
ja jest okresowa o okresie 2�, to 
aªka z tej funk
ji po prze-dziale [a; a+ 2�℄ nie zale»y od a.Nast�pnie obli
zamyf̂(n) = 12� Z ��� f(x) e�i nx dx= 12� Z �+�=n��+�=n f(x) e�i nx dx= 12� Z ��� f �x+ �n� e�i n(x+�=n) dx= � 12� Z ��� f �x+ �n� e�i nx dx;a wi�
 j2f̂(n)j = 12� ����Z ��� �f(x)� f �x+ �n�� e�i nx dx����¬ 12� Z ��� ���f(x)� f �x+ �n���� dx n!�1�����! 0:(b) Wprowad¹my funk
j� pomo
ni
z¡g(x) = f(x)� f(�)e�i x � e�i � :Zauwa»my, »e g jest okresowa o okresie 2�, i 
aªkowalna po okresie. Caªkowalno±¢ wynikaz tego, »e w pewnym oto
zeniu � jest ograni
zona (z istnienia po
hodnej f 0(�)), a pozaoto
zeniem � mianownik jest ograni
zony od doªu. Z (a) wynika, »e ĝ(n)! 0 gdy n! �1.Zauwa»my jednak, »e skorog(x) e�i x � g(x) e�i � = f(x)� f(�);wi�
 dla wszystki
h n ĝ(n+ 1)� ĝ(n) e�i � = b~f(n);gdzie ~f(x) = f(x)� f(�). Mno»¡
 obie strony przez ei (n+1)� otrzymujemyĝ(n+ 1) ei (n+1)� � ĝ(n) ei n� = ei �b~f(n) ei n�:



21Sumuj¡
 obie strony po wszystki
h n = �N; : : : ;M , i zwijaj¡
 sum� teleskopow¡ po lewejstronie mamy ĝ(M + 1) ei (M+1)� � ĝ(�N) ei (�N)� = ei � MXn=�N b~f(n) ei n�:Korzystaj¡
 z (a) lewa strona! 0 gdy M;N !1, wi�
 podobnie dzieje si� z praw¡ stron¡.Zauwa»my, »e b~f(n) = f̂(n) dla n 6= 0, oraz b~f(0) = f̂(0)� f(�). Tak wi�
0 = 1Xn=�1 b~f(n) ei n� = 1Xn=�1 f̂(n) ei n� � f(�):Udowodnili±my wi�
, »e szereg Fouriera f jest zbie»ny w � i jego sum¡ jest f(�). �Transformata Fouriera w L2(Tn) (wielokrotne szeregi Fouriera). Teoria jest analo-gi
zna do 1-wymiarowej:f̂(k) = 1(2�)n Z ��� � � � Z ��� f(x) e�i k�x dx1 � � � dxn; k = (k1; : : : ; kn); x = (x1; : : : ; xn);�f(x) = 1Xk1;:::;kn=�1 f̂(k) ei k�x;hf; gi = 1(2�)n Z ��� � � � Z ��� f(x) g(x) dx1 � � � dxn = 1Xk1;:::;kn=�1 f̂(k) ĝ(k);kfk2 = 1Xk1;:::;kn=�1 jf̂(k)j2:Nie ma istotny
h ró»ni
 w dowoda
h powy»szy
h faktówTransformata Fouriera w `2p (dyskretna transformata Fouriera). W przestrzenip-elementowy
h wektorów transformata Fouriera jest wzajemnie jednozna
znym przeksztaª-
eniem `2p na siebie. Dla x = (x(0); : : : ; x(p� 1)) 2 `2p mamyx̂(l) = p�1Xj=0 x(j) e�i 2�l jp ; l = 0; : : : ; p� 1;�x(j) = 1p p�1Xl=0 x(l) ei 2�j lp ; j = 0; : : : ; p� 1;hx; yi = p�1Xj=0 x(j)y(j) = 1p p�1Xl=0 x̂(j)ŷ(j) = 1p hx̂; ŷi;kxk2 = 1p kx̂k2:



22Powy»sze wzory wynikaj¡ z nast�puj¡
ej obserwa
jip�1Xl=0 ei 2�jlp = � p : j = 00 : j 6= 0:Splotem dwó
h elementów x; y 2 `2p nazywamy element(22) x � y(k) = p�1Xl=0 x(k � l) y(l):Je»eli o x i y my±limy jako o wektora
h p-elementowy
h to dziaªanie k�l nale»y rozumie¢ jakoodejmowanie modulo p,i wtedy k przebiega zakres 0; : : : ; p�1 a wi�
 splot te» jest wektoremp-elementowym. Je»eli natomiast o elementa
h x i y my±limy jako o 
i¡ga
h p-okresowy
h, todziaªanie k�l w (22) jest zwykªym odejmowaniem, i splot x�y te» jest 
i¡giem p-okresowym.Jak si� ªatwo domy±le¢, za
hodzi nast�puj¡
y wzórx̂ � y(k) = x̂(k) ŷ(k):Szybka transformata Fouriera. Dyskretna transformata Fouriera wyst�puje 
z�sto wzastosowania
h. Je»eli 
h
emy poli
zy¢ numery
znie transformat� Fouriera funk
ji, to w rze-
zywisto±
i sprowadza si� to do poli
zenia dyskretnej transformaty Fouriera pewnej ilo±
ipróbek danej funk
ji. Obli
zenie dyskretnej transformaty Fouriera p-elementowego wektorax = (x(0); : : : ; x(p � 1) sprowadza si� do pomno»enia go przez ma
ierz: x̂ = Ap x, gdzie Apjest p� p ma
ierz¡ Ap = 0BB� 1 1 � � � 11 e�i 2�=p � � � e�i 2�(p�1)=p... ... . . . ...1 e�i 2�(p�1)=p � � � e�i 2�(p�1)(p�1)=p1CCA ;o wspóª
zynnika
h fe�i 2�(k�1)(l�1)=pgpk;l=1. Post�puj¡
 naiwnie, do obli
zenia transformatyFouriera dªugo±
i p b�dziemy wi�
 musieli wykona¢ p2 mno»e« zmiennoprze
inkowy
h. Ist-nieje szybszy algorytm obli
zania transformaty, wykorzystuj¡
y wyst�puj¡
e w ma
ierzy Apsymetrie. Jest to tak zwana szybka transformata Fouriera (FFT), która redukuje li
zb� mno-»e« do p log p. Korzy±¢ jest wielka: je»eli p = 106, to szybka transformata Fouriera jest 50tysi�
y razy szybsza od algorytmu naiwnego. Je»eli nasz komputer, u»ywaj¡
 algorytmu FFTpoli
zy transformat� w godzin�, to u»ywaj¡
 algorytmu naiwnego potrzebowaªby na to ponad6 lat. Algorytm FFT odkryto w lata
h 60 ubiegªego wieku. Sam algorytm jest bardzo prosty, iwkrót
e okazaªo si�, »e byª stosowany ju» od dawna. Obli
zenia z wykorzystaniem algorytmuFFT znaleziono w pra
a
h Gaussa z ko«
a XVIII wieku. Wniosek pªynie z tego nast�puj¡
y:matematy
y 
z�±
iej mogliby interesowa¢ si� zastosowaniami, a in»ynierowie 
z�±
iej moglibyzagl¡da¢ do pra
 teoretyków. I jedni i drudzy mog¡ znale¹¢ jak¡± niespodziank�.Algorytm FFT jest bardzo prosty. Zamiast od razu formuªowa¢ odpowiednie twierdze-nie przeprowad¹my proste ra
hunki, które wszystko wyjasni¡. Nie
h dªugo±¢ sygnaªu x =(x(0); x(1); : : : ; x(p�1)) b�dzie poteg¡ 2: p = 2q, gdzie q = 1; 2; : : : , wtedy dla l = 0; 1; 2; : : : ; p�



231 x̂(l) = p�1Xk=0 x(k) e� 2�i klp= p�1Xk=0n-parzyste x(k) e� 2�i klp + p�1Xk=0n-nieparzyste x(k) e� 2�i klp= p=2�1Xk=0 x(2k) e� 2�i (2k)lp + p=2�1Xk=0 x(2k + 1) e� 2�i (2k+1)lp= p0�1Xk=0 x0(k) e� 2�i klp0 + e� 2�i lp p0�1Xk=0 x00(k) e� 2�i klp0= bx0(l) + e� 2�i lp 
x00(l);gdzie p0 = p=2, x0(k) = x(2k); x00(k) = x(2k + 1), k = 0; : : : ; p0 � 1. Zauwa»my, »e bx0 i 
x00 s¡okresowe o okresie p0, wi�
 wystar
zy je obli
zy¢ dla l = 0; : : : ; p0�1. Obli
zenie transformatyFouriera sygnaªu o dªugo±
i p sprowadza si� wi�
 do:(1) rozdzielenia parzysty
h i nieparzysty
h skªadowy
h x,(2) obli
zenia transformaty Fouriera osobno dla skªadowy
h parzysty
h i nieparzysty
h,ka»da rz�du p0 = p=2,(3) utworzenia kombina
ji liniowej:x̂(l) = bx0(l) + e� 2�i lp 
x00(l);x̂(l + p0) = bx0(l)� e� 2�i lp 
x00(l)dla l = 0; : : : ; p0.W ten sposób udowodnili±my nast�puj¡
e twierdzenie, b�d¡
e podstaw¡ algorytmu FFT:Twierdzenie (Lan
zos, Danielson). Ma
ierzAp = 0BB� 1 1 � � � 11 e�i 2�=p � � � e�i 2�(p�1)=p... ... . . . ...1 e�i 2�(p�1)=p � � � e�i 2�(p�1)(p�1)=p1CCAmo»na rozªo»y¢ na 
zynniki Ap = Ep ~Ap=2 Pp;gdzie ma
ierz Pp jest posta
i Pp = 0BBBB� 1 0 0 0 � � � 00 0 1 0 � � � 0... . . . ...0 1 0 0 � � � 00 0 0 1 � � � 01CCCCA :



24Ma
ierz Pp ma dokªadnie jedn¡ jedynk� w ka»dym wierszu, a jej dziaªanie na wektorze spro-wadza si� do przestawienia skladowy
h: w pierwszej poªów
e umiesz
zone zostaj¡ skªadowe onumera
h parzysty
h, a w drugiej skªadowe o numera
h nieparzysty
h: (x(0); x(2); : : : ; x(p�2); x(1); x(3); : : : ; x(p� 1)). Ma
ierz ~Ap=2 ma dwie niezerowe, identy
zne klatki~Ap=2 = �Ap=2 00 Ap=2 � :Dziaªanie ma
ierzy ~Ap=2 sprowadza si� do obli
zenia transformaty Fouriera rz�du p=2 osobnodla pierwszy
h i osobno dla oststni
h p=2 wspóª
zynników sygnaªu. W ko«
u ma
ierz Ep maposta¢ 
ztere
h klatek Ep = � I DI �D� ;gdzie I s¡ ma
ierzami identy
zno±
iowymi rz�du p=2, a D jest ma
ierz¡ diagonaln¡ rz�dup=2 ze wspóª
zynnikami e� 2�i 0p ; e� 2�i 1p ; : : : ; e� 2�i (p=2�1)pna przek¡tnej. �Zauwa»my, »e z powy»szego, prostego twierdzenia wynika nast�puj¡
y wniosek:Wniosek. Transformat� Fouriera rz�du p (pot�ga 2) mo»na obli
zy¢ przy pomo
y nie wi�
ejni» p log2 p mno»e«.Dowód. Dowód jest induk
yjny wzgl�dem pot�gi 2. Transformata rz�du 21 tox̂(k) = x(0)� x(1); k = 0; 1;a wi�
 wyst�puje tylko 1 mno»enie, przez �1. Krok induk
yjny u»ywa twierdzenia. Do poli-
zenia transformaty rz�du p potrzeba 2 razy tyle mno»e« 
o do poli
zenia transformaty rz�dup=2 (ma
ierz ~Ap=2) i dodatkowo p mno»e« (ma
ierz Ep). Ma
ierz Pp nie wymaga mno»e«.Korzystaj¡
 z zaªo»enia induk
yjnego otrzymujemy2 (p=2 log2(p=2)) + p = p(log2(p=2) + 1) = p log2 p: �Uwaga: Osza
owali±my tylko ilo±¢ konie
zny
h mno»e«, gdy» to mno»enia gªównie zajmuj¡
zas pro
esora. Podobnie jak ilo±¢ konie
zny
h mno»e« mo»na osza
owa¢ ilo±¢ wszystki
hkonie
zny
h opera
ji arytmety
zny
h.Nast�puj¡
e twierdzenie daje nam algorytm FFT:Twierdzenie. Nie
h p = 2q. Ma
ierz Ap rozkªada si� na ilo
zyn(23) Ap = Ep ~Ep=2 � � � ~E2 ~P4 ~P8 � � � ~Pp=2Pp;gdzie E2j oraz P2j maj¡ to samo zna
zenie 
o w twierdzeniu Danielsona-Lan
zosa, ~E2j oraz~P2j to ma
ierze p� p z p=2j klatkami E2j i P2j odpowiednio na przek¡tnej.Dowód. Wystar
zy zauwa»y¢, »e twierdzenie Danielsona-Lan
zosa mo»na iterowa¢:(24) Ap = Ep ~Ap=2Pp = Ep ~Ep=2 ~Ap=4 ~Pp=2Pp = � � � = Ep ~Ep=2 � � � ~E2 ~A1 ~P2 � � � ~Pp=2Pp:



25Ma
ierze A1 i P2, a wi�
 tak»e ~A1 i ~P2 s¡ ma
ierzami identy
zno±
iowymi, wi�
 z (24) wynika(23). �Uwagi: (i) Ka»da z ma
ierzy ~P2j jest ma
ierz¡ permuta
ji, wi�
 i
h ilo
zyn te» jestma
ierz¡ permuta
ji. Wynika z tego, »e przeksztaª
enieU = ~P4 ~P8 � � � ~Pp=2Ppsprowadza si� do pewnego przestawienia wspóª
zynników wektora x. To przestawienie jestsz
zególnie proste do zaimplementowania w prakty
e. Je»eli ozna
zymy x = (x(0); : : : ; x(p�1)) oraz Ux = x0 = (x0(0); : : : ; x0(p � 1)), to x0(k) = x(l), gdzie k i l maj¡ wzajemniesymetry
zne rozwini�
ia w ukªadzie dwójkowym(k)2 = eq�1 � � � e0; (l)2 = e0 � � � eq�1; ej = 0; 1:Jest to tak zwane przeksztaª
enie odwró
enia bitów.(ii) Przedstawiony powy»ej algorytm FFT jest tylko jednym z mo»liwy
h. Niektóre programykomputerowe stosuj¡ inny algorytm. Zauwa»my, »e ma
ierz dyskretnej transformaty FourieraAp jest symetry
zna. Twierdzenie Danielsona-Lan
zosa mo»na wi�
 zapisa¢ jako(25) Ap = Atp = P tp ~Ap=2Etp;gdzie t ozna
za transpozy
j�, i gdzie wykorzystali±my fakt, »e Ap i ~Ap=2 s¡ symetry
zne, awi�
 niezmienni
ze ze wzgl�du na transpozy
j�. Powy»szy wzór mo»na udowodni¢ bezpo-±rednio, grupuj¡
 elementy sumy ina
zej, ni» robili±my to w
ze±niej. Nie
h p0 = p=2.x̂(l) = p�1Xk=0 x(k)e�i 2� klp= p=2�1Xk=0 x(k)e�i 2� klp + p�1Xk=p=2 x(k)e�i 2� klp= p0�1Xk=0 �x(k)e�i 2� klp + x(k + p0)e�i 2� (k+p0)lp �= p0�1Xk=0 �x(k) + e�i �lx(k + p0)� e�i 2� klp= p0�1Xk=0 �x(k) + (�1)lx(k + p0)� e�i 2� klpJe»eli l = 2n, n = 0; : : : ; p0 � 1 jest parzysta, tox̂(l) = p0�1Xk=0 (x(k) + x(k + p0)) e�i 2� knp0 ;



26a je»eli l = 2n+ 1 jest nieparzysta, tox̂(l) = p0�1Xk=0 (x(k) � x(k + p0)) e�i 2�kp e�i 2� knp0 :Innymi sªowy, parzyste wspóª
zynniki x̂ to transformata rz�du p0 wektora x0 o wspóª
zynni-ka
h x0(k) = x(k) + x(k + p0);a nieparzyste to transformata wektora x00x00(k) = ( x(k) � x(k + p0) ) e�i 2� kp :�atwo sprawdzi¢, »e powy»sze obli
zenia daj¡ nam dokªadnie (25). Zauwa»my te», »e ma
ierzU z poprzedniej uwagi jest symetry
zna, wi�
 stosuj¡
 ten algorytm równie» do
hodzimy doprzeksztaª
enia odwró
enia bitów, z tym, »e w poprzednim algorytmie byª to pierwszy krokszybkiej transformaty, a w omawianym teraz warian
ie jest to ostatni krok.(iii) Omawiali±my przypadek, gdy sygnaª miaª dªugo±¢ b�d¡
¡ pot�g¡ 2. W prakty
e to jestprzypadek najwa»niejszy. Sygnaªy o inny
h dªugo±
ia
h s¡ przedªu»ane do najbli»szej pot�gi2, na przykªad dodaje si� odpowiedni¡ ilo±¢ zer. Szybki algorytm mo»na jednak skonstruowa¢niezale»nie dla sygnaªów o inny
h dªugo±
ia
h.Transformaty trygonometry
zne. Naturalnym j�zykiem transformat Fouriera w i
h wszyst-ki
h w
ielenia
h, w tym tak»e dyskretnej transformaty Fouriera jest j�zyk li
zb zespolo-ny
h. W zastosowania
h jest to nieprakty
zne. Sygnaªy rze
zywiste maj¡ transformaty owarto±
ia
h zespolony
h. Takie sygnaªy o warto±
ia
h zespolony
h wymagaj¡ inny
h struk-tur do prze
howywania i manipula
ji. Nie jest to wielkim problemem, ale w prakty
e wy-godniejsze jest posªugiwanie si� transformatami, które sygnaªy rze
zywiste przeksztaª
aj¡na rze
zywiste. S¡ to tak zwane transformaty trygonometry
zne. Transformaty takie po-wstaj¡ przez proste przeksztaª
enie transformaty Fouriera i w zwi¡zku z tym mo»na stoso-wa¢ do ni
h szybkie algorytmy. Podstawow¡ obserwa
j¡ jest fakt, »e je»eli sygnaª rze
zywistyx = (x(0); : : : ; x(p� 1)) jest parzysty, 
zylix(p� k) = x(k);to jego transformata Fouriera te» jest rze
zywista, a je»eli jest nieparzysty, 
zylix(p� k) = �x(k); x(0) = 0;to transformata jest 
zysto urojona. Istniej¡
e sygnaªy mo»na wi�
 odpowiednio przedªu»y¢i zastosowa¢ do ni
h transformat� Fouriera odpowiedni wysokiego rz�du. W prakty
e spo-tyka si� kilka odmian transformat sinusowy
h i 
osinusowy
h, które otrzymuje si� wªa±niewedªug powy»szego s
hematu. Na przykªad, wyprowadzimy wzór na jedn¡ z transformat 
o-sinusowy
h. Nie
h dany b�dzie sygnaª o dªugo±
i p, x = (x(0); : : : ; x(p� 1)). Nie
h ~x b�dzieprzedªu»eniem x o dªugo±
i 2p, zde�niowanym nast�puj¡
o:~x(k) = � x(k) : k = 0; : : : ; p� 1x(2p� k � 1) : k = p; : : : ; 2p� 1:



27Zauwa»my, »e sygnaª ~x ma pewn¡ symetri� | jest ÿparzysty" wokóª punktu p� 1=2:~x((p� 1=2) + l) = ~x((p� 1=2)� l);gdzie l jest li
zb¡ poªówkow¡, 2l = 1; 3; : : : ; 2p� 1. Obli
zmy transformat� Fouriera dªugo±
i2p sygnaªu rozszerzonego ~x.~x(l) = 2p�1Xk=0 ~x(k) e�i 2� kl2p= p�1Xk=0 ~x(k) e�i 2� kl2p + 2p�1Xk=p ~x(k) e�i 2� kl2p= p�1Xk=0 x(k) e�i � klp + 2p�1Xk=p x(2p� k � 1) e�i � klp :Przenumerujmy skªadniki drugiej sumy, nie
h nowy indeks k0 = 2p � k � 1. Nowy indeks(nie
h te» nazywa si� k) biegnie 0d 0 do p� 1. Otrzymujemy= p�1Xk=0 x(k)�e�i � klp + e�i � (2p�k�1)lp �= p�1Xk=0 x(k)�e�i � klp + ei � klp ei � lp �= p�1Xk=0 x(k) ei � l2p �e�i � (k+1=2)lp + ei � (k+1=2)lp �= ei � l2p p�1Xk=0 x(k) 
os��(k + 1=2)lp � :Zauwa»my, »e transformata Fouriera ~x zale»y tylko od wspóª
zynników ÿ
osinusowy
h"x̂
(l) = p�1Xk=0 x(k) 
os��(k + 1=2)lp � :Mamy wi�
 b~x(l) = 2 � ei � l2p � x̂
(l):Zróbmy jesz
ze nast�puj¡
e obserwa
jeb~x(0) = 2 � x̂
(0);b~x(p) = ei �2 p�1Xk=0 x(k) 
os(�(k + 1=2)) = 0;



28gdy» 
os(�(k + 1=2)) = 0 dla ka»dej li
zby 
aªkowitej k. W ko«
u zauwa»my, »eb~x(2p� l) = b~x(l):Rekonstruuj¡
 ~x, korzystaj¡
 z odwrotnej transformaty Fouriera, otrzymujemy~x(k) = 12p 2p�1Xl=0 b~x(l)ei 2� kl2p= 12p b~x(0) + 12p 2p�1Xl=0l6=p b~x(l)ei 2� kl2p= 1p x̂
(0) + 12p p�1Xl=1 �b~x(l)ei 2� kl2p + b~x(2p� l)ei 2� k(2p�l)2p �= 1p x̂
(0) + 12p p�1Xl=1 2x̂
(l)�ei � l2p ei 2� kl2p + ei � l2p ei 2� kl2p �= 1p x̂
(0) + 2p p�1Xl=1 x̂
(l) 
os��(k + 1=2)lp � :Gdy k = 0; : : : ; p � 1 to ~x(k) = x(k), wi�
 otrzymali±my wzór na odwrotn¡ transformat�
osinusow¡. Podsumowuj¡
: transformata 
osinusowa i odwrotna transformata 
osinusowadane s¡ wzorami x̂
(l) = p�1Xk=0 x(k) 
os��(k + 1=2)lp � ; l = 0; : : : ; p� 1;�x
(k) = 1p x(0) + 2p p�1Xl=1 x(l) 
os��(k + 1=2)lp � ; k = 0; : : : ; p� 1:Transformata 
osinusowa zwi¡zana jest z dyskretn¡ transformat¡ Fouriera wzoremCp = RpA2pQp;gdzie Cp jest ma
ierz¡ odpowiadaj¡
¡ transforma
ie 
osinusowej, natomiast Rp i Qp s¡ pew-nymi ma
ierzami prostok¡tnymi, zawieraj¡
ymi w wi�kszo±
i zera. Dokªadne wzory na Rp iQp mo»na otrzyma¢ analizuj¡
 przeprowadzone powy»ej ra
hunki.Przypomnijmy, »e powy»sze wzory stanowi¡ tylko jeden z mo»liwy
h wariantów transfor-mat trygonometry
zny
h.Inne transformaty.�) Lokalne transformaty Fouriera i trygonometry
zne�) Transformata Lapla
e'a�) Transformata Mellina�) Transformata Zaka�) Transformata Radona



29DodatekKilka klasy
zny
h transformat FourieraJ¡dro Gaussa-Weierstrassa. Nie
hw(x) = 1p2� e�x22 :W bie»¡
ym rozdziale obli
zyli±my transformat� Fouriera w korzystaj¡
 z triku u»ywaj¡
egorówna« ró»ni
zkowy
h. Obe
nie poli
zymy t¡ transformat� u»ywaj¡
 innego triku, teoriifunk
ji anality
zny
h. My±l�, »e znajomo±¢ ró»ny
h trików jest przydatna, je»eli, na przykªad,musimy poli
zy¢ jak¡± now¡ 
aªk�. B�dziemy korzysta¢ z twierdzenia Cau
hy'ego. Je»eli Fjest funk
j¡ zmiennej zespolonej, anality
zn¡ w jakim± obszarze (bez dziur), to 
aªka z F pokonturze zamkni�tym (
zyli po krzywej kawaªkami gªadkiej i nie prze
inaj¡
ej si�) le»¡
ymw obszarze anality
zno±
i jest 0.Wiemy, »e ŵ(0) = 1p2� Z 1�1 e�x22 dx = 1:Poniewa» j¡dro Gaussa-Weierstrassa jest parzyste, wi�
 jego transformata te» jest parzysta.Wystar
zy wi�
 poli
zy¢ ŵ(�) dla � > 0. Nie
h wi�
 � > 0. Ustalmy R > 0, i zde�nujmynast�puj¡
y kontur 
 na pªasz
zyxnie.Kontur b�dzie si� skªadaª z 4 kawaªków�) 
1 : [�R;R℄! C; 
1(t) = t;�) 
2 : [0; �℄! C; 
2(t) = R+ i t;�) 
3 : [�R;R℄! C; 
3(t) = �t+ i �;�) 
4 : [0; �℄! C; 
4(t) = �R+ i (� � t):

−R 0 R

0

z

Fig. A. Kontur 




30 Rozwa»my ŵ(�) ŵ(�) = 1p2� Z 1�1 e�x22 e�i x� dx= 1p2� Z 1�1 e�x22 �i x�+ �22 e� �22 dx= e� �22p2� Z 1�1 e� (x+i �)22 dx:Nie
h nasz¡ funk
j¡ anality
zn¡ b�dzie F (z) = e�z2=2. F jest anality
zna na 
aªej plasz-
zyxnie, bez punktów osobliwy
h. Caªka po dowolnym konturze zamkni�tym wynosi wi�
 0.Poli
zymy 
aªk¡ po naszym konturze 
.Z
1 F (z) dz = Z R�R e� t22 dt;Z
3 F (z) dz = Z R�R e� (�t+i �)22 (�1) dt = � Z R�R e� (t+i �)22 dt:Gdy R ! 1 pierwsza 
aªka, jak wiemy, d¡»y do p2�, a druga, zgodnie z obli
zeniamipowy»ej, do �p2�e�2=2ŵ(�). Pozostaªe dwie 
aªki tylko osza
ujemy, i poka»emy, »e obied¡»¡ do 0, gdy R!1. ����Z
2 F (z) dz���� = �����Z �0 e� (R+i t)22 i dt�����¬ Z �0 e�R2�t22 dt= e�R22 Z �0 e t22 dt¬ e�R22 � e �22 :Podobnie dla 
4 ����Z
4 F (z) dz���� = �����Z �0 e� (�R+i (��t))22 (�i) dt�����¬ Z �0 e�R2�(��t)22 dt= e�R22 Z �0 e (��t)22 dt¬ e�R22 � e �22 :Dla ustalonego � widzimy, »e obie 
aªki d¡»¡ do 0 gdy R!1. A wi�
,0 = limR!1 Z
 F (z) dz = limR!1 Z
1 F (z) dz + � � �+ limR!1 Z
4 F (z) dz = p2� �p2� e �22 ŵ(�):Otrzymujemy wi�
 to, 
o 
h
ieli±my ŵ(�) = e� �22 :



31J¡dro Poissona. W przypadku 1-wymiarowym j¡dro Poissona dane jest wzoremf(x) = 1� 11 + x2 :Transformat� Fouriera f obli
zymy jak zwykle, 
aªkuj¡
 po odpowiednim konturze. Tej me-tody nie da si� zastosowa¢ w przypadku wielowymiarowym. W zwi¡zku z tym przypadekwielowymiarowy rozpatrzymy osobno. W przypadku j¡dra Gaussa-Weierstrassa przypadekwielowymiarowy sprowadzaª si� do jednowymiarowego. W przypadku j¡dra Poissona jestina
zej. Oba j¡dra s¡ wa»ne w zastosowania
h. J¡dro Gaussa-Weierstrassa wi¡»e si�, naprzykªad, z rozkªadem temperatur (widzieli±my to w akapi
ie o równaniu 
iepªa), a j¡droPoissona z tak zwanymi funk
jami harmoni
znymi, które s¡ sta
jonarnymi (niezmiennymi w
zasie) rozkªadami temperatur.Funk
ja f jest 
aªkowalna, i b�dziemy 
h
ieli poli
zy¢ jej transformat� Fourieraf̂(�) = 1� Z 1�1 e�i x�1 + x2 dx:f jest parzysta, wi�
 f̂ te» jest parzysta. Wystar
zy wi�
 obli
zy¢ f̂(0) i f̂(�) dla � < 0.Warto±¢ w zerze jest prosta:f̂(0) = 1� Z 1�1 11 + x2 dx = 1� ar
tan(x)j1�1 = 1� � = 1:W 
elu poli
zenia transformaty dla � < 0 nasz¡ funk
j¡ anality
zn¡ b�dzieF (z) = 1� e�i z�1 + z2 :Funk
ja F jest anality
zna na 
aªej pªasz
zy¹nie poza zeram mianownika, 
zyli punktami �i.Nasz kontur 
aªkowania b�dzie ota
zaª jeden z ty
h punktów, wi�
 skorzystamy z twierdzeniao residua
h: 
aªka po konturze zamkni�tym jest równa sumie residuów w oto
zony
h przezkontur bieguna
h, razy 2� i. W swoi
h punkta
h osobliwy
h F ma bieguny jednokrotne, wi�
residua s¡ ªatwe do poli
zeniaResz=�iF (z) = limz!�i(z � i)F (z):Zde�niujemy teraz kontur 
, który, jak zwykle, b�dzie si� skªadaª z 4 
z�±
i.
1(t) = t dla t 2 [�R;R℄,
2(t) = R+ i t dla t 2 [0; R℄,
3(t) = �t+ i R dla t 2 [�R;R℄,
4(t) = �R+ (R� t) i dla t 2 [0; R℄.Dla ka»dego R > 1 kontur 
 ota
za i i nie ota
za �i, a wi�
, zgodnie z twierdzeniem oresidua
h Z
 F (z) dz = 2� i limz!i (z � i)e�i z��(z + i)(z � i) = 2� i limz!i e�i z��(z + i) = e�:
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−R 0 R

0

R

Fig. B. Kontur 
Poka»emy teraz, »e 
aªki z F po 
i d¡»¡ do zera gdy R!1, dla i = 2; 3; 4.
2 : ����Z
2 F (z) dz���� = ����� i� Z R0 e�i (R+i t)�1 + (R+ i t)2 dt�����¬ 1� Z R0 et�j1 + (R+ i t)2j dt= 1� Z R0 et�j1 +R2 � t2 + 2 i Rtj dt¬ 1� Z R0 et�1 +R2 � t2 dt:Podobnie 
4 : ����Z
4 F (z) dz���� = ������i� Z R0 e�i (�R+(R�t) i)�1 + (�R+ (R� t) i)2 dt�����= ������i� Z R0 e�i (�R+t i)�1 +R2 � t2 � 2tR i dt�����¬ 1� Z R0 et�j1 + (R+ i t)2j dt¬ 1� Z R0 et�1 +R2 � t2 dt:



33Obie 
aªki maj¡ wi�
 wspólne osza
owanie. Osza
ujmy dalej1� Z R0 et�1 +R2 � t2 dt = 1� Z R=20 et�1 +R2 � t2 dt+ 1� Z RR=2 et�1 +R2 � t2 dt¬ 1� Z R=20 dtR2 � t2 + 1� eR�=2 Z RR=2 dt¬ 1� 1R Z 1=20 dt1� t2 + 1� R2 eR�=2¬ 23� 1R + ReR�=22� :Skoro � < 0 to oba skªadniki d¡»¡ do zera gdy R!1.
3 : ����Z
3 F (z) dz���� = ������1� Z R�R e�i (�t+i R)�1 + (�t+ i R)2 dt�����¬ 1� Z R�R eR�j1 + t2 �R2 � 2tR ij dt= 2eR�� Z R0 dtj1 + t2 �R2 � 2tR ij= 2eR�� Z R=20 dtR2 � t2 � 1 + 2eR�� Z RR=2 dt2tR;(dla R > 2=p3). Dalej ¬ 2eR�� R=23=4R2 � 1 + 2eR�� R=2R2 R!1����! 0:Podsumowuj¡
, pokazali±my, »ee� = limR!1 Z
1 F (z) dz = limR!1 1� Z R�R e�i t�1 + t2 dt = f̂(�):Bior¡
 pod uwag�, »e ra
hunki przeprowadzili±my przy zaªo»eniu � < 0, oraz »e f̂ jestparzysta, otrzymali±my w ko«
u f̂(�) = e�j�j:J¡dro Poissona n ­ 1.J¡dro Hilberta. Udowodnimy kilka faktów o funk
jif(x) = sin(x)x :Jest to funk
ja 
aªkowalna z kwadratem (bo jf(x)j ¬ minf1; 1=x2g), nie
aªkowalna, ale 
aªko-walna w sensie niewªa±
iwym. Wszystko to mo»na wywnioskowa¢ z twierdzenia Plan
herela,oraz wªasno±
i transformaty Fouriera. Wiemy, »e f(x) jest transformat¡ Fouriera funk
ji�f(x) = 12 ��1;1℄(x):



34Byªa to pierwsza poli
zona w tym rozdziale transformata. Gdyby f byªa 
aªkowalna, to f̂ ,a wi�
 i �f musiaªaby by¢ 
i¡gªa, a nie jest. f nie mo»e wi�
 by¢ 
aªkowalna. Fakt, »e jest
aªkowalna w sensie niewªa±
iwym wynika z twierdzenia Plan
herela, i wzoru na odwró
enietransformaty w L2(R) �f(x) = 12� limM!1 Z M�M f(�) ei x� d�;a wi�
(*) limM!1 Z M0 f(x) dx = 12 limM!1 Z M�M f(x) dx = 2�2 �f(0) = �2 :Naszym pierwszym 
elem b�dzie bezpo±rednie pokazanie powy»szy
h faktów, bez u»ywaniatego wszystkiego, 
o o transforma
ie Fouriera wiemy. Tak jak wspominaªem w
ze±niej, zna-jomo±¢ ró»ny
h trików przyda si�, kiedy b�dziemy 
h
ieli poli
zy¢ jak¡± nietypow¡ 
aªk�. Doobli
zenia 
aªki niewªa±
iwej (*) u»yjemy 
aªek z funk
ji anality
zny
h. (*) przyda si� namza moment do poli
zenia transformaty Fouriera j¡dra Poissona. Najpierw uzasadnimy, »e fnie jest 
aªkowalna. Nie
h M 2 N b�dzie dowoln¡ li
zb¡ naturaln¡.Z 10 j sin(x)jx dx ­ Z M�� j sin(x)jx dx­ M�1Xk=1 Z (k+1)�k� j sin(x)jx dx= M�1Xk=1 Z �0 sin(x)(x+ k �) dx­ M�1Xk=1 Z �0 sin(x)k � dx= M�1Xk=1 1k � Z �0 sin(x) dx= 2� M�1Xk=1 1k :Poniewa» M jest dowolne, a szereg harmoni
zny jest rozbie»ny, wi�
 f nie jest 
aªkowalna.Rozwa»my nast�puj¡
¡ funk
j� zmiennej zespolonejF (z) = ei zz :Jest to funk
ja anality
zna na 
aªej pªasz
zy¹nie, z wyj¡tkiem 0. Okre±limy sobie teraz kontur
 na pªasz
zy¹nie, nie prze
hodz¡
y przez zero i nie ota
zaj¡
y zera. Ustalmy � i R, 0 < � < R.Kontur 
 skªada si� z 4 kawaªków o nast�puj¡
y
h parametryza
ja
h:
1(t) = t dla t 2 [�; R℄,
2(t) = Rei t dla t 2 [0; �=2℄,
3(t) = (R� t) i dla t 2 [0; R� �℄,
4(t) = i e�i t dla t 2 [0; �=2℄.
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Fig. C. Kontur 
Wiemy, »e 
aªka z funk
ji F po konturze 
 wynosi 0. W sz
zególno±
i jej 
z�±¢ urojonate» wynosi 0. Poli
zymy osobno 
z�±
i urojone ka»dej z 
aªekZ
i F (z) dz; i = 1; 2; 3; 4:I
h suma musi wynie±¢ 0.
1 : = Z
1 F (z) dz = = Z R� ei tt dt = Z R� sin(t)t dt:
3 : = Z
3 F (z) dz = = (�i) Z R��0 ei (R�t) i(R� t) i dt!= = � Z R��0 e�(R�t)(R� t) dt!= = � Z R��0 e�(R�t)(R� t) dt!= 0;gdy» 
aªka jest 
zysto rze
zywista.
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2 : = Z
2 F (z) dz = = i R Z �=20 ei Rei tRei t ei t dt= = i Z �=20 ei R(
os(t)+i sin(t) dt= = i Z �=20 e�R sin(t) (
os(R 
os(t)) + i sin(R 
os(t))) dt= Z �=20 e�R sin(t) 
os(R 
os(t)) dt:
4 : = Z
4 F (z) dz = = � Z �=20 ei i �e�i ti �e�i t e�i t dt= = � i Z �=20 e��(
os(t)�i sin(t)) dt= �< Z �=20 e�� 
os(t) (
os(� sin(t)) + i sin(� sin(t))) dt= � Z �=20 e�� 
os(t) 
os(� sin(t)) dt:W przypadku 
2 i 
4 
aªek przypusz
zalnie nie da si� poli
zy¢ dokªadnie, ale nam wystar
z¡grani
e, które da si� poli
zy¢. Podsumowuj¡
, otrzymali±my nast�puj¡
y wzór:(**) Z R� sin(t)t dt = Z �=20 e�� 
os(t) 
os(� sin(t)) dt� Z �=20 e�R sin(t) 
os(R 
os(t)) dt:Zauwa»my, »e gdy � ! 0+ to w pierwszej 
aª
e z prawej strony funk
ja pod
aªkowa d¡»ydo 1, i jest ograni
zona przez 1, a wi�
 korzystaj¡
 z twierdzenia o zbie»no±
i ograni
zonejmamy lim�!0+ Z �=20 e�� 
os(t) 
os(� sin(t)) dt = Z �=20 dt = �2 ;(w rze
zywisto±
i zbie»no±¢ pod 
aªk¡ jest nawet jednostajna). W drugiej 
aª
e zauwa»my,»e ���e�R sin(t) 
os(R 
os(t))��� ¬ e�R sin(t) ¬ e� 2Rt� ; gdy» 2t� ¬ sin(t); dla t 2 [0; �2 ℄:A wi�
, �����Z �=20 e�R sin(t) 
os(R 
os(t)) dt����� ¬ Z �=20 e� 2Rt� dt= � �2R �e� 2Rt� �����=20= � �2R (e�R � 1)= �2R (1� e�R):



37Widzimy wi�
, »e gdy R ! 1 
aªka d¡»y do zera. Podstawiaj¡
 obie te grani
e do (**)otrzymujemy limR!1�!0+ Z R� sin(t)t dt = �2 :


