Wyktad 2.
Transformata Fouriera
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Przypomnimy podstawowe zagadnienia zwigzane z transformatg Fouriera. Transformata
Fouriera przeksztalca wyjsciowa funkcje w ten sposéb, ze warto$ci transformaty nie informuja
o wartosci samej funkcji w jakimkolwiek punkcie, ale informuja jaka jest zawarto$é¢ sktado-
wej o danej czestotliwosci w funkcji wyjsciowej. W zwigzku z tym obliczanie transformaty
Fouriera nazywa sie czasem analizq czestotliwosciowq, analizg harmoniczng lub analizg spek-
tralng funkcji. Transformata Fouriera stanowi przeksztalcenie funkcji ktére zachowuje cala
informacje. Funkcje wyj$ciowa mozna odtworzy¢ z transformaty, przy pomocy transformaty
odwrotnej. Transformata Fouriera stanowi wiec, intuicyjnie, rozktad funkcji na sktadowe cze-
stotliwos$ciowe. Nie jest to §ciste stwierdzenie, bo na przyktad w przypadku funkcji w L2(R)
transformata jest funkcja zmiennej rzeczywistej, wiec musimy rozwaza¢ wszystkie czestotli-
woséci bedgce liczbami rzeczywistymi, a funkcja wyjSciowa w ogole nie jest okresowa.

Transformata Fouriera jest, matematycznie, pojeciem bardzo ogdlnym, ktére wystepuje w
wielu sytuacjach. Dla matematyka nie jest wiec niczym dziwnym, ze podobne pojecie wyste-
puje w tak wielu formach w praktyce. Jest ciggta transformata Fouriera, jest rozwiniecie w
szereg Fouriera, w koncu jest dyskretna transformata Fouriera. Z punktu widzenia zastoso-
wan ogdélne podejscie do transformaty Fouriera nie jest interesujace, ale kilka faktow warto
znac. Jezeli G jest lokalnie zwarta grupa abelowa to rozwazamy homomorfizmy grupy G w
grupe liczb zespolonych o module 1 (z mnozeniem):

f:G—={zeC:|z|=1}.

Kazdy taki homomorfizm nazywa sie charakterem. Charaktery mozna mnozy¢ punktowo, i z
tak zdefiniowanym dziataniem tworza grupe abelowa. Grupe charakteréw nazywamy grupa
dualng do G i oznaczamy G. Mozna zdefiniowaé transformate Fouriera, ktéra jest wzajemnie
jednoznacznym izometrycznym przeksztatceniem

§:L*G) & LXG), f=f, [ =8,

(przypomnijmy, ze charakter £ jest funkcjg na G). Nie bedziemy zajmowaé sie tg ogblna teo-
rig, w szczegdlnosci nie bedziemy wyjasniac szczegdtdéw powyzszych wzordw czy catkowania
na G. Wspomnijmy jeszcze, ze grupa dualna do R jest tez R, a grupa dualng do T (liczby
rzeczywiste z dodawaniem modulo 27) jest Z, i vice versa.

Transformata Fouriera w L?(R). Niech funkcja f bedzie catkowalna na R. Wtedy funkcja
f(z)e™ ¢ tez jest calkowalna, dla kazdego ¢ € R. Transformatg Fouriera funkcji f nazywamy
funkcje

(1) fo= " f@)e *E du.

Korzystajac z twierdzenia o zbieznos$ci ograniczonej otrzymujemy natychmiast nastepujacy
fakt.
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Fakt. Transformata Fouriera funkcji catkowalnej jest funkcjqg ciggla © ograniczong na R.

Przyklady: a) Funkcja charakterystyczna przedziatu [—1/2,1/2];
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Dla £ = 0 rachunek jest jeszcze prostszy:
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Fig. 1. Funkcja z przykladu a) i jej transformata Fouriera

b) Jadro Gaussa-Weierstrassa

Wiadomo, ze



To jest jedna z powszechnie znanych calek, ktérag mozna obliczy¢ na przyktad uzywajac
wspélrzednych biegunowych w calce podwéjnej. w(z) jest funkcja catkowalng na R, i

*% 128 g,

0=z /L

Transformate te obliczymy korzystajac z nastepujacego triku: niech F(¢) = w(§). Wtedy
rézniczkujac pod znakiem calki i catkujac przez czesci otrzymujemy:
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Transformata F'(£) spelia wiec proste réwnanie rézniczkowe

F'(€) + £F(€) = 0.

Jest to proste réwnanie stopnia 1 ze zmiennymi rozdzielonymi, ktére mozna tatwo rozwigzac:

F¢) = ce_g.

Podstawiajac &€ = 0 w koncu otrzymujemy

Jadro Gaussa-Weierstrassa jest wiec niezmiennikiem transformaty Fouriera. Jest to jedna z
przyczyn, dla ktérych ta funkcja pojawia sie w wielu sytuacjach. Dla 0séb, ktore nie lubig
rozwigzywac¢ réwnan rézniczkowych, a ktére lubig catkowanie po krzywych na ptaszczyznie
na koniec tego rozdzialu obliczymy tg transformate w inny sposéb.

Definicja. Splotem funkcji f i g okre$lonych na R nazywamy funkcje
(2) fryglz / fl@—y)g(y)dy,

o ile caltka (2) istnieje dla kazdego = € R.



Splot jest przemienny (f x g = g = f). Jezeli f i g sa calkowalne to splot istnieje i tez jest

catkowalny:
[ ireian= [ \/ P —y)ay)d \daz

/ / )| l9(y)] dy d
=/ |/ )| dz dy
:/m|<>|dy/oc| ()| da.

Sploty i filtry. Pojecie splotu bedzie dla nas narzedziem w dowodach. Warto jednak wspo-
mnie¢, ze splot jest jednym z podstawowych poje¢ w praktyce prztwarzania sygnatu. Za-
uwazmy, ze zgodnie z powyzsza obserwacja, jezeli funkcja ¢ jest catkowalna, to splot z ¢ jest
przeksztalceniem w przestrzeni funkcji catkowalnych:

T, () (@) = (f * @) ().

Przeksztatcenie T, jest liniowe (wynika to z liniowosci calki), oraz przemienne z przesunie-
ciami. Oznaczmy przez 7,, przesuniecie sygnatu o z

(Tao ) (@) = f (2 = 0).

Wtedy

Torf)0) = [ T )@ — ) o) dy
= /Oo flz —y —z0) o(y) dy

/ fl(x—z0) —y) o(y) dy

Ty () (& = 20)
= Tmo(TQO(f»(x)'

Innymi stowy
Ty Tey = Tap - Ly

Splot funkcji catkowalnej g z funkcja f € L?(R) jest funkcja z L?(R), i mamy nieréwnoéé

17 #gll < ||f||/ )| d.

To jest prosty fakt wynikajacy z wtasnosci catki (splot nie musi istnie¢ w kazdym punkcie,
tak jak jest w przypadku splotu dwoéch funkcji catkowalnych, ale istnieje w wystarczajaco
wielu punktach ~ w prawie wszystkich punktach  aby okredli¢ funkcje w L2(R)). Z tego



faktu bedziemy korzysta¢ w dowodzie twierdzenia Plancherela. Warto zwréci¢ uwage, ze po-
wyzsza nieréwnos$¢ jest zupelnie naturalna, i mozna o niej mysle¢ jako o nieréwnosci tréjkata.
Intuicyjnie, mozemy przyblizy¢ splot sumg Riemanna

M
k kY 1
f*g(z) = Z f(«f—ﬁ) 9<N> N
k=—M
Stosujac do lewej strony norme L?(R) i wykorzystujac nieréwnoéé tréjkata, otrzymujemy

205 (5) 5

1f gl =

<> ()l (3) %
— 17 k_ij‘g (%) z
<1l [ loto]ds

Kropka zastepuje zmienng catkowania wystepujaca w normie L?(R) (ktérej nie piszemy).
Skorzystalismy z faktu, ze norma L?(R) jest niezmiennicza na przesuniccia

1FC =Dl =[£Il

Przeksztalcenie sygnatu, ktére jest liniowe, przemienne z przesunieciami, i spetnia jeszcze
pewne, niewielkie zalozenie ciggtosci w zastosowaniach nazywa sie filtrem. Filtry to wtasnie
sploty 7z funkcjami. Widzieliémy, ze splot z funkcja jest przeksztalceniem liniowym i prze-
miennym z przesunieciami. Zatozenie cigglosci tez jest spetnione, chociaz nie bedziemy sie
zajmowaé szczegotami. Sploty sa wiec filtrami. Na odwrét tez: okazuje sie, ze kazdy filtr jest
splotem. Latwo sie o tym przekonac intuicyjnie. Niech H bedzie przeksztalceniem liniowym,
przemiennym z przesunieciami. Sygnal f przyblizymy funkcja schodkowa:

M k
f@y= Y f (N) X[k/N,(k+1)/N) (%),
k=—M

gdzie X[q.5) jest funkcjg charakterystyczng

1 :zx
X[a,b)(x):{o ;xZ[a,b;.



Fig. 2. Sygnat i jego przyblizenie funkcja schodkowa

Wtedy
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gdzie

g(z) = H(Nx[0,1/n)) ().

Warunek ciggtosci nalozony na filtr H powinien umozliwi¢ przejscie graniczne w naszym
przyblizeniu, czyli powinien umozliwi¢ zastapienie = przez réwnos¢. Widzimy wiec, ze filtr
H splata sygnal z pewnga funkcja g, ktéra, w przyblizeniu jest odpowiedzig filtru H na sygnat
NXio,1/n) dla duzych N. Z powyzszych rozwazan mozna wyciagna¢ nastepujace dwa wnioski:

(i) Dziatanie filtru sprowadza sie do splotu z pewng funkcja g

(ii) Funkcja g jest odpowiedzig filtru na ,impuls jednostkowy”, czyli funkcje dodatnig,

niezerowa tylko w malym otoczeniu zera, ktérej catka jest 1.



Uwaga: Moéwiac o g uzywamy stowa ,funkcja”. Od razu jednak widaé, ze g moze by¢ czyms$
ogdlniejszym od funkcji. Jezeli H jest filtrem identyczno$ciowym (czyli takim, ktéry nic nie
robi, Hf = f) to g nie moze by¢ funkcja. g, jako odpowiedz filtru na impuls jednostkowy
sama jest takim ,impulsem jednostkowym”. Inzynierowie g nazywaja funkcja uogdélniona, a
matematycy dystrybucjg. Impuls jednostkowy jest wltasnie przyktadem funkcji uogdlnione;j.
Osoby, ktére chciatyby lepiej zrozumieé¢ opisywane tutaj luzno zagadnienia powinny zapi-
sa¢ sie na jeden z naszych wykladéw z zaawansowanej analizy lub analizy funkcjonalnej,
natomiast na tym wyktadzie poprzestaniemy na takich, intuicyjnych, uwagach.

Naszym celem teraz jest udowodnienie twierdzenia Plancherela, do ktérego bedziemy po-
trzebowali kilka faktéw.

Fakt. Jezeli f i g sq catkowalne, to

—

(3) (f *9)(&) = (&) §(&).

dowdd. Podstawiamy do wzorow, i korzystamy z wtasnoéci funkcji wykltadniczej

G?B@w=[%f*ame%%m:

= /_O; /_Z flz—y)gly)e " dydex

:/mg@n”ﬁ/mf@—yn*“ﬂﬁmwy
=/fg@nﬂﬁ@/ffmn*%m
=46 f(¢). O

Wréémy na moment do naszych rozwazan o filtrach. Mdéwilismy, ze filtry to sploty z
funkcjami lub funkcjami uogdlnionymi. Powyzszy Fakt przenosi sie na przypadek splotu z
funkcja uogdlniona. Dziatanie filtru na sygnale, po stronie transformaty Fouriera, sprowadza
sie wiec do mnozenia przez tak zwana ,charakterystyke” filtru. Charakterystyka filtru to
transformata Fouriera jego odpowiedzi impulsowej. Bardzo czesto opisujac filtr inzynierowie
podaja jego charakterystyke. Mamy tez nastepujacy prosty wzor

Fakt. Jezeli f jest catkowalna i

(4) fwy=-1(3). t>0,
to

~

11(€) = f(t9).
dowdd. Korzystamy ze wzoru na catkowanie przez podstawienie
r * 1 < —iz
fi(§) :/ ;f (;) e " dx

/OO f(z)e "1 dg

— o0

f@g). O



Korzystajac z powyzszych dwéch faktéw udowodnimy twierdzenie o istnieniu transformaty
odwrotnej. Jezeli funkcja f jest calkowalna, i jej transformata Fouriera f, dana wzorem (1),
tez jest catkowalna, to funkcje f mozna odtworzy¢ z f przy pomocy wzoru

) f@) =5 [ feae

Ten wzér daje nam wskazdwke, co do natury Transformaty Fouriera. Funkcja f jest roztozona
na sume (w przyblizeniu)oscylacji z + €?*¢, z amplitudami | f(€)].

Twierdzenie. Jezeli f i f sq catkowalne (f dana wzorem (1)), to zachodzi wzér (5). Innymi
stowy przeksztatcenie catkowe

o0

(6) Fz) 1/ F(€) '€ de

= % .
jest przeksztatceniem odwrotnym do transformaty Fouriera.
dowdd. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia:

1 x 1 2 Y te2
w(x) = —w|—| = e 2, awiec,z (4), w =e 2,

oraz

o~

fi(x) = fxwi(z), awiec,z (3), fi(€) = F(&)wi(€).

Nastepnie obliczamy

1 , 1 [ .
3 | Reevie= 5 [ fomeea
:%/_O:O _O;f(w)e i dre T Y de
1 o0 [oe] t£2

()e” 5 e "6V de da

1 t > 0 e
= — / f(x) / e~ emitl@y) d¢ dz

I
N
—
8
—
~
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= )Wy ¢(x —y) dx
\/2—77't e f( 1/t( y)
Zauwazmy, ze
——@(2) = = e = wy(2),

w
V2rt 1/t
a wiec, korzystajac rowniez z tego, ze wi(z) = wy(—2), kontynuujac, otrzymujemy
[ee]
- [ i@u-y s
— o0

= fxw(y)
= fi(y).



Innymi stowy pokazali$my, ze wzoér (5) zachodzi dla f;:

) f) =5 [ Fgeae

Chcieliby$my teraz przejs¢ w powyzszym wzorze do granicy gdy ¢ — 0. To jest proste rozu-
mowanie, korzystajace z wtasno$ci catki. Wiemy, ze

fi(&) = F(©) i (&) = F(&), gdy t =0, 1 |fi(©e | <IF ),

przy czym ta ostatnia funkcja jest catkowalna. Korzystajac z twierdzenia o zbieznoSci ogra-
niczonej otrzymujemy

Q =g [ F@edc o [ o

gdy t — 0, dla kazdego y € R. Z drugiej strony, korzystajac z faktu, ze

Kwawai[:wmymzl,i w(z) > 0,

otrzymujemy

| - swias - [ ‘/ (v — o)) wi () do

\/ Py — Vi) w(e) da
/ / Fly - Vi) w() do dy

/ / Fly — Viz)| dy w(z) do.

Z wtasnoéci catki wynika, ze przesuniecia sa ciaglte wzgledem catki, czyli

dy

dy

oo

lim [ |f(y) — fly — Viz)|dy = 0.

t—0 — o

Korzystajac ponownie z twierdzenia o zbieznoSci ograniczonej otrzymujemy, ze f; — f w
sensie calki:

lim |ft( ) — f(y)ldy =0.

t—0

Tak wiec f; jest zbiezna do f w sensie calkl, i zbiezna w kazdym punkcie y € R do

o | d@ea

7 wtasnosci catki wynika, ze obie te granice musza by¢ réwne:

=5 [ feeae
0

Whnioskiem z powyzszego jest najwazniejsze twierdzenie, tak zwane twierdzenie Planche-
rela.



10

Twierdzenie Plancherela. (a) Niech f € L*(R) bedzie catkowalna. Wtedy f tez nalezy
do L?*(R), oraz

1 .
(9) 1£11? = ﬁllfllz,

(b) Podzbior L?(R) sktadajgcy sie z funkcji catkowalnych stanowi gestq podprzestrzen L*(R.).
Transformata Fouriera rozszerza sie z tej podprzestrzeni na cate L?>(R). W przypadku gdy
f € L?*(R) nie jest catkowalna transformate mozna obliczyé ze wzoru

M
(10) f(&) = lim / f(x)e % da.
M—o0 - M
Tak okreslone przeksztatcenie jest wzajemnie jednoznacznym (1-1 i ,na”), izometrycznym
(z doktadnoiciq do czynnika /27w, jak we wzorze (9)) przeksztatcemiem L*(R) na siebie.
Przeksztatcenie odwrotne, w przypadku gdy f nie jest catkowalna, dane jest wzorem

(11) fy= Jim o [ pe)eisde

dowdd. (a) Zalézmy najpierw dodatkowo, ze f tez jest catkowalna. Wtedy f i f sa ograni-
czone (transformata Fouriera funkcji catkowalnej jest ograniczona). Jak tatwo policzy¢

[o.9]

o= faei=d

f(x) etz dx

| @rar= [ @i i

27 —00 —00
= [ FCof-oae
= | fef@ae

1 [ .
=5 (&) dg
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Pozbedziemy sie teraz dodatkowego zatozenia, ze f jest catkowalna. Niech wiec teraz f bedzie
w L?(R"™) i calkowalna. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia, i z tamtymi
oznaczeniami, funkcja

ft=f*w

(splot z przeskalowanym jadrem Gaussa-Weierstrassa) jest catkowalna, w L?(R) i ma catko-
walng transformate Fouriera (|f(€)| < ey (€)). Fakt, ze f; jest w L2(R) wynika z whasnosci
calki: splot funkcji catkowalnej z catkowalng z kwadratem jest catkowalny z kwadratem.
Jest to przypadek szczegdlny tak zwanej nieréwnosci Minkowskiego. Dla f; mozemy wiec
skorzystac¢ z przeprowadzonego juz dowodu

(12) IAIP = o AP

Korzystajac z wtasnosci calki, podobnie jak w poprzednim dowodzie mozemy pokazac, ze
fi = fwL*R) gdy t — 0, a wiec ||f¢]] — ||f|| (norma jest funkcja ciagta). Wynika
to z ciagtodci przesunie¢ w L?(R), (w poprzednim twierdzeniu korzystaliémy z ciggloéci
przesunie¢ w przestrzeni funkcji catkowalnych). Z drugiej strony ||ft|| — Hf|| korzystajac z
twierdzenia o zbieznosci monotonicznej (|f;(€)| 1 |£(€)]). Przechodzac do granicy w (12) gdy
t — 0 otrzymujemy (9).

(b) Jezeli f € L?(R), to funkcje obcicte

@) el <
13 n =

13 fiw = {7 ST
tworza ciag funkcji catkowalnych, zbiezny do f w L2(R):

7= 5l = [ If(w)—fn(x)|2d$=/|> @) de 2= 0.

Kazda funkcja f € L?*(R) jest wiec granica, w normie L?(R), ciggu funkcji catkowalnych.
Transformate Fouriera okre§lamy wiec nastepujaco. Niech f € L*(R) oraz {f,} C L*(R)
bedzie ciggiem funkcji catkowalnych, zbieznym do f:

fon—f w L*R).

Ciag {fn} jest ciagiem Cauchy’ego, a wiec, zgodnie z (9), ciag {fn} tez jest Cauchy’ego w
L*(R), a wiec jest zbiezny do jakiego$ elementu F € L2(R). Ta granica jest, z definicji,
transformatg Fouriera f. Zauwazmy, ze ta definicja nie zalezy od wyboru ciagu {f,} funkcji
catkowalnych, zbieznego do f. Jezeli dwa rézne ciagi sa zbiezne do f, to ich réznice tworza
ciag zbiezny do zera:

fn—>f; gn_)f U)L2(R) = fn_gn_>0 WLQ(R)'

Zgodnie z (9) transformaty Fouriera réznic zbiegaja do 0, a wiec transformaty Fouriera tych
dwdch ciggéw maja tg sama granice. Zauwazmy, ze oznacza to tez, ze gdy wyjsciowa funkcja
f jest catkowalna, to nowa definicja pokrywa sie ze starag — jako ciag funkcji catkowalnych
zbiezny do f mozna wziaé cigg staty stale réwny f. W koricu zauwazmy, ze skoro cigg funk-
cji obcietych (13) sktada sie z funkcji catkowalnych i jest zbiezny do f, to (10) wynika z
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podanej powyzej definicji, zastosowanej do tego konkretnego ciagu. Korzystajac z ciggtosci
normy otrzymujemy (9) dla dowolnej funkcji f € L2(R). W konicu pozostat do udowodnienia,
fakt, ze transformata Fouriera jest ,na” L?(R), oraz wzér (11). Niech f bedzie dowolnym
elementem L2(R). Niech f, zbiega do f w L?*(R), i sktada sie 7 funkcji caltkowalnych, o cal-
kowalnych transformatach Fouriera. Taki cigg zawsze istnieje. Mozna pokazac, ze funkcje na
przyktad rézniczkowalne dwukrotnie, rowne 0 poza pewnym skoniczonym przedzialem tworza
podzbiér gesty L?(R), oraz maja wymagane wlasnoéci: sa catkowalne, oraz 1ch traanormaty

Fouriera sa catkowalne. Z definicji fn — f , oraz fn sa catkowalne, a wiec fn — f Wiemy z

poprzedniego twierdzenia, ze fn( ) =2nfu(—z) = 2nf(—x). A wiec f = F, gdzie

\h>>>

1
F=—
472

Z tych rachunkéw wynika (11) oraz to, ze transformata Fouriera jest ,na”. [J

Wtlasnoéci transformaty w L2(R). Przy zalozeniu, ze wszystkie wystepujace funkcje sa
w L?(R) mamy

glx) =flx—c) — §& =e "¢f(9),

glz) =e“"f(z) —  §(&) = f§—w),
g(x) = f(z/s) —  §(&) =sf(s€), s>0,

gl@)=f'(x) — §&) =i&f(9),

gla) = —izf(z) —  §(&) =19

Dowody zostawiamy jako éwiczenie. Pokazemy natomiast zastosowanie transformaty Fouriera
do rozwiazania tak zwanego rownania ciepta, lub réwnania dyfuzji.

Roéwnanie ciepla. Wyobrazmy sobie pret metalowy lezacy na pltaszczyznie wzdtuz osi O X.
Niech pret bedzie nieskonczenie dtugi, o pomijalnie matej Srednicy, oraz niech bedzie zrobiony
z materiatlu przewodzacego ciepto, na przyktad jakiego$ metalu. Niech temperatura preta w
punkcie z w czasie t bedzie oznaczona przez u(z,t). Mozna pokazaé, ze funkcja u spelnia
nastepujace rownanie ciepta

Pulz,t)  ,0%u(x,t)
(14) 52 = f T

Réwnanie to wynika z praw fizyki, i czasem nazywa sie réwnaniem dyfuzji. Niech rozktad
temperatury na precie bedzie znany w czasie ¢ = 0, czyli niech v spelnia warunek brzegowy

u(z,0) = f(z),

dla zadanej funkcji f. Mozemy zaltozy¢, ze f spelnia jakie§ warunki regularnoéci. Nam wystar-
czy f € L?(R). Klasyczny problem sprowadza sie do znalezienia funkcji u(z,t), spetniajacej
rownanie ciepta, i zadany warunek brzegowy. Bedziemy szukali funkcji u takiej, ze dla kaz-
degot > 0u(-,t) € L*(R), oraz 2¢(-,t) € L*(R). Okazuje sie, ze rozwigzanie mozna znalez¢
uzywajac transformaty Fouriera. Teoria transformaty Fouriera powstala wtasnie przy okazji
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badania zagadnienia ciepta. Dla ustalonego ¢ > 0 zastosujmy transformate Fouriera, wzgle-
dem zmiennej x, do obu stron réwnania (14). Tak powstaly transformate oznaczmy przez
F(&,t). Rézniczkujac wzgledem t pod znakiem catki z (14) otrzymujemy

(15) D eere.

Ustalmy teraz £ i spdjzmy na (15) jako na réwnanie rézniczkowe funkcji zmiennej ¢. Réwnanie
to tatwo rozwiazaé, rozwigzanie ma postac

F(&,t) = ce ¢,
dla dowolnej stalej ¢. Podstawiajac warunek poczatkowy (brzegowy), otrzymujemy

c=F(£,0) = f(),

a wiec
F&,0) = f©) e 8 cyli u(@,t) = f xwe(z),

gdzie w; jest znanym nam juz jadrem Gaussa-Weierstrassa (zwanym takze jadrem ciepta),
przeskalowanym zgodnie z (4). Mamy wiec ilustracje, jak wlasnoéci transformaty Fouriera
pozwalaja zastosowac ja do rozwigzywania rownan rézniczkowych. Dla inzynieréw to jest
gltéwne zastosowanie transformaty Fouriera, i stanowi ona jedno z najwazniejszych narzedzi
inzynierskich. Ponizej udowodnimy tak zwana zasade nieoznaczono$ci Heisenberga. Zasada
ta pokazuje pewien problem wystepujacy w zastosowaniach transformaty Fouriera. Méwiac
bardzo ogdlnie to jest wtasnie problem, ktérego chcemy uniknaé¢ zamieniajgc transformate
Fouriera na transformate falkowa. Zasada nieoznaczonos$ci Heisenberga moéwi, ze jezeli rozrzut
warto$ci funkcji wokdét jej wartoSci éredniej jest maty (funkcja jest skupiona wokot jakiego$
punktu, i szybko maleje w miare oddalania sie od niego), to rozrzut wartosci transformaty
musi by¢ duzy (transformata Fouriera takiej funkcji nie moze by¢ skupiona wokél pewnej
czestotliwodci). Intuicyjnie to jest latwe do uzasadnienia. W rzeczywistoéci jest to Sciste
twierdzenie.

Zasada nieoznaczono$ci Heisenberga. Niech f € L?(R) bedzie unormowana, czyli || f|| =
1, oraz taka, ze xf(x) € L*(R) oraz £f(£) € L*(R). Wtedy

| wlr@ra [ eifer i

—

b |

dowdd. Wykorzystamy nastepujacy wzor na caltkowanie przez czesci. Jezeli h' g, h g’ oraz h g
sa caltkowalne na R, to

/OO h(z)g(x)dxr = — /OO h(z) ¢'(z) dz.

— 00 —00
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Zauwazmy, ze skoro x?|f(z)|? oraz |f(x)|* sa calkowalne, wigc z|f(z)|? tez jest calkowalna.

Mozemy wiec skorzysta¢ z powyzszego wzoru na catkowanie przez czedci:

R

— 0

© d .
=—/Oo%|f<x>\2d:c

- ‘_/m (v /@) F@) + 2 f(2) (@) do

— o0

< 2/00 2] 1)) | (2)] d

<2 ([ RPlf@P ) - ([ 1rwee) -

2 ([ e e ”2(“ 2 7 )/
<= ([ uPiera) ([ emrord)

Przy okazji zauwazmy, ze réwno$¢ w powyzszym oszacowaniu moze zachodzié¢ tylko wtedy,
gdy zachodzi réwno$é w wykorzystanej nieréwnosci Schwarza, czyli funkcje = f(x) oraz f'(x)
muszg by¢ wspotiniowe: musi istnie¢ stata zespolona c taka, ze

Rozwiazujac to réwnanie rézniczkowe otrzymujemy, ze f musi by¢ wielokrotnoscig jadra
Gaussa-Weiserstrassa. [

Transformata Fouriera w L?(R"). Teoria w L?(R") jest analogiczna do teorii 1-wymiarowe;.
Jezeli f lub F' sa catkowalne, to

fo = [ f@e i<,
n 1 1€
Fa) = gy | Pl

gdzie x - £ oznacza zwykly iloczyn skalarny w R"™. Transformata jest wzajemnie jednoznacz-
nym przeksztatceniem L?(R™) na siebie, a réwnoé¢ Plancherela ma postaé

1
(2m)"

I£1* = IF117.

Wszystkie dowody sa takie same, jak w przypadku L2(R).

Transformata Fouriera w L?(T) (szeregi Fouriera). Niech fbedzie funkcja na R, okre-
sowa o okresie 27, catkowalng na [—m, 7]. Wspdtczynnikami Fouriera f nazywamy ciag

~ 1 T .
(16) fm)=o | f@)e " dn, n=0+1,42,. ..
& — T
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Przyporzadkowanie funkcji f ciggu wspélezynnikéw {f(n)} jest tez czasem nazywane trans-
formatg Fouriera. W przypadku funkecji okresowych, w odréznieniu od sytuacji w L?(R) kazda
funkcja w L?(T) jest calkowalna w okresie, co wynika z nieréwno$ci Schwarza. Dla kazdej
funkcji w L?(T) mozna wiec policzyé¢ wspétezynniki Fouriera ze wzory (16). Zauwazmy, 7e
funkcje

(17) [ e Z)

tworza baze ortonormalng w L?(T), wiec ciag wspétezynnikéw Fouriera stanowi cigg wspot-
czynnikéw bazowych. Twierdzenie Plancherela w przypadku funkcji okresowych jest wiec
prostsze niz w przypadku L*(R).

Twierdzenie Plancherela. Transformata Fouriera jest wzajemnie jednoznacznym prze-
ksztatceniem L2(T) na (2. Przeksztatcenie odwrotne dane jest przez tak zwany szereq Fo-
uriera

Fl =T, {fanhpl o i @)= ) ape™.

Szereq Fouriera jest zbiezny w L*(T). Zachodzq nastepujgce réwnosci

oo

IFIP =D IfmPP (f9)= > f(n)gn).

n=—oco n=—o

dowéd. Przypomnijmy, ze w L?(T)

) = 5 [ @) g a.

Biorgc pod uwage, ze uklad (17) stanowi baze ortonormalng przestrzeni L?(T), powyzsze
twierdzenie jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia o wlasno$ciach baz, ktére udowodni-
liSmy w rozdziale o przestrzeni Hilberta. [

Przyktad. Niech f € L?(T) bedzie dana przez

(18) ﬂm:{‘lz_”<”<0

1 0<x <.

Przypomnijmy, ze elementy w L?(T) mozna rozwazaé jako funkcje na calej prostej, okresowe
o okresie 27, albo jako funkcje na przedziale [—m, 7. (18) definiuje wiec element z L*(T).
W jezyku inzynieréw powyzsza funkcja (lub jej 27 okresowe rozszerzenie na R) nazywa
sie ,falg prostokatna”. Fala prostokatna jest typowym przyktadem sygnalu wystepujacym
na przyktad w kazdym urzadzeniu zawierajacym mikroprocesor. Policzymy wspdélczynniki
Fouriera f
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Niech n # 0.
Fn) = / fle)e i d
— 27T B —znm dr + _/ —inx dx
1 /" ,
- (e—znm o znm) dz
27
—94 [T
— sin(n x) dx
2r Jo
= Lcos(nx) '
o7n 0
/1: n
= —((=1)" -1
™n
B { ——  :n - nieparzyste
1o : n - parzyste
1 — 0.6 |
0 0 3 . e o o o o o o o o * q
- L
1 -0.6/ .
-4 -2 0 2 4 -10 -5 0 5 10

Fig. 3. Funkcja f i jej wspétczynniki Fouriera

Zgodnie 7 twierdzeniem Plancherela funkcja f rozwija sie wiec w nastepujacy szereg Fouriera.
Przypomnijmy, ze szereg Fouriera jest zbiezny do f w L?(T), a niekoniecznie w poszczegdl-
nych punktach xz. W tym konkretnym przypadku szereg Fouriera jest zbiezny w kazdym



17

punkcie z, ale w punktach 0, &7 jest zbiezny do 0, a nie do wartosci f(x).

P S

. 17TNn
. 2 L ne —ine
= nz_:l % (6 — € )
= Z — SInnx
T ™
_ 4 (in +sin3x+sin5x+ )
= - Sinx 3 5 .
1 4 R
0
S B B
-4 -2 0 2 4 -4 -2 0 2 4

Fig. 4. Przyblizenie funkcji f harmonicznymi do 3 i 19 wlacznie

Na wykresie przyblizenia f sumami cze$ciowymi szeregu Fouriera (tak zwanymi harmonicz-
nymi widaé¢ tak zwane zjawisko Gibbsa. W poblizu niecigglosci skokowej funkcji f (na przy-
ktad w poblizu 0) suma czesciowa szeregu Fouriera ma ,szpilki”. Szpilki majg zawsze okre-
Slong wysoko$é: suma skoniczona ,przestrzela” wysoko$é skoku funkeji f o okoto 9%. Dla co-
raz dalszych sum cze$ciowych szeregu Fouriera (coraz doktadniejszych przyblizen f) ,szpilki”
przysuwaja sie do niecigglosci, ale zawsze zachowuja swoja wysoko$¢. Mozna to udowodnié.
Jako zastosowanie obliczonych powyzej wspotczynnikéw Fouriera fali prostokatnej obliczymy
klasyczna sume. Dla fali prostokatnej (18) mamy

I191P =5 [ s =1,

—T
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Fig. 5. Zjawisko Gibbsa. Z prawej bardzo doktadne przyblizenie funkcji majacej
nieciagtos§¢ skokowa. Szpilki po obu stronach nieciaglosci zawsze wystepuja,
i zawsze maja okreslong wysokosc¢.

a z drugiej strony

ee} . o0 4 8 (e9] 1
Sofer= Y oo=s Y

n—=-—oo n=-—oo n=1
n nieparzyste n nieparzyste

Podstawiajac do réwnodci Plancherela otrzymujemy wiec

> 1 w2
Z -="
Nastepnie
2 oo o0 o0
T 1 1 1
T X wlw 2w
- n2 (2]4:)2_ n? 4 k2
n=1 k=1 n=1 k=1
3= 1
-3 4
n=1
1 w koncu
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W podobny sposéb, stosujac rownosé Plancherela dla odpowiedniej funkcji mozemy obliczy¢
sume

oo

1

(19) a

n=1
dla dowolnej liczby catkowitej parzystej a. Jezeli o nie jest liczba catkowity parzysta, to o
sumach (19) niewiele wiadomo. Mozna, na przyktad, udowodnié, ze dla o = 3 suma (19) jest
liczba niewymierna, ale dowdd jest skomplikowany. Twierdzenie Plancherela jest wiec bardzo

przydatne.

Definicja. Splotem dwéch funkcji f i g okresowych o okresie 27w nazywamy funkcje
1 s
(20) frglx)=o—[ flz—y)gly)dy,

27 J_ .

o ile catka istnieje dla kazdego x. Splotem dwéch ciagéw a = {a,}, 8 = {8,} nazywamy
ciag

(21) axfn)= Y nmbBn,

m=—o0

o ile powyzsza suma istnieje dla kazdego n € Z.

Jezeli f i g sa calkowalne na [—m, ], to splot f * g istnieje dla (prawie) kazdego z, jest
okresowy o okresie 27 i jest catkowalny po okresie. Okreslenie ,,prawie kazdy punkt” ma Sciste
znaczenie, ale nam wystarczy znaczenie intuicyjne: splot moze nie istnie¢ w jakims$ punkcie,
albo nawet w wielu punktach, ale tworzacych razem zbiér pomijalnie maty z punktu widzenia
catkowania. We wzorze (20) f i g traktujemy jako funkcje okresowe, o okresie 2. Mozemy
réwniez my$leé o nich jako o funkcjach okre§lonych na odcinku [—m, 7], wtedy dziatanie x —y
nalezy rozumie¢ modulo 27. Jezeli oba ciagi sa sumowalne z kwadratem, a, 8 € £2, to splot
istnieje, a jezeli sa absolutnie sumowalne, to splot istnieje i tez jest absolutnie sumowalny.
Sploty (20) i (21) sa przemienne: fxg=gx*x fiax*xf3=[x*a.

Wiasnoéci transformaty Fouriera na L?(T). Transformata w L?(T) ma wlasnosci ana-
logiczne do wlasnoci transformaty w L%(R). Przy odpowiednich zalozeniach mamy

(F *9)(n) = f(n) §(n),
(F-9)(n) = (f x §)(n),

gx) = flx—¢) — gn)=e""f(n),

glz) =™ f(z) —  g(n) = f(n—m),

g(@) = f'() — g(n) =inf(n).

Szereg Fouriera funkcji catkowalnej nie musi by¢ zbiezny do tej funkcji. Znany jest przyktad
funkcji catkowalnej ktérej szereg Fouriera nie jest zbiezny w zadnym punkcie. Jezeli funkcja
jest w L?(T), to jej szereg Fouriera jest do niej zbiezny w L?(T). Jednak nie musi by¢
zbiezny w kazdym punkcie. Mozna podac przyktad funkcji ciagtej, ktérej szereg Fouriera jest
rozbiezny w jakim§ punkcie. Sg tez dobre wiadomosci. Ponizsze twierdzenie ma charakter
lokalny, to znaczy zbiezno$é¢ szeregu Fouriera funkcji w punkcie zalezy tylko od zachowania
tej funkcji w otoczeniu tego punktu. Jest to o tyle ciekawe, ze sam szereg Fouriera nie ma
charakteru lokalnego. Kazdy wspélczynnik Fouriera zalezy od wszystkich wartosci funkcji,
zawiera catke po calym okresie T.
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Twierdzenie. (a) Jezeli f jest okresowa i catkowalna po okresie [—m, 7] to

lim f(n)=0.

n—too

(b) Jezeli istnieje pochodna f'(0) w jakims punkcie 6, to szereq Fouriera f jest zbiezny w tym
punkcie 6 do f(0)

FO) = S fmyein.

n——oc

dowad. (a) Skorzystamy, jak poprzednio, z ciaglosci przesunie¢ funkcji wzgledem calki. Naj-
pierw zauwazmy, ze jezeli funkcja jest okresowa o okresie 2w, to catka z tej funkcji po prze-
dziale [a,a + 2] nie zalezy od a.Nastepnie obliczamy

£ 1 " —inz
foy = o [ @y dn
™ —T
1 T47/n )
= — flx)e " dx
27 —nm47/n
1 4 T )
— n —in(z+m/n)
27 J_ f (T + n) € du

™
1 4 .
:——/ f(m-i—z) e '"drx,
2 ) _ n

a wiec
~ 1 ™ .
2im)| =5 | [ (Fe) =1 (e + ) e o
1 B m n—+oo
< e flx)—7f (x—l—E)‘ dr ———— 0.
(b) Wprowadzmy funkcje pomocnicza
_ f(=) - f(6)

( )_ etz _efiﬁ'

Zauwazmy, ze g jest okresowa o okresie 27, i catkowalna po okresie. Catkowalnos$¢ wynika
z tego, ze w pewnym otoczeniu 8 jest ograniczona (z istnienia pochodnej f'(#)), a poza
otoczeniem # mianownik jest ograniczony od dotu. Z (a) wynika, ze g(n) — 0 gdy n — £o0.
Zauwazmy jednak, ze skoro

—g(x) e’ = f(x) - f(6),

wiec dla wszystkich n

o~

gn+1) —g(n)e™"? = f(n),

gdzie f(x) = f(z) — f(#). Mnozac obie strony przez e’ ("1 otrzymujemy

g(n + 1) ei(n—H)H _g(n) ez’n& — ei@f-(n) einé.
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Sumujac obie strony po wszystkich n = —N,..., M, i zwijajac sume teleskopowa po lewej
stronie mamy

g(M+1)ei(M+1)9_g(_N) i(—N)o _ 19 Z f 7n9_

Korzystajac z (a) lewa strona — 0 gdy M, N — 00, wiec podobnie dzieje sie z prawa strong.
Zauwazmy, ze f(n) = f(n) dla n # 0, oraz f( ) = F(0) — £(8). Tak wiec

Z /]%(71 inf _ Z f zn@ f( )

Udowodniliémy wiec, ze szereg Fouriera f jest zbiezny w 6 i jego suma jest f(6). O

Transformata Fouriera w L?(T") (wielokrotne szeregi Fouriera). Teoria jest analo-
giczna do 1-wymiarowe;j:

1 ™ T )
_W/ f(x)e_Zk.wdxl'”dwna k:(k],,...,kn),ZE:(l'l,...,ZUn),

(f,9) =

I7P=" > Ifk)P
kl,...,kn:—OO
Nie ma istotnych réznic w dowodach powyzszych faktéw

Transformata Fouriera w ﬁg (dyskretna transformata Fouriera). W przestrzeni
p-elementowych wektoréw transformata Fouriera jest wzajemnie jednoznacznym przeksztal-

ceniem /7 na siebie. Dla = (2(0),...,z(p — 1)) € £2 mamy
p_l 27wl
Bl) =) a()e T, 1=0,...p—1,
=0
o . 1 pil i 2mgl 3
77(.7):_ T(])P Py ]:07 ap_]-
1=0
p—1 1 p—1 1
(w,y) =Y =(y() = = Y_#()I0) = = (&,9),
=0 Pz p

o 1.
2] = — |2
p
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Powyzsze wzory wynikaja z nastepujacej obserwacji

ez {p 1j=0

A= o
P 0 :7#0.

Splotem dwo6ch elementéw z,y € 6723 nazywamy element

p—1

(22) zry(k) =Y x(k—1)y().

=0

Jezeli o z i y mys$limy jako o wektorach p-elementowych to dziatanie k—I nalezy rozumie¢ jako
odejmowanie modulo p,i wtedy k przebiega zakres 0,...,p— 1 a wiec splot tez jest wektorem
p-elementowym. Jezeli natomiast o elementach z i y mys$limy jako o ciagach p-okresowych, to
dzialanie k—1 w (22) jest zwyklym odejmowaniem, i splot xxy tez jest ciggiem p-okresowym.
Jak sie tatwo domyéle¢, zachodzi nastepujacy wzor

FEy(k) = #(k) (k).

Szybka transformata Fouriera. Dyskretna transformata Fouriera wystepuje czesto w
zastosowaniach. Jezeli chcemy policzy¢ numerycznie transformate Fouriera funkcji, to w rze-
czywistosci sprowadza sie to do policzenia dyskretnej transformaty Fouriera pewnej iloSci
prébek danej funkcji. Obliczenie dyskretnej transformaty Fouriera p-elementowego wektora
z = (2(0),...,z(p — 1) sprowadza sie do pomnozenia go przez macierz: & = A, z, gdzie A4,
jest p X p macierza

1 1 1

1 e i2m/p ... e i2m(p—1)/p
A= : . : ’

1 e—i2nlp-O/p ... e—i2n(p—1)(p—1)/p

o wspétezynnikach {e_w”(k_])(l_])/p}],zylzl. Postepujac naiwnie, do obliczenia transformaty
Fouriera dtugoéci p bedziemy wiec musieli wykonaé¢ p?> mnozen zmiennoprzecinkowych. Ist-
nieje szybszy algorytm obliczania transformaty, wykorzystujacy wystepujace w macierzy A,
symetrie. Jest to tak zwana szybka transformata Fouriera (FFT), ktéra redukuje liczbe mno-
zen do plogp. Korzyé¢é jest wielka: jezeli p = 10%, to szybka transformata Fouriera jest 50
tysiecy razy szybsza od algorytmu naiwnego. Jezeli nasz komputer, uzywajac algorytmu FFT
policzy transformate w godzine, to uzywajac algorytmu naiwnego potrzebowalby na to ponad
6 lat. Algorytm FFT odkryto w latach 60 ubiegtego wieku. Sam algorytm jest bardzo prosty, i
wkroétce okazalo sie, ze byl stosowany juz od dawna. Obliczenia z wykorzystaniem algorytmu
FFT znaleziono w pracach Gaussa z korica XVIII wieku. Wniosek ptynie z tego nastepujacy:
matematycy czesciej mogliby interesowacé sie zastosowaniami, a inzynierowie czesciej mogliby
zagladac¢ do prac teoretykéw. I jedni i drudzy moga znalez¢ jakas niespodzianke.

Algorytm FFT jest bardzo prosty. Zamiast od razu formulowa¢ odpowiednie twierdze-
nie przeprowadzmy proste rachunki, ktére wszystko wyjasnia. Niech dlugos¢ sygnatu x =
(2(0),z(1),...,2(p—1)) bedzie potega 2: p = 29, gdzieq = 1,2,...,wtedy dlal = 0,1,2,...,p—
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1
p—1
27 kl
z(l) = x(k)e v
k=0
p—1 p—1
2mi ki 27 kl
= z(k)e 7+ Y az(k)e v
k=0 k=0
n-parzyste n-nieparzyste
p/2-1 p/2—1
2w (2k)1 _ 27i (2k41)1
= Z 3;(2]{;)@ P + Z $(2k+1)6 P
k=0 k=0
p/

(]

. - .
:L,/(k) 67 27rpz/kl + 67 27;11 Z .,L,”(k) 6727;1/}“
k=0

gdzie p' = p/2, o' (k) = x(2k), 2" (k) = x(2k+1), k=0,...,p' — 1. Zauwazmy, 7e @' i 2" sy
okresowe o okresie p', wiec wystarczy je obliczyé¢ dlal = 0,...,p’ —1. Obliczenie transformaty
Fouriera sygnatu o dtugosci p sprowadza sie wiec do:

(1) rozdzielenia parzystych i nieparzystych sktadowych z,
(2) obliczenia transformaty Fouriera osobno dla sktadowych parzystych i nieparzystych,
kazda rzedu p' = p/2,
(3) utworzenia kombinacji liniowej:
) =2 (1) +e T (),

2wl —~

Bl+p)=a'(l)—e > 27(])

dlal=0,...,p.
W ten sposéb udowodnilismy nastepujace twierdzenie, bedace podstawa algorytmu FFT:

Twierdzenie (Lanczos, Danielson). Macierz

1 e—i2m/p e—t2m(p—1)/p
A, =
1 e—i2nlp-1/p ... e—i2r(p—1)(p-1)/p

mozna roztozyé na czynniki

Ap = Ep Ap/2 Pp,

gdzie macierz P, jest postaci

1 0 0 0 0

0 01 0 0
P, =

01 0 0 0
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Macierz P, ma doktadnie jedng jedynke w kazdym wierszu, a jej dziatanie na wektorze spro-
wadza sie do przestawienia skladowych: w pierwszej potowce umieszczone zostajg sktadowe o
numerach parzystych, a w drugiej sktadowe o numerach nieparzystych: (z(0),z(2),...,z(p—
2),x(1),z(3),...,z(p—1)). Macierz Ap/g ma dwie niezerowe, identyczne klatki

~ A 0
Ay = 702 ) :
P/ ( 0 Ap/Q

Dziatanie macierzy Ap/g sprowadza sie do obliczenia transformaty Fouriera rzedu p/2 osobno
dla pierwszych i osobno dla oststnich p/2 wspotczynnikow sygnatu. W koticu macierz E, ma

postaé czterech klatek
I D
fe () 2)

gdzie I sq macierzami identyczno$ciowymi rzedu p/2, a D jest macierzq diagonalng rzedu

p/2 ze wspotczynnikami
_ 2730  _ 2mil _2mi(p/2—1)
e r e P ,...,e P

na przekgtnej. [J
Zauwazmy, ze 7z powyzszego, prostego twierdzenia wynika nastepujacy wniosek:

Whniosek. Transformate Fouriera rzedu p (potega 2) mozna obliczyé przy pomocy nie wiecej
niz plog, p mnozen.

Dowdd. Dowdd jest indukeyjny wzgledem potegi 2. Transformata rzedu 2! to
z(k) =2(0) £ z(1), k=01,

a wiec wystepuje tylko 1 mnozenie, przez —1. Krok indukcyjny uzywa twierdzenia. Do poli-
czenia transformaty rzedu p potrzeba 2 razy tyle mnozen co do policzenia transformaty rzedu
p/2 (macierz Ap/z) i dodatkowo p mnozen (macierz E,). Macierz P, nie wymaga mnozen.
Korzystajac z zalozenia indukcyjnego otrzymujemy

2 (p/2logy(p/2)) + p = p(logy(p/2) + 1) = plogy p. [

Uwaga: OszacowaliSmy tylko ilo§¢ koniecznych mnozen, gdyz to mnozenia gtéwnie zajmuja
czas procesora. Podobnie jak ilo$¢ koniecznych mnozen mozna oszacowac ilos¢ wszystkich
koniecznych operacji arytmetycznych.

Nastepujace twierdzenie daje nam algorytm FFT:

Twierdzenie. Niech p =2?. Macierz A, rozktada sie na iloczyn
(23) Ap:EpEp/Q"'E2p4p8“'ﬁ)p/2 3]

gNdzz'e E5; oraz Py; majg to samo znaczenie co w twierdzeniu Danielsona-Lanczosa, Egj oraz
Py; to macierze p x p z p/2? klatkami Es; i Pai odpowiednio na przekgtnej.

Dowdd. Wystarczy zauwazy¢, ze twierdzenie Danielsona-Lanczosa mozna iterowac:

(24) A, =E,A, 5Py = EyE, A, P, sPy = =EpE, )5+ Es A1 Py -+ P, 1y P
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Macierze A i P, a wiec takze A1 i Py s3 macierzami identyczno$ciowymi, wiec z (24) wynika
(23). O

Uwagi: (i) Kazda z macierzy P, jest macierza permutacji, wiec ich iloczyn tez jest
macierza permutacji. Wynika z tego, ze przeksztalcenie

U:p4p8"'pp/2pp

sprowadza sie do pewnego przestawienia wspotczynnikéw wektora x. To przestawienie jest
szczegblnie proste do zaimplementowania w praktyce. Jezeli oznaczymy = = (x(0),...,z(p —
!

1)) oraz Uz = z' = (2'(0),...,2'(p — 1)), to 2'(k) = x(l), gdzie k i | maja wzajemnie
symetryczne rozwiniecia w ukladzie dwdjkowym

(k)Q = €4—1"""€p, (Z)Q =€p €41, €; :071

Jest to tak zwane przeksztatcenie odwrdcenia bitéw.

(ii) Przedstawiony powyzej algorytm FFT jest tylko jednym z mozliwych. Niektére programy
komputerowe stosuja inny algorytm. Zauwazmy, ze macierz dyskretnej transformaty Fouriera
A, jest symetryczna. Twierdzenie Danielsona-Lanczosa mozna wiec zapisaé jako

_ At _ pt} t
(25) Ay =A,=P,A,nE,,
gdzie ! oznacza transpozycje, i gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze A, i Ap/g sg symetryczne, a

wiec niezmiennicze ze wzgledu na transpozycje. Powyzszy wzér mozna udowodnié¢ bezpo-
$rednio, grupujac elementy sumy inaczej, niz robiliSmy to wczesniej. Niech p’ = p/2.

i
X

(1) =

=
—
By
~
®
Nt\J
. ‘ﬂ
z

o
vl
Yoo
—

p—1
e(k)e 5+ N alk)e T
k=p/2

]

.E\
|
-

 ork .27 (k+p' )l
($<k>e”p“ +ak+p)e )

SR
Pl
~ O

;27 ki

(z(k) +e ‘™a(k+p))e " F

I
i\

3
I
-

27 ki

(z(k) + (=D)'z(k +p)) e 7

i
o

Jezelil =2n,n =0,...,p" — 1 jest parzysta, to

1) =) (k) +aEk+p)e 7,

k=0
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a jezeli [ = 2n 4 1 jest nieparzysta, to

B0 = 3 (k) — k4 p)) e e

k=0

Innymi stowy, parzyste wspdtezynniki  to transformata rzedu p’ wektora z' o wspétezynni-
kach
o' (k) = o(k) + 2(k + p'),

a nieparzyste to transformata wektora x"

;27 k

2'(k) = (x(k) —x(k+p))e " r .

Latwo sprawdzi¢, ze powyzsze obliczenia daja nam doktadnie (25). Zauwazmy tez, ze macierz
U 7 poprzedniej uwagi jest symetryczna, wiec stosujac ten algorytm réwniez dochodzimy do
przeksztalcenia odwrédcenia bitow, z tym, ze w poprzednim algorytmie byt to pierwszy krok
szybkiej transformaty, a w omawianym teraz wariancie jest to ostatni krok.

(iii) Omawialiémy przypadek, gdy sygnal mial dtugosé bedaca potega 2. W praktyce to jest
przypadek najwazniejszy. Sygnaly o innych dtugosciach sg przedtuzane do najblizszej potegi
2, na przyktad dodaje sie odpowiednig ilo§¢ zer. Szybki algorytm mozna jednak skonstruowac
niezaleznie dla sygnaléw o innych dtugosciach.

Transformaty trygonometryczne. Naturalnym jezykiem transformat Fouriera w ich wszyst-
kich wcieleniach, w tym takze dyskretnej transformaty Fouriera jest jezyk liczb zespolo-
nych. W zastosowaniach jest to niepraktyczne. Sygnaly rzeczywiste maja transformaty o
wartosciach zespolonych. Takie sygnaly o wartosciach zespolonych wymagaja innych struk-
tur do przechowywania i manipulacji. Nie jest to wielkim problemem, ale w praktyce wy-
godniejsze jest postugiwanie sie transformatami, ktére sygnaty rzeczywiste przeksztalcaja
na rzeczywiste. Sa to tak zwane transformaty trygonometryczne. Transformaty takie po-
wstaja przez proste przeksztalcenie transformaty Fouriera i w zwigzku z tym mozna stoso-
waé do nich szybkie algorytmy. Podstawowa obserwacja jest fakt, ze jezeli sygnal rzeczywisty

x = (2(0),...,z(p — 1)) jest parzysty, czyli

x(p — k) = x(k),
to jego transformata Fouriera tez jest rzeczywista, a jezeli jest nieparzysty, czyli
z(p — k) = —z(k), z(0)=0,

to transformata jest czysto urojona. Istniejace sygnaly mozna wiec odpowiednio przedtuzyé
i zastosowa¢ do nich transformate Fouriera odpowiedni wysokiego rzedu. W praktyce spo-
tyka sie kilka odmian transformat sinusowych i cosinusowych, ktére otrzymuje sie wtasnie
wedtug powyzszego schematu. Na przyktad, wyprowadzimy wzér na jedng z transformat co-
sinusowych. Niech dany bedzie sygnal o dtugosci p, x = ((0),...,z(p — 1)). Niech & bedzie
przedtuzeniem z o dlugosci 2p, zdefiniowanym nastepujaco:

{m(k) k=0,...,p—1

S (k) —
#(k) x2p—k—-1) k=p,...,2p— 1.
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Zauwazmy, ze sygnal & ma pewna symetrie — jest ,parzysty” wokdt punktu p — 1/2:
p-1/2)+1) =2((p—1/2) = 1),

gdzie [ jest liczba potéwkowa, 21 = 1,3,...,2p — 1. Obliczmy transformate Fouriera dtugosci
2p sygnatu rozszerzonego Z.

2p—1
. 21 ki
z(l) = Z(k)e ' =
k=0
p—1 2p—1
2r ki - 27 ki
= F(k)e " 4+ Y (ke @
k=0 k=p
p—1 2p—1
- okl s w kel
= x(k)e_ZT—l—Zx(Zp—k—l)e_’T.
k=0 k=p
Przenumerujmy sktadniki drugiej sumy, niech nowy indeks &' = 2p — k — 1. Nowy indeks

(niech tez nazywa sie k) biegnie 0d 0 do p — 1. Otrzymujemy

3
[
-

P

Il

).2
~~
o=
S—

N

®

°|
+
®

—j =kl —iM)

=
Fl
- o

s 7kl » okl !

z(k) (6_17 +e % € WT)

[l
11
Ny

- _om(kt1/2)1 o (kt+1/2)1
xz(k)e' 2» (e TTr et )

: kz:;)x(k:) cos <—”(’“ ki 1/2)1) .

p

o~
I
=

m|=l

el

Zauwazmy, ze transformata Fouriera Z zalezy tylko od wspoétezynnikow ,,cosinusowych”

o) = S (k) cos (M) .

Mamy wiec
Zrébmy jeszcze nastepujace obserwacje
2(0) = 2- £.(0),

F(p) =e'3 > a(k)cos(r(k +1/2)) =0,
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gdyz cos(m(k + 1/2)) = 0 dla kazdej liczby caltkowitej k. W koricu zauwazmy, ze
F(2p —1) = 2().

Rekonstruujac Z, korzystajac z odwrotnej transformaty Fouriera, otrzymujemy

2p—1

Bk)= o~ > E()e'

o~

8:(0) + 55 3 (F0e! F +E2p - e

1. 2 — . m(k +1/2)l
= —Z.(0) 4+ - Zazc(l) cos (%) :
Gdy £k =0,...,p—1 to #(k) = z(k), wiec otrzymalidmy wzor na odwrotna transformate
cosinusowa. Podsumowujac: transformata cosinusowa i odwrotna transformata cosinusowa
dane sa wzorami

iADszﬂ@a%(ﬂﬁiieﬂ),lzownm—l,

k=0 p

p—1

w(k + 1/2)1

1

a:(l)cos( ), k=0,...,p—1.

=1

Transformata cosinusowa zwigzana jest z dyskretng transformata Fouriera wzorem
Cp = RpAspQp,

gdzie C), jest macierza odpowiadajaca transformacie cosinusowej, natomiast R, i (), sa pew-
nymi macierzami prostokatnymi, zawierajacymi w wiekszosci zera. Dokladne wzory na R, i
(p mozna otrzymac analizujac przeprowadzone powyzej rachunki.

Przypomnijmy, ze powyzsze wzory stanowia tylko jeden z mozliwych wariantéw transfor-
mat trygonometrycznych.

Inne transformaty.

¢) Lokalne transformaty Fouriera i trygonometryczne
¢) Transformata Laplace’a
) Transformata Mellina

) Transformata Zaka

)

Transformata Radona
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Dodatek
KILKA KLASYCZNYCH TRANSFORMAT FOURIERA

Jadro Gaussa-Weierstrassa. Niech

W biezacym rozdziale obliczyliSmy transformate Fouriera w korzystajac z triku uzywajacego
réwnan rozniczkowych. Obecnie policzymy ta transformate uzywajac innego triku, teorii
funkcji analitycznych. Myéle, ze znajomo$¢ réznych trikdw jest przydatna, jezeli, na przyktad,
musimy policzy¢ jakas nowg catke. Bedziemy korzystac¢ z twierdzenia Cauchy’ego. Jezeli F
jest funkcja zmiennej zespolonej, analityczng w jakim$ obszarze (bez dziur), to catka z F' po
konturze zamknietym (czyli po krzywej kawatkami gladkiej i nie przecinajacej sie) lezacym
w obszarze analitycznosci jest 0.
Wiemy, ze

>

r = 1.

=)

Poniewaz jadro Gaussa-Weierstrassa jest parzyste, wiec jego transformata tez jest parzysta.
Wystarczy wiec policzyé w(€) dla € > 0. Niech wiec £ > 0. Ustalmy R > 0, i zdefinujmy
nastepujacy kontur v na plaszczyxnie.Kontur bedzie sie sktadatl 7z 4 kawatkéw

®) 71 : [~
[0,5]—)0 ’yz()—R—l-it,
=
3

) 7
) 7
)

R,R| = C; y3(t) = -t +i¢&,
0,€] = C; n(t) = —R+i(§—1).

Fig. A. Kontur v
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Rozwazmy w (&)

Niech nasza funkcja analityczng bedzie F(z) = e /2 F jest analityczna na calej plasz-
czyxnie, bez punktéw osobliwych. Catka po dowolnym konturze zamknietym wynosi wiec 0.
Policzymy catka po naszym konturze +.

R .2
/ F(z)dz:/ e 7 dt,
1 -k

R 4 )2 R t4i£)2
/ F(z)dz:/ e Y (—l)dt:—/ e .
J s J—R J—R

Gdy R — oo pierwsza catka, jak wiemy, dazy do v/2m, a druga, zgodnie z obliczeniami
powyzej, do —\/2%652/2@(5). Pozostale dwie calki tylko oszacujemy, i pokazemy, ze obie

daza do 0, gdy R — oo.
3 -
/ F(z)dz / e T i dt
Y2 0

§ R2_42
</ e 2z dt
0
3
RT?/ eédt
0

2 2
RTfe%.

=€
<e

Podobnie dla v4

3

_ &2 (e-1)°
—e 2 e 2 dt
Jo
2 2

<e 7 e

Dla ustalonego ¢ widzimy, ze obie catki daza do 0 gdy R — oo. A wiec,

0= lim | F(z)dz= lim F(z)dz +---+ lim F(z)dz:\/27r—\/27re% w(§).
R—o0 5 R—o0 - R—oc va

Otrzymujemy wiec to, co chcieliémy
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Jadro Poissona. W przypadku 1-wymiarowym jadro Poissona dane jest wzorem

Transformate Fouriera f obliczymy jak zwykle, caltkujac po odpowiednim konturze. Tej me-
tody nie da sie zastosowat¢ w przypadku wielowymiarowym. W zwigzku z tym przypadek
wielowymiarowy rozpatrzymy osobno. W przypadku jadra Gaussa-Weierstrassa przypadek
wielowymiarowy sprowadzal sie do jednowymiarowego. W przypadku jadra Poissona jest
inaczej. Oba jadra sa wazne w zastosowaniach. Jadro Gaussa-Weierstrassa wiaze sie, na
przyktad, z rozktadem temperatur (widzieliémy to w akapicie o réwnaniu ciepta), a jadro
Poissona z tak zwanymi funkcjami harmonicznymi, ktére sa stacjonarnymi (niezmiennymi w
czasie) rozktadami temperatur.
Funkcja f jest catkowalna, i bedziemy chcieli policzy¢ jej transformate Fouriera

fo=1"

oo 1422

f jest parzysta, wiec f tez jest parzysta. Wystarczy wiec obliczyé¢ f(0) i f(£) dla £ < 0.
Wartos§¢ w zerze jest prosta:

p 1 [ 1 1
f(0) = —/ dr = = arctan(z)|” = —7 = 1.
T

T ) oo 1+ 22 0 -
W celu policzenia transformaty dla £ < 0 nasza funkcja analityczng bedzie

1 e~ %8
F = — .
(2) w1422

Funkcja F' jest analityczna na calej ptaszczyznie poza zeram mianownika, czyli punktami +3.
Nasz kontur catkowania bedzie otaczal jeden z tych punktéw, wiec skorzystamy z twierdzenia
o residuach: catka po konturze zamknietym jest rowna sumie residuéw w otoczonych przez
kontur biegunach, razy 27 ¢. W swoich punktach osobliwych F' ma bieguny jednokrotne, wiec
residua sa tatwe do policzenia

Res.—1;F(z) = lim (z Fi)F(2).

z—=ti

Zdefiniujemy teraz kontur v, ktory, jak zwykle, bedzie sie sktadat z 4 czesci.

w(t) =t dlate[-R,R],

vo(t) = R+itdlat e [0,R)],

v3(t) = —t+iR dlat € [-R,R],
w(t)=-R+(R—t)idlatel0,R]

Dla kazdego R > 1 kontur 7 otacza i i nie otacza —i, a wiec, zgodnie z twierdzeniem o
residuach
. 2 — 3 efz'zﬁ o efz'zﬁ
/F(z)dz:27rzlim ) — =21 lim ——— = ¢".
gl

z=im(z +14)(z — 1) z—i (2 + 1)



32

Fig. B. Kontur v

Pokazemy teraz, ze catki z F' po v; daza do zera gdy R — oo, dla i = 2,3, 4.
e

. p i R e~ H(R+it)¢ p
=/ ——dt
/72 (2) dz 7r/0 1+ (R+it)?

1 [F eté p
< - —__dt

7T/0 1+ (R+it)?|

1 (R 1
:—/ € _dt
) T+ R —£+2iRM

<1/R o
Sy 1+4R2—12

Podobnie Y4t

R ,—i(-R+(R-1)i)E
Tl Jo 1+ (—R+(R—1)i)?
R o—i (— R+t i)E

dt

[m F(z)dz
dt

|7 Jo 14+ R2—12-2tRi

<1/R et dt
Sy N+ (R+0t)?

<1/R o
Sy 14R2—12
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Obie catki maja wiec wspdlne oszacowanie. Oszacujmy dalej

1R et 1 (R et 1% et
Sl L P — - _dt+- | ——
wJo 1+ R?—-1t2 o 14+ R?>—1? T Jrp 1+ R?— 12

R/2 R
< l/ dt +leRﬁ/2/ dt
) R*—12 7 R/2

1/2
J11 dt_ LR gep
v R 0 1 — t2 s 2
2 1 Refi€/?
X 5 + -
37 R 27
Skoro € < 0 to oba sktadniki dgza do zera gdy R — oc.
s

1 (R i(—t+iR)E
-1 / ot
™ _Rl+(—t+ZR)2

[yg F(z)dz

1 R hé
< = - dt
= 7r/3|1+t2—R2—2tRi|

_ 2ef /B dt
o1 Jo |14+t2—R?—2tRi]

_ 2ef /R/Q d o 2ef /R dt
T Jo R2-12-1 T Jro 2tR’

2ef¢ R/2 2" R/2  Roeo,
m 3/4R?>—1 © R? -

(dla R > 2/+/3). Dalej

Podsumowujac, pokazalismy, ze

§_ i Pyde— tm L[ g
€ _Rgnoo - (Z) z_Rgnoo;/;R1+t2 t_f(f)

Biorgc pod uwage, ze rachunki przeprowadziliSmy przy zaltozeniu ¢ < 0, oraz ze f jest
parzysta, otrzymalismy w koncu

A

f(g) =e el
Jadro Poissona n > 1.

Jadro Hilberta. Udowodnimy kilka faktéw o funkcji

sin(z) .

f(@) =

Jest to funkcja catkowalna z kwadratem (bo |f(z)| < min{1,1/2?}), niecatkowalna, ale catko-
walna w sensie niewtasciwym. Wszystko to mozna wywnioskowa¢ z twierdzenia Plancherela,
oraz wlasno$ci transformaty Fouriera. Wiemy, ze f(x) jest transformata Fouriera funkcji

< 1

f(r) = 9 X—1,1}(5L‘)-

X
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Byta to pierwsza policzona w tym rozdziale transformata. Gdyby f byla calkowalna, to f,
a wiec i f musiataby by¢ ciagla, a nie jest. f nie moze wiec by¢ catkowalna. Fakt, ze jest
catkowalna w sensie niewtasciwym wynika z twierdzenia Plancherela, i wzoru na odwrécenie
transformaty w L2(R)

fa) = 5~ lim / £€) ' de,

27‘(‘ M—o0

a wiec

M 1 27« T

% : — _

) Jdim [ fa)da =5 i [ f dr =2 f(0) = 7.

Naszym pierwszym celem bedzie bezposrednie pokazanie powyzszych faktéw, bez uzywania
tego wszystkiego, co o transformacie Fouriera wiemy. Tak jak wspominalem wczeéniej, zna-
jomos¢ réznych trikéw przyda sie, kiedy bedziemy chcieli policzy¢ jakas nietypowa catke. Do
obliczenia calki niewtasciwej (*) uzyjemy calek z funkcji analitycznych. (*) przyda sie nam
za moment do policzenia transformaty Fouriera jadra Poissona. Najpierw uzasadnimy, ze f
nie jest catkowalna. Niech M € N bedzie dowolng liczba naturalng.

o0 : Mn :
[ [sin(a)] [ jsin(a)|
0 x ™ T

Nl (k+])”|sin(a§)|
P Z/ — dz
M—1

WV
™

Poniewaz M jest dowolne, a szereg harmoniczny jest rozbiezny, wiec f nie jest catkowalna.
Rozwazmy nastepujaca funkcje zmiennej zespolonej

Jest to funkcja analityczna na calej ptaszczyznie, z wyjatkiem 0. Okreslimy sobie teraz kontur
~ na plaszczyznie, nie przechodzacy przez zero i nie otaczajacy zera. Ustalmy ei R, 0 < € < R.
Kontur v sktada sie z 4 kawatkéw o nastepujacych parametryzacjach:

T (t) = t dla t € [¢, R],

y2(t) = Rett dla t € [0,7/2],

v3(t) = ( —t)idlate[0,R— €],
W(t) =iettdlat e [0,7/2].
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eps
AN

O eps R

Fig. C. Kontur ~

Wiemy, ze catka z funkcji F' po konturze v wynosi 0. W szczegdlnosci jej cze$é urojona
tez wynosi 0. Policzymy osobno czesci urojone kazdej z catek

/ F(z)dz, i=1,2,3,4.
Vi

Ich suma musi wynies¢ 0.
Tt

gdyz catka jest czysto rzeczywista.



D2 ¢
w/2 ei Re't )
%/ F(z)dz=S iR — et dt
V2 0 Re!
w/2
-3 i / et R(cos(t)+1i sin(t) dt
0
w/2 )
=3 i / e~ 50 (cos(R cos(t)) + i sin(R cos(t))) dt
0
w/2 )
:/ e 5 cos(R cos(t)) dt.
0
Y4

it

w/2 e’L’i€67 ]
%/ F(z)dz =9 6/ —— 7' dt
~a 0 ree?

w/2
-3 - Z/ e—e(cos(t)—i sin(t)) dt
0

w/2
=-R / e <) (cos(esin(t)) + i sin(esin(¢))) dt
0

w/2
=— / et cog(esin(t)) dt.
0

W przypadku v, i 74 catek przypuszczalnie nie da sie policzy¢ doktadnie, ale nam wystarcza
granice, ktére da sie policzy¢. Podsumowujac, otrzymaliSmy nastepujacy wzor:

R w/2 w/2

t .

(**) / s1nt( ) dt = / e €<(t) cos(esin(t)) dt —/ e s cos(Rcos(t)) dt.
€ 0 0

Zauwazmy, ze gdy € — 0T to w pierwszej calce z prawej strony funkcja podcatkowa dazy
do 1, i jest ograniczona przez 1, a wiec korzystajac z twierdzenia o zbieznoS$ci ograniczonej

mam
Y w/2 w/2
lim e~ cos(esin(t)) dt = / dt = —
0

e—07t 0

(w rzeczywistosci zbiezno$é¢ pod catka jest nawet jednostajna). W drugiej calce zauwazmy,

ze
. : ¢ 2t
e~ fsin(®) cos(Rcos(t))‘ Le Bl o 30 gdyz — <sin(t), dlat € |0, g]
0
A wiec,

w/2 ]
/ e Fsin() cos(R cos(t)) dt
0

)

7T/2 2Rt
< / e~ dt
0

w/2
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Widzimy wiec, ze gdy R — oo catka dazy do zera. Podstawiajac obie te granice do (*¥)
otrzymujemy
R -
t
im [ S0

R— oo t
e—0t €

™
dt = —.
2



