Wyktad 1.

Przestrzen Hilberta

Sygnaly. Funkcje (w jezyku inzynieréw - sygnaly) ktére bedziemy rozwazali na tym wykladzie beda
kilku typow

Sygnaly ciggle (analogowe). o) L?(R) to funkcje na prostej spetniajace warunek

/Oo |f(2)|? dz < +oo,

— 00

(czyli funkcje catkowalne z kwadratem). Z punktu widzenia zastosowan to bardzo interesujaca przestrzen
sygnaléw. Jezeli f(z) oznacza, na przyklad, napiecie jakiego$ przebiegu elektrycznego, to warunek cal-
kowalnos$ci z kwadratem oznacza, ze reprezentowany przez to napiecie sygnal ma skonczong catkowita
energie - bardzo rozsadne zalozenie.
o) L%([—m,m]), przestrzen funkcji okresowych o okresie 27 (czyli f(x + 27) = f(x)), calkowalnych z
kwadratem w okresie .
/ |f(z)|? dz < +oo0.

—T
Podobnie jak poprzednio ten warunek oznacza, ze warto$¢ energii sygnalu w okresie jest skonczona.
Dtugo$é okresu nie jest szczegdlnie wazna, gdyz poprzez proste przeskalowanie mozna nasze rozwazania
przenie$¢ na sygnaly o innych okresach. Okres 27 wybrany jest dla wygody (to jest okres funkcji trygo-
nometrycznych, ktérych bedziemy uzywali). Przestrzen te bedziemy tez oznaczali przez L?(T), gdzie T
oznacza okrag jednostkowy, czyli odcinek [—7, 7] z utozsamionymi koficami.
o) Ogélniej, L?(R™) to funkcje n zmiennych rzeczywistych, catkowalnych z kwadratem. Szczegélnie in-
teresujacy jest przypadek n = 2, sygnaly takie reprezentuja obrazy.
o) Ogélniej L?(T™), funkcje n zmiennych, wzgledem kazdej zmiennej okresowe o okresie 27:

flay, oo i+ 21,0 xn) = f(@1, o0, Tiy e oo, X))y i=1,...,n,

i catkowalne z kwadratem po swoim okresie:

/ / |f(3317~--,1‘n)|2d$1"~d$n<+oo.

Réwniez tutaj najbardziej interesujacy (oprécz n = 1) jest przypadek n = 2.

Sygnaly dyskretne (cyfrowe). o) L?(Z) to przestrzen ciagéw podwéjnie nieskoniczonych {fi}, sumo-

walnych z kwadratem
o0

Z |f1g|2 < +00.

k=—oc0

Przestrzen tg czesto bedziemy tez oznaczaé £2.
o) L3(Z,), p = 2,3,... to przestrzen ciagéw podwoéjnie nieskoficzonych {fi} okresowych o okresie p,
czyli fr4p = fr V k € Z. Takie ciagi sa, rzecz jasna, automatycznie sumowalne z kwadratem po okresie:

p—1
> 1l < Foo.

k=0

Ta przestrzen bedziemy tez czasem oznaczaé 612).
o) Ogélniej, L*(Z") i L*(Z}) to przestrzenie ciagéw n - wymiarowych okresowych (L*(Z7)) lub nie
1
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(L?(Z")), sumowalnych z kwadratem, w przypadku L2(Z;‘) tylko po okresie. Jak poprzednio, najwaz-
niejsze przypadki to n = 2.

Uwagi. a) Sygnaly wystepujace w rzeczywistodci (w naturze) sa najczesciej ciagle. Sygnaly dyskretne
pojawiaja sie jako wynik probkowania sygnaléw wystepujacych w rzeczywistosci, i to one pojawiaja sie
w algorytmach numerycznych. Poznamy fundamentalne (ale bardzo proste) twierdzenie méwiace kiedy
sygnal ciagly mozna calkowicie odtworzy¢ z ciagu préobek (méwiac w skrécie, sygnal musi mieé skoticzone
widmo czestotliwosciowe, a prébkowanie musi by¢ wystarczajaco czeste). W przypadku kiedy sygnatu nie
da si¢ zrekonstruowaé z prébek (na przyklad z jakich§ powodéw probkowanie jest zbyt rzadkie) dowiemy
sie jak przygotowaé sygnal do prébkowania, aby uzyskaé najlepszy efekt rekonstrukeji (bedzie to tak
zwany filtr antyaliasingowy).

b) Zauwazmy, ze wszystkie rozwazane przestrzenie sygnaléw maja pewne wspolne cechy, wazne z punktu
widzenia teorii. Tworza je funkcje (o wartos$ciach zespolonych) na jakim$ zbiorze, catkowalne lub sumo-
walne na tym zbiorze z kwadratem. Ta wspdlna cecha pozwoli nam wprowadzi¢ w tych przestrzeniach
strukture przestrzeni Hilberta, nasze podstawowe narzedzie. Druga cecha wspdlng rozwazanych prze-
strzeni sygnaléw jest to, ze zbiér na ktérym te sygnaly sg rozwazane (R"™, T", Z", ZZ) ma strukture
grupy abelowej, na przyklad Z, z dodawaniem modulo p. To z kolei pozwala nam korzystaé¢ z naszego
drugiego podstawowego narzedzia - transformaty Fouriera - w jej wielu wcieleniach, transformaty ciaglej,
dyskretnej czy szeregu Fouriera.

Przestrzen Hilberta. Przypomnijmy krotko pojecie przestrzeni liniowej, przestrzeni metrycznej i prze-
strzeni zupelne;j.

Przestrzen liniowa to taka, ktérej elementy mozna dodawaé, odejmowaé i mnozy¢ przez skalary (w na-
szym przypadku skalarami sa liczby zespolone). Przestrzen liniowa czesto nazywa sie tez przestrzenia
wektorowa, a jej elementy wektorami.

Przestrzen metryczna to taka, w ktérej okreslona jest funkcja odleglosci d(x,y) (metryka) dzigki ktérej
mozna zdefiniowaé zbiezno$é ciagu: =, — z jezeli d(x,,x) — 0. Otrzymujemy przestrzen topologiczna,
mozna méwié o ciagtosci funkceji, czy zbieznosci szeregéw.

Przestrzen metryczna zupeina to taka przestrzen w ktérej kazdy ciag Cauchy’ego jest zbiezny, czyli jezeli
ciag {z,} elementéw przestrzeni spelnia warunek

Ve>0aNeNVnm2=N da,, z,) <e€

to w tej przestrzeni istnieje x takie, ze x, — x. Zupelnos$¢ przestrzeni jest wazna z punktu widzenia
teorii matematycznej. Wszystkie przestrzenie ktére bedziemy rozwazac sa zupelne.
Przypomnijmy tez funkcje wykladnicza zmiennej zespolonej, zdefiniowana przez szereg potegowy

n

ef = nZ:O %7 z - liczba zespolona.
Mamy nastepujaca rownosé
(1) €'Y = cosp + ising.
Otrzymujemy ja wstawiajac i do definicji, korzystajac z faktu, ze i2 = —1, rozdzielajac sktadniki

zawierajace i nie zawierajace i (szereg jest zbiezny absolutnie) i korzystajac z rozwinie¢ Taylora funkeji
sinx i cosz.

Definicja. Przestrzen liniowa E nazywa si¢ przestrzenig Hilberta, jezeli istnieje w niej iloczyn skalarny,
to znaczy funkcja (x,y) (o wartosciach zespolonych) o nastepujacych wlasnosciach

(a) (z,9) = (y
(b) <w+y z)
(c) (z,y+2) =
(d) (z,z) > 00

y,x) (jest antysymetryczny),
= (z,2) + (y, 2), {az,y) = afx,y) (linlowy wzgledem pierwszej zmiennej),
( YY)+ (x, 2), (x,ay) =a(z,y) (antyliniowy wzgledem drugiej zmiennej),
az (z,z) =0 <z =0.
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(z,y, z to dowolne elementy E, « jest dowolna liczba zespolona, a @ jest liczba sprzezona do «). Dodat-
kowo E musi by¢ zupelna, kwestie metryki i zupelnosci wyjasnimy za chwile.

Jezeli elementy x i y spelniaja
(z,y) =0,
to mowimy, ze sa prostopadte lub ortogonalne. Majac w przestrzeni Hilberta iloczyn skalarny wprowa-
dzamy tak zwana norme (dlugosé)wektoréw

[zl = / (2, z).
Zauwazmy, ze dzigki wlasnosci (d) iloczynu skalarnego pierwiastek mozna zawsze obliczy¢.

Twierdzenie (Nieréwno$¢ Schwarza). Dla dowolnych elementéw x,y przestrzeni Hilberta E
(@ )| < ll=[l[yll-

dowdd. Ustalmy z,y € E i dowolna liczbe rzeczywista .

[+ Xy||* = (2 + Ay, & + Ay)
= (z, 2+ Ay) + My, z + Ay)
= (z,2) + Mz, y) + My, z) + X (y,y)
= )‘QHyHQ + 2)\?}%(.@, y> + Hx”27
(R - czedé rzeczywista). Rozwazane wyrazenie jest wiec (dla ustalonych x i y) funkcja kwadratowa
zmiennej rzeczywistej \, o wspolezynnikach [ly||?, 2R(x,y) i ||z||>. Wyrazenie nie moze byé¢ ujemne,
wiec funkcja kwadratowa moze mieé co najwyzej jeden rzeczywisty pierwiastek. A wiec wyrdznik funkcji

kwadratowej musi by¢ ujemny:
2
(2R(z,y))” — 4llylI*|l=]1* <o,

czyli

1Rz, y)| < [yl
Jezeli (x,y) jest liczba rzeczywista to dowdd jest zakonczony. Jezeli nie, to pozostaje jeszcze jeden trik:
niech ¢ bedzie liczba rzeczywista taka, ze

(z,y) = €| {z,y)|.
Taka liczbe zawsze mozna znalezé, €% jest ,znakiem” zespolonym liczby (x,y) (chyba ze (z,y) = 0, ale
w takim przypadku nier6wnos$é Schwarza jest natychmiastowa). Wtedy

e {x,y) = (z,e'y)

jest liczba rzeczywista. WykorzystaliSmy tu réwnosci

1

igp = e—up = eiSO,
€

ktore tatwo wynikaja z postaci trygonometrycznej (1). Z udowodnionej juz czesci twierdzenia wynika, ze
[z, e?y)| < [lzlley].
W koficu, skoro, jak tatwo sprawdzié¢ |e??| = 1, mamy
(@) =le”(x, ), 1 eyl =]yl O
Uwaga. Przygladajac sie przedstawionemu wyzej dowodowi zauwazmy, ze réownosé (w nieréwnoéci Schwa-
rza) zachodzi tylko jezeli x 1 y sa wspo6lliniowe (w sensie zespolonym), to znaczy istnieje liczba zespolona

« taka, ze
T = ay.
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Twierdzenie (Wlasno$ci normy).

(a) ||lz|| >0 oraz ||z|| =0< 2 =0,
(b) |laz|| = |a|||z|| dia kazdej liczby a i elementu x € E,
(©) llz+yll < |zl + ||yl (nieréwnosé tréjkata).

dowdd. Wtasnoéci (a) i (b) wynikaja wprost z definicji normy i wlasnosci iloczynu skalarnego. Sprawdzmy
tylko nieréwnoéé trojkata

Iz +yl? = (z+y,2+y) = (,2) + (z,9) + (y,2) + (y,9)
= [[z|]* + (z,y) + (y,2) + [lyl?
= [llz)1* + (. y) + (v, =) + [|yl?|
<l ) + [z, )] + [y, z)| + llyll?
< lel® + 2/l + lly)1?
= (=l + llyl)>.

Po drodze skorzystaliSmy z nieréwnosci trojkata dla liczb zespolonych
la+ 0] < |a| + 0],

oraz z nieréwnosci Schwarza. 0O

Norma umozliwia nam wprowadzenie w F metryki

d(z,y) = [z =yl

Wymagane wtasnosci metryki

(a) d(z,y) = d(y, z),

(b) d(z,y) > 0 oraz d(z,y) =0 x =y,

(c) d(z,y) <d(z,2) +d(z,y),
wynikajg wprost z wyszczegdlnionych powyzej wlasnosci normy. Metryka wprowadza w E topologie,
mozna wiec mowi¢ o zbieznosci w przestrzeni Hilberta ciagéw czy szeregow i o cigglodci funkcji. Z nie-
rownosci Schwarza wynika, ze iloczyn skalarny jest ciagla funkcja dwéch zmiennych. Przestrzen Hilberta,
z definicji, musi by¢ zupelna jako przestrzen metryczna z ta metryka.

Przyktady. Wszystkie opisane poprzednio przestrzenie sygnaléw sa przestrzeniami Hilberta. Zeby sie
o tym przekonaé nalezy w kazdej przestrzeni wprowadzi¢ iloczyn skalarny i sprawdzi¢ warunki (a)—(d)
definicji. Nalezy tez udowodnié¢ zupelnos$¢ powstalej przestrzeni metrycznej. W kazdym przypadku przy
okresleniu iloczynu skalarnego bedziemy korzystaé z nastepujacej nieréwnosci, prawdziwej dla dowolnych
liczb zespolonych:

(2) 2|ab| < |al® + |b]*.

o L2(R"). Jezeli f,g € L?*(R™) to funkcja f - g jest absolutnie catkowalna na R™:

‘ 2

_ z g(z)
Fwa@) < LOE - i

wiec

f@a@| o <5 [ @Pdesg [ o) de <o



Tloczyn skalarny okreslamy nastepujaco:

3) (f.9)= [ f(2)g(x)da.
Rﬂ.

Jak z tego wynika

(W 1=/ [ @,

a odleglos¢ dwdch funkceji

a(f,9) = IIf —gll = \//Rn |f(z) — g(2)]? d.

Zbieznosé ciggu funkcji w przestrzeni Hilberta L?(R™) to nie jest to samo, co zbieznoéé punktowa. Na
przyktad, niech
1 :z€nn+1],
In (l‘) =
0 : poza tym.
Jak latwo zauwazy¢,
fn(z) =0, Vr € R,

czyli {fn} jest zbiezny w kazdym punkeji do funkeji stale réwnej 0. Z drugiej strony, dla dowolnego n

n+1
MW=AM@WW=/ do— 1.

Ciag nie jest wiec zbiezny do 0 w L?(R). Mozna tez podaé przyktad ciagu zbieznego w L?(R), ale nie
zbieznego punktowo. Niech n bedzie liczba naturalng, i niech n = 2¥ + [, dla pewnego k = 0,1,2,... i
1=0,...,2¥ — 1. Majac taki rozktad n okreslamy

1 xze27F,27F1+1)),

fnl@) = { 0 x¢27kL2R1 4 1)),

Zauwazmy, ze ciag {f,|| nie jest zbiezny w zadnym punkcie x € [0, 1), natomiast

27k (141) i
an”?:/k dr =277,

YLatwo zauwazy¢, ze k — oo gdy n — oo, wiec
lim | fn] =0,
n—oo

ciag {fn} zbiega wiec do 0 w przestrzeni Hilberta.
Dla calkowitej Scistosci trzeba zrobi¢ nastepujaca uwage, ktora odnosi sie do wszystkich rozwazanych
przez nas przestrzeni sygnaléow ciaglych. Niech

5) fm:ﬁ j;&

f nie jest funkcja zerowa, ale || f|| = 0. Iloczyn skalarny wprowadzony wzorem (3) nie spelnia warunku (d)
definicji dla pewnej grupy specyficznych funkcji takich jak (5). Definicje przestrzeni L?(R™) mogliby$my



udcislié, poshugujac sie pojeciem klasy abstrakcji. W przypadku tego kursu az taka Scistosé nie jest
potrzebna. Wystarczy pamietaé, ze jezeli dwie funkcje réznia sie na niewielkim zbiorze, na przyktad na
zbiorze skonczonym, to traktujemy je jako ta sama funkcje. Uwagi te nie dotycza funkcji ciaglych. Jezeli
f 1 g sa ciagle, oraz

If—gll =0,

to f = g wszedzie.
e L2(T™). lloczyn skalarny wprowadzamy nastepujaco

1 T T .
(f,g)zw/_ﬂ--- _ﬂf(x)g(x)dm x=(T1,...,%Tn),

podobnie jak poprzednio, korzystajac z (2) pokazujemy, ze calka zawsze istnieje.
o L2(Z™). Majac dwa ciagi z tej przestrzeni, f = {fm} i g = {gm}, m = (m1,...,m,) okredlamy

oo

(hoy=" Y. fmm

M, My =—00

Ze wzgledu na (2) szereg jest zbiezny absolutnie.
° LQ(Z;L). Podobnie dla ciagéw okresowych

1 A
<fvg>:ﬁ Z fmgirrL

mi,...,my=0

W kazdym z powyzszych przypadkéw nalezy sprawdzié warunki (a)—(d) definicji przestrzeni Hilberta.
Istotnym punktem do sprawdzenia pozostaje zupelno$é tak zdefiniowanych przestrzeni. W przypadku
przestrzeni dyskretnych zupelno$é wynika z zupelnosci zbioru liczb rzeczywistych (kazdy ciag Cauchy’ego
jest zbiezny). Do dowodu zupelnoéci R trzeba dokladnie przyjrzeé sie definicji samych liczb rzeczywi-
stych. W przypadku przestrzeni sygnaléow ciaglych w dowodzie zupelnosci korzysta si¢ z konstrukcji
calki Lebesgue’a (przestrzenie zdefiniowane przy uzyciu catki Riemanna nie sa zupelne). Dowdd zupel-
nosci pomijamy. W dalszej czedci kursu wystarczy (chcialoby sie powiedzie¢ ,w zupelnosci”) nam sama
Swiadomo$¢ tego, ze przestrzenie sg zupelne.

Bazy i rozpiecia. Zbidr elementéw {e, } przestrzeni Hilberta E (skoficzony lub nieskoficzony) nazywa
sie liniowo niezaleznym, jezeli zaden jego element nie jest kombinacja liniowa pozostalych. Mozna to

zapisaé nastepujaco. Jezeli dla jakich$ liczb zespolonych aq, ..., ax zachodzi
are; + ..., axer =0,
to a; = ag = -+ = ay = 0. Na przyklad, zbiér funkeji {f,}22 . gdzie
:x €0,1],

(6) Alx)=< 2—x cx € [1,2],

0 L x¢[0.2),
oraz fn(x) = A(x—n) jest liniowo niezalezny w L%(R). Jezeli ay, . . ., oy sa jakimis liczbami zespolonymi,
amnig,...,ng réoznymi liczbami catkowitymi, to funkcja

Oélfnl +... akfnk

ma wartos¢ o w punkcie catkowitym n;+1. Jezeli wiec jest réwna wszedzie 0, to a3 = as = --- = o = 0.



Jezeli jednak do tego zbioru dodamy funkcje

x : x€][0,2],
flx)=< 6—2z Dz €12,3],
0 :x ¢ 0,3],

to powstaly zbior nie jest juz liniowo niezalezny, bo

f(x) = fo(z) +2f1(z),

a wiec

f(x) = fo(x) —2f1(x) =0

a wspotezynniki 1, —1, —2 nie sg zerami.
Zbiér elementéw {e,} (znowu, skonczony lub nie) nazywa sie ortonormalnym jezeli

<en,em>{0 D nFEm,

1 T n=m.

Zbiér ortonormalny sktada sie wiec z elementéw o normie 1, wzajemnie ortogonalnych. Zauwazmy, ze
zbiér ortonormalny jest zawsze liniowo niezalezny. Niech {e,} bedzie ortonormalny, i niech aq, ..., ax
beda liczbami takimi, ze

are; + -+ agep = 0.

WezZmy dowolne j = 1,...,k i obliczmy

0= (aie1 + -+ agex, €;)
= ai(er, e5) + - + arex, ;)

:Oéj.

W takim razie a3 = --- = a = 0. Pokazaliémy wiec ze istotnie, zbioér ortonormalny jest liniowo
niezalezny.
Majac zbiér elementéw {e,, } przestrzeni Hilberta E rozpieciem liniowym

lin{e, }

nazywamy zbiér wszystkich kombinacji liniowych elementéw {e,}. Jest to najmniejsza podprzestrzen
liniowa przestrzeni E zawierajaca wszystkie elementy zbioru {e,}. Mdéwimy, ze zbiér {e,} rozpina ta
podprzestrzen. Domkniecie tego zbioru

lin{e, },

(czyli dolaczenie do niego granic wszystkich zbieznych ciagdéw) nazywamy domknietym rozpieciem liniowym
zbioru {e,}.

Na przyklad, rozpiecie liniowe zbioru funkcji danych przez (6) zawiera dokladnie te funkcje f € L?(R),
ktore spelniaja nastepujace warunki: f jest ciagla, f jest liniowa na przedzialach postaci [n,n + 1], dla
n € Z, i f jest 0 poza pewnym skonczonym przedziatem. Z kolei domkniete rozpiecie liniowe tego zbioru
to wszystkie funkcje f € L?(R), ciagte i liniowe na przedziatach postaci [n,n + 1]. Jak tatwo sprawdzié

lin{fn;nEZ}Z{gz i anfn? i |an|2<00}.

n=—oo n=-—oo



Innymi stowy, warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, zeby szereg

o0

> ant

n=—oo
byt zbiezny w przestrzeni L?(R) jest sumowalnoéé z kwadratem ciggu wspélezynnikéw a,.
Mozna pokazad, ze jezeli zbidr {e,} jest skoniczony, to

lin{e, } = lin{e, }.
Jezeli mamy przeliczalny zbiér {e,} elementéw przestrzeni Hilberta E, to zawsze mozemy znalezé
zbiér ortonormalny {f,}, o tym samym rozpieciu liniowym

lin{e,} = lin{f,}.
Konstrukeja zbioru {f,} nazywa sie procedura Gramma-Schmidta. Procedura jest indukcyjna. Niech

elementy zbioru {e, } beda ustawione w ciag e, ea, . ... Jezeli ciag zawiera elementy zerowe to odrzuémy
je — nie wplywa to na rozpiecie liniowe. Niech
€1

fr=-2
leall

Mamy wiec poczatek procedury indukcyjnej. Teraz opiszemy krok. Zalézmy, ze utworzony juz zostal
zbiér ortonormalny {fi,..., fx} o nastepujacej wlasnosci: istnieje ny takie, ze

(7) lin{eq,...,en, } =lin{f1,..., fi}

Zauwazmy, ze element f; zdefiniowany przed chwila spelnia powyzszy warunek, z k = 1, ny = 1. Zeby
wykonadé krok indukeyjny znajdzmy element ciagu {e, }, nastepny po e,, , ktéry nie nalezy do powyzszego
rozpigcia (7). Jezeli takiego elementu w ciagu nie znajdziemy, innymi stowy wszystkie pozostale elementy
€np+1sEnpt2, - - - Daleza do rozpiecia (7), to procedura sie konczy, i

lin{e,;n=1,2,...} =lin{f1,..., fr}
W tym wypadku procedura Gramma-Schmidta jest zakonczona, a powstaly zbiér ortonormalny jest skon-
czony. Jezeli natomiast znajdziemy element ciagu {e,}, nastepny po ey, , ktéry nie nalezy do rozpiecia
(7) (niech to bedzie pierwszy taki element), to nazywamy go ey, ,, i definiujemy fi41

k
enk+1 - Zl=1<enk+1 ) fl>fl

Jrr1 = - .
Cnptr — Zl:1<enk+1 , fl>fl H
Wprost z powyzszego wzoru wynika, ze || fr41|| = 1. Niech j = 1,...,k i zauwazmy, ze frq1 i f; sa
ortogonalne
1 k
<fk+1afj> = ﬁ <<enk+1 - Z<enk+1vfl>fl> 7fj>
1=1
1 k
- || H ( 6”k+17f1 Z enk+17fl flaf]>>
1=1
1
= m (<enk+17fj> - <en1«+17fj>)
=0.
Rozszerzony zbiér {f1,..., fr+1} jest wiec ortonormalny. Pozostaje zauwazy¢, ze

lin{er,...,en, ) =1in{f1,..., fes1},

co natychmiast wynika z zatozenia indukcyjnego i konstrukcji elementu fi41. Krok indukcyjny jest wiec
wykonany, i procedura Gramma-Schmidta daje w wyniku skonczony lub nieskoniczony zbiér ortonormalny
{fn} o tym samym rozpieciu liniowym co lin{e, }. Zauwazmy, ze skoro rozpiecia liniowe sa identyczne,
to takze domknigte rozpiecia liniowe

lin{e, } = lin{f,}.



Przyktad. Niech

(@) { 1 x € [1,2),
e1(x) =
! 0 z ¢ [1,2),
natomiast nastepne elementy beda dane wzorem

1 rrxen—1n+1

6n(JC)—{ [ ’ ) n=23,....

0 crxédn—1,n+1),

Pokazemy, ze zbiér {ey, es, ...} jest liniowo niezalezny. Niech beda dane wspélezynniki v, . . ., oy 1 niech
arer + -+ ageg, = 0.

Wezmy liczbe catkowita j = 1,...,k — 1. Wtedy wartosé funkcji po lewej stronie w punkcie j jest réwna

aj + ajq1, a wige
a; +aj; =0, j=1,...;k—1,

z kolei wartosé lewej strony w punkcie k wynosi ag, czyli ap = 0. Otrzymujemy wiec a; = -+ = ai = 0.
Zbior wektordéw {e,} jest wiec liniowo niezalezny. Nie jest jednak ortonormalny. Na przyklad

(e1,e2) = /OO e1(x)ex(x) dx

— 00
2
= / 2dx
1
=1.
Zastosujmy wiec procedure Gramma-Schmidta. ||e1]| = 1, wiec f1 = e;.
e2(z) — (e2, f1) f1(x) = e2(x) — €1 ().

Otrzymujemy wiec

Kontynuujac indukcyjnie otrzymujemy

f1 cx€nyn+1),
Jal )_{O cxén,n+1).

Zbiér {f,} jest ortonormalny i rozpina ta sama podprzestrzen co zbiér wyjsciowy {e,}: podprzestrzen
funkcji stalych na przedzialach postaci [n,n + 1), réwnych 0 dla 2 < 11z > M dla pewnej liczby
naturalnej M.

Moéwimy, ze zbior {e, }52; elementéw przestrzeni Hilberta E jest zupelny, jezeli

lin{e,} = E,

czyli kazdy element przestrzeni F jest granica ciagu kombinacji liniowych elementéw zbioru {e,, }. Innymi

stowy,
k
x — E Qpen
n=1

Ta zupelnosé jest pojeciem ,zupelnie” nie zwiazanym z zupelnoscia—w sensie przestrzeni metrycznej—dyskutowana,
weczesniej. Mozna pokazac¢ nastepujacy fakt, czesto stosowany w sytuacji, gdy trzeba sprawdzi¢ zupelnosé
jakiegos zbioru.

Vee EVe>03ay,...ax < e
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Fakt. Zbior {e,} C E jest zupelny wtedy i tylko wtedy, gdy jedynym elementem x € E prostopadlym do
wszystkich e, jest 0.

Definicja. Zbiér {e,} nazywa sie¢ baza przestrzeni Hilberta F jezeli jest liniowo niezalezny i zupelny.
{en} nazywa sie¢ baza ortonormalna jezeli jest ortonormalny i zupelny.

Méwiac luzno, zbidr tworzy baze jezeli do kazdego elementu przestrzeni F mozna podejsé dowol-
nie blisko jaka$ kombinacja linowa elementéw bazy (zupelno$é), i zbiér nie zawiera zadnych zbednych
elementéw (liniowa niezalezno$c).

Uwaga. (a) Powyzsza definicja rézni sie zasadniczo od pojecia bazy przestrzeni liniowej wprowadzanego
na wyktadzie z algebry liniowej. W tamtej definicji kazdy element przestrzeni mozna przedstawic¢ jako
kombinacje liniowa elementéw bazy, a w tej definicji wystarczy, zeby do kazdego elementu przestrzeni
mozna bylo dowolnie blisko ,,podejé¢” kombinacjami liniowymi elementéw bazy. Dla unikniecia zamie-
szania tamta, algebraiczna baze czasami nazywa si¢ ,baza Hamela”, a te ,baza topologiczng”. Na tym
wyktadzie bedziemy korzystali tylko z baz topologicznych, i bedziemy je po prostu nazywali bazami. W
przypadku przestrzeni skonczenie wymiarowych oba pojecia baz sg identyczne.
(b) Mozna udowodnié, ze dwie bazy tej samej przestrzeni sa réwnoliczne. Liczbe elementéw bazy (moze
by¢ nieskoficzona) nazywamy wymiarem przestrzeni. Rozwazane przez nas przestrzenie sg zaréwno skor-
czenie wymiarowe (na przyklad wymiar przestrzeni 62 jest réwny p) jak i nieskoficzenie wymiarowe (¢2
czy przestrzenie sygnaléw analogowych). Skofczenie wymiarowe przestrzenie Hilberta sa czasem nazy-
wane przestrzeniami Euklidesowymi.
(¢) Kazdy uklad liniowo niezalezny mozna rozszerzy¢ do bazy (uzupelnié). Kazdy uklad ortonormalny
mozna rozszerzy¢ do bazy ortonormalnej. Na tym wykladzie bedziemy konstruowaé konkretne bazy w
konkretnych przestrzeniach Hilberta.

Bazy ortonormalne sg szczegdlnie wygodne w zastosowaniach. Ponizej przypomnimy na czym polega
ta wygoda.

Twierdzenie. Jezeli {e,} jest bazqg o.n. przestrzeni E to dla dowolnych liczb zespolonych ay,. .., oy i
dowolnego x € E zachodzi nieréwno$é

(8) x— i(:& en)en|| < ||z — i Qp en

n=1 n=1
Réwnosé zachodzi tylko w przypadku o, = (x,en), n=1,... k
dowdd.

k 2 k 2
x— Z apen|| =l — Z<Q?,6n>6n + Z ((z,en) —an)en
n=1 n:l , n=1
= ||z — Z(z, enden| +
"~ k k
+ 2% <x - Z(x, €n)en, Z ((x, em) — am) em> +
n=1 m=0

2

k
Z (<$>en> - O‘n) €n

Powyzsza réownosé otrzymalismy jak zwykle: norme sumy do kwadratu zapisaliémy jako iloczyn ska-
larny sumy przez siebie, i skorzystalismy z liniowosci iloczynu skalarnego. Rozwazmy drugi sktadnik w
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uzyskanym wyrazeniu:

k k
<m - Z(x,en>en, Z ((z,em) — em> =

m=1

Mw

k
ZL'Cm - m § xen €n,Em

k
(<$7 €m> - am) <<$v em) - Z<x,en><€n, em>> .
n=1

Zauwazmy, ze ostatni nawias = 0, gdyz baza jest ortonormalna. Pokazali$émy wiec nieréwnosé (8). Jezeli
zachodzi réwnoéé, to

m=1

&

m=1

=0.

M=

((z,en) — an)en

I
-

n

Korzystajac z wlasnoéci normy kombinacja liniowa jest wiec zerowa

M=

((z,en) — an) e, =0.

3
I
-

Korzystajac z liniowej niezaleznosci elementéw bazy otrzymujemy
an = (T, e,), n=1,..., k.

Udowodnili$my wiec ostatnia czesé twierdzenia. [

7 definicji bazy wynika, ze do kazdego elementu mozna dowolnie blisko podejéé¢ jakg$ kombinacja
liniowa, elementéw bazy. Powyzsze twierdzenie méwi, ze jezeli baza jest ortonormalna, to najlepszymi
kombinacjami liniowymi sa kombinacje

k
S e

Mamy wiec konkretny wzor na wspotczynniki tych ,najefektywniejszych” kombinacji.
Whiosek. Jezeli {e,} jest bazq o.n. przestrzeni E to:

(a) dla dowolnego x € E

Z T, €n)en, (rozklad x wzgledem bazy)

(b) jezeli dla jakiego$ ciggu wspdlezynnikéw oy, g, ... zachodzi

o0
T = E Ay €n,
n=1

to wspolczynniki muszqg byé iloczynami skalarnyms
an = (X, en) (jednoznaczno$é rozkladu),

(¢) dla dowolnego x € E

lz]|* = Z [(z, en)]? (réwno$é Plancherela).

n=1
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W powyzszym wniosku przyjeliSmy, ze baza jest nieskonczona. Oczywiscie, jezeli jest skonczona, to
wniosek tez jest prawdziwy a wszystkie sumy nieskoniczone zastepujemy skonczonymi

dowdd. (a) Korzystamy z poprzedniego twierdzenia. Niech k > m i niech a,, = (z,e,) dlan=1,...,m
ia, =0dlan=m+1,..., k. Nieréwno$¢ z poprzedniego twierdzenia wyglada wiec nastepujaco
k m
T = Z<xaen> enl| < || — Z<$7en> €n

n=1 n=1

Dalej, z definicji bazy wiemy, ze dla kazdego € > 0 istnieja wspdélczynniki aq, ..., ay takie, ze
k
T — Z Qn enl| <e.
n=1

7 poprzedniego twierdzenia i poprzedniej uwagi wynika w takim razie, ze dla tego € i tego k mamy

l

T — Z<$,€n>€n

n=1

k

T — Z<l‘, en)en

n=1

<e VIZzk,

k
x—g Qay, e,

n=1

< <

a wiec szereg

Z(z, €n)en,

n=1

jest zbiezny do .
(b) Jezeli

oo
T = E Qp en;
n=1

to stosujac iloczyn skalarny i korzystajac z jego ciagtosci mamy

00 S
<(E,€n> = <Z Qm em76n> = Z am<emaen> = Qp.
m=1 m=1

(c) Korzystajac z ciaglosci iloczynu skalarnego otrzymujemy

l]|* = (z, ) = <Z<$76n>6n, <x,6m>em>
1

n=1 m=

M
]2

<’JJ, €n><(17, em><6na em>

Il
_

n m=1

(z,ex)]?. O

3
Il
-

Uwaga. (1) Z powyzszego wniosku wynika, ze jezeli baza {e,} jest ortonormalna, to szereg

00
§ Ay En
n=1
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jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg wspoétczynnikéw jest sumowalny z kwadratem
o0
Z o |* < 0.
n=1

(ii) Réwnosci w (a) i (b) sa réwnosciami w przestrzeni F i, na przyklad, réwnos¢ w (a) oznacza

N

T — Z(x, €n) en

n=1

lim =0.
N—oo

Elementy rozwazanych przez nas przestrzeni sa funkcjami, a zbieznosé szeregu funkcyjnego w normie
przestrzeni nie oznacza z reguly zbieznoéci w kazdym punkcie.
(iil) Réwnos¢ Plancherela

0
> =) [z, en)?
n=1

mozna rozumieé jako uogélnione (z przypadku 2-wymiarowego) twierdzenie Pitagorasa: kwadrat dtugosci
wektora jest suma kwadratow jego sktadowych w kierunkach elementéow bazy ortonormalne;j.
Bedziemy korzystaé¢ z nastepujacych pojeé

Definicja. Zbiér {e,} elementéw przestrzeni Hilberta E (skoniczony lub nie) nazywamy ukladem Riesza
jezeli istnieja stale A, B > 0 takie, ze dla dowolnego ciagu liczb {ay, }

2 o0
<BY |an|”.
n=1

o0 o0
(9) AZ lon|? < Z Oy €n
n=1 n=1

Jezeli uklad Riesza jest dodatkowo zbiorem zupelnym (rozpina cala przestrzen E), to nazywamy go baza
Riesza.

Warunek (9) wystarczy sprawdzi¢ dla sum skonczonych. Zauwazmy tez, ze z warunku (9) wynika, ze

szereg
9]
E Qp €n
n=1

jest zbiezny wtedy i tylko wtedy gdy szereg wspélczynnikéw jest sumowalny z kwadratem

oo

Z lon |2 < 0.

n=1

Mozna pokazaé, ze jezeli w powyzszej definicji A = B = 1, to {e,} jest ukladem ortonormalnym. Baza
Riesza jest wiec pojeciem ogdlniejszym, niz baza ortonormalna. Bazy Riesza sa czesto stosowane w
praktyce. Posiadaja wszystkie glowne zalety baz ortonormalnych. Na przyklad, mozna pokazaé, ze jezeli
baza {e,} jest baza Riesza to istnieje inna baza Riesza {f,} taka, ze dla kazdego € F

T = Z<xafn>€n = Z<$,€n>fn-
n=1 n=1

Dla bazy Riesza mamy wiec, podobnie, jak dla bazy ortonormalnej, jawny wzér na znajdowanie wspol-
czynnikéw bazowych, musimy tylko wygenerowaé wezesniej baze { fy,}.
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Przyklad. Rozwazmy ponownie przyklad dany przez (6), e,(z) = A(z — n). Wiemy, ze elementy e,
n =0,£1,42,... sg liniowo niezalezne, ale nie tworza zbioru ortonormalnego. Pokazemy, ze tworza zbior
Riesza. Wezmy dowolne wspétczynniki a,,, n =N, ..., M, gdzie N, M € Z.

- ? M
/ d:z::/ Zan (x—n ZakA(x—k)dx
—oo - k=N
Z anak/ Alx —n)A(x — k) dx

en(x)

n,k=N
M
= Z anaikﬁkfna
n,k=N
gdzie
- % =0,
G = / Alx)A(z —1)de = ¢ & 2l =41,
o 0 =2
Tak wiec
M 2 M M—1
Z ap eql| = Bo Z |Ofn|2 + 51 Z 0Oyt + B-1 Z QpQin—1
n=N n=N n=N n=N+1
M-—1
— ﬂO Z |O[n|2 + 251% <Z Olnan+1> .
n=N n=N

Korzystajac z nieréwnosci Schwarza szacujemy ostatni sktadnik
M—1 M-1
|§R (Z ananJrl) < Z Qo Qi1
n=N n=N
M-1 12 /o 1/2
2 — 2
(L) (X )
n=N

Podsumowujac powyzsze otrzymujemy

(2/3-2/6) Y |of? <

n=N

< (2/3+2/6) Z | |2

n=N

€n

Zgodnie z definicja, wektory {e, }>2 __ tworza uklad Riesza ze stalymi A = 1/3 1 B = 1. Uzywajac
procedury Gramma-Schmidta mozemy wyprodukowaé z ukladu Riesza {e,}>2 _ . uklad ortonormalny.
Jednak nowy uklad ortonormalny nie posiadalby waznych wlasnoéci, na przyktad tej, ze wszystkie jego
elementy sa przesunieciami jednej funkcji-matki. Mozna udowodnié, ze dla tego ukladu Riesza ,dualny”
uklad {f,}52 _ ., o ktérym byla mowa powyzej réwniez sklada sie z calkowitych przesunieé jednej
funkcji ©. Ta jedna funkcja jest ciagta, liniowa pomiedzy sasiednimi liczbami catkowitymi, a jej wartosci
w punktach n € Z wynosza

o) =V3(vV3-2)" nez
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Definicja. Zbiér elementéw {e, }2°; przestrzeni Hilberta E (niekoniecznie liniowo niezalezny) nazy-
wamy rozpieciem doktadnym jezeli dla kazdego x € F

o
l2]1* =" I, en) .
n=1

Z definicji wynika, ze rozpiecie doktadne musi byé¢ zbiorem zupelnym. Jezeli {e,} jest rozpieciem
doktadnym i jest zbiorem liniowo niezaleznym, to musi by¢ bazg ortonormalna. Rozpiecie dokladne jest
wiec pojeciem ogdlniejszym od bazy ortonormalnej, czesto wykorzystywanym w zastosowaniach. Jezeli
{en} jest rozpieciem dokladnym, to istnieje inne rozpiecie doktadne {f,} takie, ze dla kazdego = € E

o0 o0

T = Z<mvfn>en = Z<xaen>fn

n=1 n=1

W przypadku rozpiecia doktadnego rowniez mamy wiec sytuacje, gdzie kazdy = mozna przedstawi¢ jako
kombinacje elementéw rozpigcia, i sa jawne wzory na wspoélczynniki tego rozwinigcia.

Przypomnijmy jeszcze kilka pojeé, z ktérych bedziemy korzystaé. Jezeli H C E jest podprzestrzenia,
to dopelnieniem ortogonalnym H nazywamy podprzestrzen

H:={zcE:x LyVYycH},

(x L y oznacza (x,y) = 0). Dopelnienie ortogonalne podprzestrzeni jest zawsze domkniete, co wynika z
ciaglosci iloczynu skalarnego. Jezeli H C F jest podprzestrzenig domknieta to istnieje rzut prostopadly
na H, czyli przeksztalcenie liniowe P : E — H takie, ze

Px==x VxeH,
Pr=0 VYzeH"

P przypisuje dowolnemu = € E najblizszy mu element podprzestrzeni H. Jezeli w podprzestrzeni H

mamy baze o.n. {e,}, to
oo

Pr = Z(m,en> €n-

n=1

Jezeli G i H sa dwoma podprzestrzeniami przestrzeni Hilberta F, to méwimy, ze E jest ortogonalng
sumgq prostg podprzestrzeni G i H jezeli kazdy element x € F mozna jednoznacznie zapisa¢ jako

r =1+ T2, I’1€G, Ty € H,
oraz G L H (czyli z L y dla dowolnych x € G iy € H). Piszemy wtedy
EF=GeH

W takiej sytuacji podprzestrzenie G i H musza by¢ domkniete.

Uwagi. (i) Jezeli E = G @ H to zeby skonstruowaé baze w E wystarczy osobno skonstruowaé bazy w G
iw H. Ich suma, jako zbiorow, bedzie baza E. Jezeli te bazy w G i H sa ortonormalne, to ich suma tez
jest ortonormalna.

(ii) Jezeli H jest domknieta podprzestrzenia F, to

E=HoH"..



