Rozdzial 4.
Algorytmy numeryczne

10.06.2007

Algorytm Mallata. Przypomnijmy, ze dla danej analizy MRA i dowolnego j € Z prze-
strzen V; rozklada si¢ na dwie wzajemnie prostopadie podprzestrzenie

Vi=Via @& Wi

Zauwazmy, ze zgodnie z tym, co wiemy o analizie wielorozdzielczej, w przestrzeni V; mamy
baze ortonormalng

(1) {jm(x); neZ},
w przestrzeni V;_; baze¢ o. n.

{@j—l,n(x)5 n € 7},
oraz w przestrzeni W;_; baze o. n.

{wj—Ln(w)? n e Z}:
gdzie ¢ jest funkcja skalujaca analizy, ¢ zwigzang z nig falka, oraz uzywamy nastepujacych
oznaczen . ' ' '
win(r) = 27/290(23x —n), Yjn(z) = 23/2@&(2‘7:1: —n).
W takim razie w przestrzeni V; mamy do dyspozycji dwie rézne bazy o. n., baze (1), oraz
baze

(2) {ej—1,n(x),¥j—1,n(2);n € Z}.

Wazna wtasnoécia falek jest to, ze istnieje szybki algorytm pozwalajacy oblicza¢ wspdtezyn-
niki bazowe danej funkcji f € V; w jednej z powyzszych baz przy pomocy wspotczynnikéw
bazowych w drugiej. Jest to tak zwany algorytm Mallata, bedacy podstawa dyskretnej trans-
formaty falkowej (czesto nazywanej w skrécie DWT).

Niech f € L*(R), i wprowadZmy nastepujace oznaczenia na ciagi wspétezynnikéw bazo-
wych f w réznych bazach:

(3) aj(n) = (f,0in),  dj(n) = {f,¥jn)

Przypomnijmy, ze przez {h,}2 oznaczamy filtr dolnoprzepustowy analizy, zdefiniowany

przez

—CoC

Lo(Z-a) = Y hupla—n),

n——o

a przez {g,}>2 . oznaczamy filtr gérnoprzepustowy, dany przez
gn = (_]—)nilhlfna
przy czym falka ¢ dana jest przez

%w (%—x) = i gnip(z — n).

n=-—oc

Nastepujace twierdzenie przedstawia algorytm.
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Twierdzenie Mallata. Transformata:

aj_l(k') = \/§ Z hn—Qk aj(”)v
@ T

Transformata odwrotna:

() aj(n) =vV2 Y hpswaj (k) +V2 Y gnoawajoa (k).

k=—o0 k=—o00

Uwaga. Zauwazmy, ze algorytm odwotuje sie tylko do filtréw dolno- i gérnoprzepustowego.
Same wartoS$ci funkcji ¢ i ¥ nigdzie nie sa potrzebne. Zauwazmy tez, ze wzory powyzsze $a
tym efektywniejsze numerycznie, im krétsze s filtry, a jezeli sg nieskonczone to im szybciej
maleja.

dowod tw. Mallata. Przypomnijmy wzory

hn = <%w(§) ,w(-—n)>,
gn = <%w(5) ,w(-—n)>-

Rozwazmy wzdr na h,,. n jest dowolne, wiec wpiszmy w jego miejsce n — 2I, gdzie n,l € Z.

o= (5 (3)

(6)

o~ (n-20)

:/Zgwga;mrmw
“[ 2o (55
:/_Z%gp(g_z)mdx.

Dokonujemy zamiany zmiennych x — 27x. Granice catkowania nie zmieniajg sie

1 -
o= [ 5@ )@~ m) 2 da
oo q

= ﬁ <Pj—1,l(37) Spj,n(w) dx

1

\/5 <90j*1,n: ij,TL)'




Podobnie wyprowadzamy wzér dla g,,_o; i otrzymujemy

V2 hn o1 = {(@j—1.ns Pjn)s
V2 gn_o1 = (1.0, Pin)

Obliczylismy wspdétczynniki bazowe funkeji ;1 1 9j_1,; w bazie (1), wiec funkcje te maja
rozwiniecia

(7)

pj11=V2 Z hn—21 @jn,

(8) -
'L/ijl,l — \/§ Z In—-21 Pjn-

Wrzory te wstawiamy do definicji naszych ciggéw

aj—l(k) = (f, SOj—1,k>

= <f;\/§ Z hanI on,n>

n=—oo

= \/§ Z hn—2l <f7 @jm)

=2 Z hn—21 aj(n).

Podobnie obliczamy d;_; (k). Przypomnijmy, ze rozwiniecia (8) sa zbiezne w L?(R), wiec
iloczyny skalarne mozemy liczy¢ wyraz za wyrazem. W ten sposéb pokazaliSmy pierwsza
czes¢ twierdzenia.

Wzory (7) mozemy tez potraktowac jako wzory na wspétczynniki bazowe funkeji ¢, , € V;
w bazie (2). W takim razie

oo o0
Gin =3 (@imCi1k) Ci-th+ D (Lim>¥i-1.k) i1k
k=—o0 k=—o0
(9) o0 0o
=2 Z P21 5 1.1 + V2 Z Gn—2l Vj—1,k-
k=—o0 k=—o00

Mozemy wiec obliczy¢ wspotezynniki bazowe f

aj(n) = (f,%jn)

= <f;\/§ Z B o1 9 16 + V2 Z In—21 1/’j1,k>

k=—o0 k=—o0

=V2 > hpow (foin) +V2 D gnou (fio1k)

k=—o00 k=—o00

=V2 Y hpook aj(B) +V2 Y gaook dja (),

k=—00 k=—0c0



co konczy dowdéd. [

Przyjrzyjmy sie wzorom. Niech ciagi {hy,} i {jn} maja wspétczynniki

hy = h_y, 9n = G—n-

Wtedy, zgodnie z twierdzeniem Mallata

a1 (k) =vV2 Y hog_n aj(n) = V2 (h* a;)(2K),

di1(k) =v2 Y Ga-n aj(n) = V2(7xa;)(2Kk).

Obliczenie ciggdw a;_; i d;—; sprowadza si¢ wige do splotu wyjsciowego ciggu a; z ciggami
h i §, a nastepnie wybrania co drugiego elementu powstatych ciagéw (i pomnozenia przez
v/2). Odrzucenie co drugiego wyrazu po angielsku nazywa sie downsampling. W teorii prze-
twarzanie sygnatu operacje na sygnale czesto opisuje sie przy pomocy schematéw blokowych.
Nasza operacje mozemy przedstawi¢ schematycznie nastepujaco

&j &j—i
d
= G. = +2 —ji-_

Fig. 1. Jeden krok dyskretnej transformaty falkowej
Podobnie przyjrzyjmy sie drugiej czesci twierdzenia Mallata. Wprowadzmy nastepujace
oznaczenie. Jezeli dany jest ciag {a,}, to przez {a!,} oznaczamy jego ,rozrzedzenie”:

, { Qp/a 1 M- parzyste
0 : n - nieparzyste.

Ciag {ay} zostal wiec rozrzedzony zerami:

e, 01,00,01, ... = ...,a_1,0,a0,0,a1,0,a2,...



Wzér (5) mozna wtedy zapisaé

a;(n) = V2 Z hi—2k aj—1(k) + V2 Z gn—2k dj—1(k)

k=—o0 k=—c0

=V2 > hawaia(k/2)+V2 D gk dia(k/2)
kopareyste —

= \/i Z hn—k a}_l(k) + \/5 Z In—k d;—l(k)
k=—o0 k=—oc

= V2 (h « ay 1) (k) + V2 (g d;_q) (k).

Zauwazmy wiec, ze 1 krok odwrotnej transformaty falkowej sprowadza sie najpierw do roz-
rzedzenia sygnatéw wejSciowych a;_1 i d;—1 (po angielsku upsampling), a nastepnie splotu
kazdego sygnalu z odpowiednim ciggiem, i w koncu zlozenia (sumy). Sploty sa w zasadzie
z tymi samymi ciggami co w transformacie. Odwrotna transformate mozemy przedstawi¢ w
postaci schematu blokowego.
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Fig. 2. Jeden krok odwrotnej dyskretnej transformaty falkowe;j

We wzorach twierdzenia Mallata wspétezynniki filtréw sa mnozone przez /2 przy kazdym
uzyciu. W zastosowaniach z reguly filtry podawane sa od razu pomnozone przez v/2. I tak,
na przyklad filtr dolonoprzepustowy Haara, generowany przez funkcje daubcqf (2) pakietu
RWT ma wspdétczynniki 0,7071, 0,7071.

Sygnaly dyskretne. Sygnaly dyskretne to ciagi wartosci {f,}, skoniczone lub nie. Na ra-
zie rozwazamy sygnaly 1-wymiarowe. Najczesciej taki cigg wartosci to cigg probek jakiegos
sygnalu cigglego, na przyktad dzwieku. Analiza falkowa takiego sygnatu polega wyborze ana-
lizy wielorozdzielczej (czyli wyborze falki), nastepnie zanurzeniu sygnatu w przestrzeni 1, a
nastepnie obliczeniu wspétczynnikéw bazowych w bazie falkowej (ciagéw {d; }). Numerycznie



caly ten proces sprowadza si¢ do prostego i szybkiego algorytmu rekurencyjnego, w ktérym
wartosci funkcji skalujacej ani falki w ogéle sie nie pojawiaja. Jedynym elementem analizy
wielorozdzielczej wystepujacym w obliczeniach sa filtry dolno- i gérnoprzepustowy. Algorytm
opiera sie na twierdzeniu Mallata i nazywa sie algorytmem Mallata. Niech naszym sygnalem
bedzie ciag {f,}. Wybrawszy analize wielorozdzielcza przyporzadkujemy sygnatowi funkcje
few

(10) fl@y= > foelz—n).

n=—oo

Takie przyporzadkowanie jest bardzo naturalne. Najczesciej wartosci f, sa prébkami jakiejs
ciggtej wartosci fizycznej, pobieranymi w regularnych odstepach czasu. Czujnik pobierajacy
prébke z reguty pobierajac ja dokonuje usrednienia warto$ci w jakim$ przedziale czasu. Caty
proces pobrania prébek i przyporzadkowania im elementu f € V4 jest wiec rzutem wyjscio-
wego sygnaltu cigglego na V. W sumie bardzo naturalna i tagodna operacja, jezeli analize
wielorozdzielcza dobierzemy wtasciwie do charakteru badanego sygnatu.

Dyskretna transformata falkowa dyskretnego sygnatu {f,} to zbiér wspétczynnikéw ba-
zowych

(11) {dj(n) = (f,¥jn);dm €, j<—1}.

Widzimy wiec, ze obliczenie transformaty sprowadza sie do rekurencyjnego stosowania twier-
dzenia Mallata, z ag = {f,}. Sygnal mozna odtworzy¢ 7 jego transformaty falkowej (11)
stosujac rekurencyjnie druga czes¢ twierdzenia Mallata. W praktyce sygnal analizowany jest
zawsze skonczony i algorytm Mallata ma skoniczong liczbe krokéw.

Sygnaly skonczone. W przypadku sygnatu skonczonego sktadajacego sie z N prébek

{foafla"';fN—l}

algorytm wyglada nastepujaco. Algorytm ma zastosowanie do sygnatéw, ktérych dtugosc jest
potega 2, wiec najpierw ewentualnie wydtuzamy sygnat, poprzez dodanie zer, tak, aby jego
dlugoéé byta potega 2, N = 27. Nastepnie okreélamy wyjéciowy ciag ag, jako N-periodyzacje
sygnatu:

ao(n)me HZO,...,N—L

oraz
ap(n + kN) = ag(n), keZ,n=0,...,N —1.

Latwo zauwazy¢, ze zastosowanie 1 kroku transformaty falkowej do nam 2 ciggi
faa(m)ll o 1 {da()Rl
ktore sa okresowe o okresach dwukrotnie krétszych

a_1(n+ N/2) =a_q1(n), d_1(n+ N/2) =d_q(n).



Wynika to wprost ze wzoréw, na przyktad

a_1(n+N/2)=V2 > g aminy2) ao(k)

k=—o0

“VEZ Y T aolb

k=—00

=2 Z hi—2n ao(k+ N)

k=—0o0

V2 Y T aolh)

k=—o0

=a_1(n).

Ze wzgledu na ta okresowo$¢ sygnaly a 1 i d_1 sa o potowe kroétsze, bo zapamietujemy
tylko jeden okres kazdego ciaggu. Iterujac procedure, po J krokach uzyskujemy kompletna
transformate falkowa wyjsciowego sygnatu {fo,..., fn—_1}:

a_J(O),d_J(O),d_J+1(0),d_J+1(1), Ce ,d_l(O), e ,d_l(N/2 — 1).

Odwrotng transformate obliczamy podobnie. Kazdy ze skoniczonych ciagéw d; przedtuzamy
okresowo do ciggu nieskonczonego, dtugo$¢ okresu taka jak dlugo$c ciggu, nastepnie stosu-
jemy J razy twierdzenie Mallata. W kazdym kroku rekonstruujemy ciag a;, o coraz dtuzszym
okresie.

Algorytm kaskadowy. Wspominaliémy, ze funkcji skalujacych i falek Daubechies nie da
sie zapisa¢ zadnym jawnym wzorem (z wyjatkiem filtru dtugosci 2, dla ktérego funkcje te sa
funkcjami Haara). Nie ma to znaczenia dla algorytmu Mallata, w ktérym wystepuja tylko
wspoétczynniki filtréw. Bardzo tatwo mozna jednak obliczy¢ przyblizone wartosci funkcji ska-
lujacej i falki, dla dowolnej analizy wielorozdzielczej. Dzieki temu, na przyktad, mozna nary-
sowa¢ wykresy tych funkcji. Do przyblizonego obliczenia warto$ci stuzy tak zwany algorytm
kaskadowy, oparty na algorytmie Mallata.
Funkcja skalujaca Daubechies jest ciggta, na ograniczony nosnik, oraz

1=90) = [ pla)ds, | el <o

— o0 — o0

(ograniczmy sie do przypadku filtréw dtuzszych niz 2). Mamy nastepujacy fakt
Fakt. Jezeli funkcja f(x) jest ciggta, to dla kazdego z € R

[%fw+www@wwwiiﬂ ().

Jezeli f(x) jest ciggla jednostajnie, to zbiezno$é jest jednostajna, jezeli f(x) jest ciggta w
sensie Holdera, czyli

F@) — F@)| < Cla—yl*,  dia jakiegos 0<a <1,



to zbiezno$é jest wyktadnicza
m . — .
‘f@%—/ Fo+ )2 P ) dy| < 072
J —oo

Dowdd. Niech [—R, R] bedzie przedziatem, poza ktérym ¢(z) = 0. Na przyklad, z dowodu
twierdzenia 6 z rozdziatu o analizie MRA wynika, ze dla filtru o dtugosci 2k mamy R = 2k—1.
Ustalmy « oraz € > 0 i niech N € N bedzie takie, 7e

VizN |y <27 R = |[f(z) - flz+y)| <e

Dla 7 > N mamy wtedy oszacowanie
‘ / flz+y)2 27y dy‘ ‘/ fz+y)27 o2 y)dy
\/‘|ﬂ>—fu+wnwmeN@

:/mLﬂ@—f®+2’)HM)MU

— 0

R

:/ |f(z) — f(z+2779)] |o(y)| dy

R
< 6/ lo(y)| dy

gdzie
02/ e (y)] dy.

Zauwazmy, ze wszystkie tezy faktu wynikaja z powyzszego oszacowania. [J

Funkcja skalujaca i falka Daubechies sa rézniczkowalne, a wiec spetniajg warunek Holdera
z a = 1. Zbieznos¢ w powyzszym fakcie jest wiec dla nich wyktadnicza, czyli szybka. Niech
z bedzie liczba diadyczna, © = 277/ n, J, € Z. Wtedy

¢(z) = lim 2"/OC e2 7 n+y)e(27y)dy

j—o0 oo

Zjlijgo?m/ o(y) 2777 (2 y — 27 THin) dy

; /2
= Jlggo 27/ <<Pa Pjo—J+i n> ,
czyli, w punktach diadycznych 2=7 n, dla odpowiednio duzego j > J
(12) P27 n) = 2720, 05050 ) = 21%a;(27 m),

gdzie ciagg a; z twierdzenia Mallata jest obliczony dla f = ¢. Ciag ten mozemy obliczy¢
dla dowolnego j > 0 korzystajac z drugiej czeSci twierdzenia Mallata. Wiemy, ze dla f = ¢



ciag ap sklada si¢ z 1 w zerze i poza tym samych zer, a ciagi d; sktadaja si¢ z samych zer,
dla j > 0. Aby narysowaé wykres ¢(x) postepujemy wiec nastepujaco. Wybieramy J € Z
odpowiednio duze, w zaleznoSci od potrzebnej doktadno$ci. Wartosé J decyduje o tym, jak
gesta jest siatka liczb postaci 2/ n, ale takze o dokladnosci przyblizenia (12), w ktérym
wezmiemy 7 = J. Nastepnie stosujemy twierdzenie Mallata J razy. Podobnie postepujemy
w celu narysowania wykresu falek. Wychodzimy od ciagéw

ap(k) =0, do(k) = 0(0), (jedynka w 01i 0 poza tym), di(k)=0, dla j>1.

Nastepnie stosujemy twierdzenie Mallata J razy. Na obrazkach pokazujemy kilka przyktadéw.
W kazdym przypadku stosowalismy .J = 15.

Fig. 3. Funkcja skalujaca i falka Daubechies, filtry dlugosci 4

Wykresy funkcji skalujacych zostaly wygenerowane przy pomocy nastepujacego skryptu
w Matlabie. Nalezy wybra¢ N w 1 linijce (dlugosé filtra), oraz J w linijce 5 (dokladnosé).

N=20;%dtugosé filtra, musi by¢ parzysta

A=-1;%lewy zakres wykresu funkcji skalujacej, musi byé ujemny
B=N;%prawy zakres wykresu funkcji skalujgcej, musi byc > N-1
h=daubcqf (N) ;

J=15;

a=2"Jx(N-1);

dx=2"(-J);

X=[floor(A) :dx:floor(B)];

phil=zeros(1l,size(X,2));

offset=-floor(A)/dx;

phi=zeros(1,a+1);

temp=zeros(1,a+1);

phi(1)=1;

for j=1:7J
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temp=phi;
for n=0:a
c=0;
par=n-2xfloor(n/2);
for 1l=par:2:N-1
ind=(n-1)/2;
if (ind>=0)&(ind<=a)
c=c+h(1+1) *temp (ind+1) ;
end;
end;
phi(n+1)=c;
end;
end;
for i=1:a+i
phil(offset+i)=phi(i);
end;
phil=sqrt(27J)*phil;
plot(X,phil,’black’);

Fig. 4. Funkcja skalujaca i falka Daubechies, filtry dtugosci 10



Fig. 5. Funkcja skalujaca i falka Daubechies, filtry dtugosci 20
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