
Rozdziaª 4.Algorytmy numery
zne10.06.2007Algorytm Mallata. Przypomnijmy, »e dla danej analizy MRA i dowolnego j 2 Z prze-strze« Vj rozkªada si� na dwie wzajemnie prostopadªe podprzestrzenieVj = Vj�1 �Wj�1:Zauwa»my, »e zgodnie z tym, 
o wiemy o analizie wielorozdziel
zej, w przestrzeni Vj mamybaz� ortonormaln¡(1) f'j;n(x); n 2 Zg;w przestrzeni Vj�1 baz� o. n. f'j�1;n(x); n 2 Zg;oraz w przestrzeni Wj�1 baz� o. n. f j�1;n(x); n 2 Zg;gdzie ' jest funk
j¡ skaluj¡
¡ analizy,  zwi¡zan¡ z ni¡ falk¡, oraz u»ywamy nast�puj¡
y
hozna
ze« 'j;n(x) = 2j=2'(2jx� n);  j;n(x) = 2j=2 (2jx� n):W takim razie w przestrzeni Vj mamy do dyspozy
ji dwie ró»ne bazy o. n., baz� (1), orazbaz�(2) f'j�1;n(x);  j�1;n(x);n 2 Zg:Wa»n¡ wªasno±
i¡ falek jest to, »e istnieje szybki algorytm pozwalaj¡
y obli
za¢ wspóª
zyn-niki bazowe danej funk
ji f 2 Vj w jednej z powy»szy
h baz przy pomo
y wspóª
zynnikówbazowy
h w drugiej. Jest to tak zwany algorytm Mallata, b�d¡
y podstaw¡ dyskretnej trans-formaty falkowej (
z�sto nazywanej w skró
ie DWT).Nie
h f 2 L2(R), i wprowad¹my nast�puj¡
e ozna
zenia na 
i¡gi wspóª
zynników bazo-wy
h f w ró»ny
h baza
h:(3) aj(n) = hf; 'j;ni; dj(n) = hf;  j;ni:Przypomnijmy, »e przez fhng1n=�1 ozna
zamy �ltr dolnoprzepustowy analizy, zde�niowanyprzez 12'�x2 � x� = 1Xn=�1hn'(x� n);a przez fgng1n=�1 ozna
zamy �ltr górnoprzepustowy, dany przezgn = (�1)n�1h1�n;przy 
zym falka  dana jest przez12 �x2 � x� = 1Xn=�1 gn'(x� n):Nast�puj¡
e twierdzenie przedstawia algorytm.1



2Twierdzenie Mallata. Transformata:(4) aj�1(k) = p2 1Xn=�1hn�2k aj(n);dj�1(k) = p2 1Xn=�1 gn�2k aj(n):Transformata odwrotna:(5) aj(n) = p2 1Xk=�1hn�2k aj�1(k) +p2 1Xk=�1 gn�2k aj�1(k):Uwaga. Zauwa»my, »e algorytm odwoªuje si� tylko do �ltrów dolno- i górnoprzepustowego.Same warto±
i funk
ji ' i  nigdzie nie s¡ potrzebne. Zauwa»my te», »e wzory powy»sze s¡tym efektywniejsze numery
znie, im krótsze s¡ �ltry, a je»eli s¡ niesko«
zone to im szyb
iejmalej¡.dowód tw. Mallata. Przypomnijmy wzory(6) hn = �12 '� �2� ; '(� � n)� ;gn = �12  � �2� ; '(� � n)� :Rozwa»my wzór na hn. n jest dowolne, wi�
 wpiszmy w jego miejs
e n� 2l, gdzie n; l 2 Z.hn�2l = �12 '� �2� ; '(� � (n� 2l))�= Z 1�1 12 '�x2�'(x� n+ 2l) dx= Z 1�1 12 '�x� 2l2 �'(x� n) dx= Z 1�1 12 '�x2 � l�'(x� n) dx:Dokonujemy zamiany zmienny
h x 7! 2jx. Grani
e 
aªkowania nie zmieniaj¡ si�hn�2l = Z 1�1 12 '(2j�1x� l)'(2j � n) 2j dx= Z 1�1 1p2 'j�1;l(x)'j;n(x) dx= 1p2 h'j�1;n; 'j;ni:



3Podobnie wyprowadzamy wzór dla gn�2l i otrzymujemy(7) p2hn�2l = h'j�1;n; 'j;ni;p2 gn�2l = h j�1;n; 'j;ni:Obli
zyli±my wspóª
zynniki bazowe funk
ji 'j�1;l i  j�1;l w bazie (1), wi�
 funk
je te maj¡rozwini�
ia(8) 'j�1;l = p2 1Xn=�1hn�2l 'j;n; j�1;l = p2 1Xn=�1 gn�2l 'j;n:Wzory te wstawiamy do de�ni
ji naszy
h 
i¡gówaj�1(k) = hf; 'j�1;ki= *f;p2 1Xn=�1hn�2l 'j;n+= p2 1Xn=�1hn�2l hf; 'j;ni= p2 1Xn=�1hn�2l aj(n):Podobnie obli
zamy dj�1(k). Przypomnijmy, »e rozwini�
ia (8) s¡ zbie»ne w L2(R), wi�
ilo
zyny skalarne mo»emy li
zy¢ wyraz za wyrazem. W ten sposób pokazali±my pierwsz¡
z�±¢ twierdzenia.Wzory (7) mo»emy te» potraktowa¢ jako wzory na wspóª
zynniki bazowe funk
ji 'j;n 2 Vjw bazie (2). W takim razie(9) 'j;n = 1Xk=�1h'j;n; 'j�1;ki 'j�1;k + 1Xk=�1h'j;n;  j�1;ki  j�1;k= p2 1Xk=�1hn�2l 'j�1;k +p2 1Xk=�1 gn�2l  j�1;k:Mo»emy wi�
 obli
zy¢ wspóª
zynniki bazowe faj(n) = hf; 'j;ni= *f;p2 1Xk=�1hn�2l 'j�1;k +p2 1Xk=�1 gn�2l  j�1;k+= p2 1Xk=�1hn�2l hf; 'j�1;ki+p2 1Xk=�1 gn�2l hf;  j�1;ki= p2 1Xk=�1hn�2k aj�1(k) +p2 1Xk=�1 gn�2k dj�1(k);
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o ko«
zy dowód. �Przyjrzyjmy si� wzorom. Nie
h 
i¡gi f~hng i f~gng maj¡ wspóª
zynniki~hn = h�n; ~gn = g�n:Wtedy, zgodnie z twierdzeniem Mallataaj�1(k) = p2 1Xn=�1 ~h2k�n aj(n) = p2 (~h � aj)(2k);dj�1(k) = p2 1Xn=�1 ~g2k�n aj(n) = p2 (~g � aj)(2k):Obli
zenie 
i¡gów aj�1 i dj�1 sprowadza si� wi�
 do splotu wyj±
iowego 
i¡gu aj z 
i¡gami~h i ~g, a nast�pnie wybrania 
o drugiego elementu powstaªy
h 
i¡gów (i pomno»enia przezp2). Odrzu
enie 
o drugiego wyrazu po angielsku nazywa si� downsampling. W teorii prze-twarzanie sygnaªu opera
je na sygnale 
z�sto opisuje si� przy pomo
y s
hematów blokowy
h.Nasz¡ opera
j� mo»emy przedstawi¢ s
hematy
znie nast�puj¡
o

Fig. 1. Jeden krok dyskretnej transformaty falkowejPodobnie przyjrzyjmy si� drugiej 
z�±
i twierdzenia Mallata. Wprowad¹my nast�puj¡
eozna
zenie. Je»eli dany jest 
i¡g f�ng, to przez f�0ng ozna
zamy jego ÿrozrzedzenie":�0n = � �n=2 : n - parzyste0 : n - nieparzyste:Ci¡g f�ng zostaª wi�
 rozrzedzony zerami:: : : ; ��1; �0; �1; : : : ) : : : ; ��1; 0; �0; 0; �1; 0; �2; : : :



5Wzór (5) mo»na wtedy zapisa¢aj(n) = p2 1Xk=�1hn�2k aj�1(k) +p2 1Xk=�1 gn�2k dj�1(k)= p2 1Xk=�1k-parzyste hn�k aj�1(k=2) +p2 1Xk=�1k-parzyste gn�k dj�1(k=2)= p2 1Xk=�1hn�k a0j�1(k) +p2 1Xk=�1 gn�k d0j�1(k)= p2 (h � a0j�1)(k) +p2 (g � d0j�1)(k):Zauwa»my wi�
, »e 1 krok odwrotnej transformaty falkowej sprowadza si� najpierw do roz-rzedzenia sygnaªów wej±
iowy
h aj�1 i dj�1 (po angielsku upsampling), a nast�pnie splotuka»dego sygnaªu z odpowiednim 
i¡giem, i w ko«
u zªo»enia (sumy). Sploty s¡ w zasadziez tymi samymi 
i¡gami 
o w transforma
ie. Odwrotn¡ transformat� mo»emy przedstawi¢ wposta
i s
hematu blokowego.

Fig. 2. Jeden krok odwrotnej dyskretnej transformaty falkowejWe wzora
h twierdzenia Mallata wspóª
zynniki �ltrów s¡ mno»one przez p2 przy ka»dymu»y
iu. W zastosowania
h z reguªy �ltry podawane s¡ od razu pomno»one przez p2. I tak,na przykªad �ltr dolonoprzepustowy Haara, generowany przez funk
j� daub
qf(2) pakietuRWT ma wspóª
zynniki 0; 7071, 0; 7071.Sygnaªy dyskretne. Sygnaªy dyskretne to 
i¡gi warto±
i ffng, sko«
zone lub nie. Na ra-zie rozwa»amy sygnaªy 1-wymiarowe. Naj
z�±
iej taki 
i¡g warto±
i to 
i¡g próbek jakiego±sygnaªu 
i¡gªego, na przykªad d¹wi�ku. Analiza falkowa takiego sygnaªu polega wyborze ana-lizy wielorozdziel
zej (
zyli wyborze falki), nast�pnie zanurzeniu sygnaªu w przestrzeni V0, anast�pnie obli
zeniu wspóª
zynników bazowy
h w bazie falkowej (
i¡gów fdjg). Numery
znie



6
aªy ten pro
es sprowadza si� do prostego i szybkiego algorytmu rekuren
yjnego, w którymwarto±
i funk
ji skaluj¡
ej ani falki w ogóle si� nie pojawiaj¡. Jedynym elementem analizywielorozdziel
zej wyst�puj¡
ym w obli
zenia
h s¡ �ltry dolno- i górnoprzepustowy. Algorytmopiera si� na twierdzeniu Mallata i nazywa si� algorytmem Mallata. Nie
h naszym sygnaªemb�dzie 
i¡g ffng. Wybrawszy analiz� wielorozdziel
z¡ przyporz¡dkujemy sygnaªowi funk
j�f 2 V0(10) f(x) = 1Xn=�1 fn '(x� n):Takie przyporz¡dkowanie jest bardzo naturalne. Naj
z�±
iej warto±
i fn s¡ próbkami jakiej±
i¡gªej warto±
i �zy
znej, pobieranymi w regularny
h odst�pa
h 
zasu. Czujnik pobieraj¡
ypróbk� z reguªy pobieraj¡
 j¡ dokonuje u±rednienia warto±
i w jakim± przedziale 
zasu. Caªypro
es pobrania próbek i przyporz¡dkowania im elementu f 2 V0 jest wi�
 rzutem wyj±
io-wego sygnaªu 
i¡gªego na V0. W sumie bardzo naturalna i ªagodna opera
ja, je»eli analiz�wielorozdziel
z¡ dobierzemy wªa±
iwie do 
harakteru badanego sygnaªu.Dyskretna transformata falkowa dyskretnego sygnaªu ffng to zbiór wspóª
zynników ba-zowy
h(11) fdj(n) = hf;  j;ni; j; n 2 Z; j ¬ �1g:Widzimy wi�
, »e obli
zenie transformaty sprowadza si� do rekuren
yjnego stosowania twier-dzenia Mallata, z a0 = ffng. Sygnaª mo»na odtworzy¢ z jego transformaty falkowej (11)stosuj¡
 rekuren
yjnie drug¡ 
z�±¢ twierdzenia Mallata. W prakty
e sygnaª analizowany jestzawsze sko«
zony i algorytm Mallata ma sko«
zon¡ li
zb� kroków.Sygnaªy sko«
zone. W przypadku sygnaªu sko«
zonego skªadaj¡
ego si� z N próbekff0; f1; : : : ; fN�1galgorytm wygl¡da nast�puj¡
o. Algorytm ma zastosowanie do sygnaªów, który
h dªugo±¢ jestpot�g¡ 2, wi�
 najpierw ewentualnie wydªu»amy sygnaª, poprzez dodanie zer, tak, aby jegodªugo±¢ byªa pot�g¡ 2, N = 2J . Nast�pnie okre±lamy wyj±
iowy 
i¡g a0, jako N -periodyza
j�sygnaªu: a0(n) = fn; n = 0; : : : ; N � 1;oraz a0(n+ kN) = a0(n); k 2 Z; n = 0; : : : ; N � 1:�atwo zauwa»y¢, »e zastosowanie 1 kroku transformaty falkowej do nam 2 
i¡gifa�1(n)g1n=�1 i fd�1(n)g1n=�1;które s¡ okresowe o okresa
h dwukrotnie krótszy
ha�1(n+N=2) = a�1(n); d�1(n+N=2) = d�1(n):



7Wynika to wprost ze wzorów, na przykªada�1(n+N=2) = p2 1Xk=�1hk�2(n+N=2) a0(k)= p2 1Xk=�1hk�2n�N a0(k)= p2 1Xk=�1hk�2n a0(k +N)= p2 1Xk=�1hk�2n a0(k)= a�1(n):Ze wzgl�du na t¡ okresowo±¢ sygnaªy a�1 i d�1 s¡ o poªow� krótsze, bo zapami�tujemytylko jeden okres ka»dego 
i¡gu. Iteruj¡
 pro
edur�, po J kroka
h uzyskujemy kompletn¡transformat� falkow¡ wyj±
iowego sygnaªu ff0; : : : ; fN�1g:a�J(0); d�J (0); d�J+1(0); d�J+1(1); : : : ; d�1(0); : : : ; d�1(N=2� 1):Odwrotn¡ transformat� obli
zamy podobnie. Ka»dy ze sko«
zony
h 
i¡gów dj przedªu»amyokresowo do 
i¡gu niesko«
zonego, dªugo±¢ okresu taka jak dªugo±¢ 
i¡gu, nast�pnie stosu-jemy J razy twierdzenie Mallata. W ka»dym kroku rekonstruujemy 
i¡g aj , o 
oraz dªu»szymokresie.Algorytm kaskadowy. Wspominali±my, »e funk
ji skaluj¡
y
h i falek Daube
hies nie dasi� zapisa¢ »adnym jawnym wzorem (z wyj¡tkiem �ltru dªugo±
i 2, dla którego funk
je te s¡funk
jami Haara). Nie ma to zna
zenia dla algorytmu Mallata, w którym wyst�puj¡ tylkowspóª
zynniki �ltrów. Bardzo ªatwo mo»na jednak obli
zy¢ przybli»one warto±
i funk
ji ska-luj¡
ej i falki, dla dowolnej analizy wielorozdziel
zej. Dzi�ki temu, na przykªad, mo»na nary-sowa¢ wykresy ty
h funk
ji. Do przybli»onego obli
zenia warto±
i sªu»y tak zwany algorytmkaskadowy, oparty na algorytmie Mallata.Funk
ja skaluj¡
a Daube
hies jest 
i¡gªa, na ograni
zony no±nik, oraz1 = '̂(0) = Z 1�1 '(x) dx; Z 1�1 j'(x)j dx <1(ograni
zmy si� do przypadku �ltrów dªu»szy
h ni» 2). Mamy nast�puj¡
y faktFakt. Je»eli funk
ja f(x) jest 
i¡gªa, to dla ka»dego x 2 RZ 1�1 f(x+ y) 2j '(2j y) dy j!1���! f(x):Je»eli f(x) jest 
i¡gªa jednostajnie, to zbie»no±¢ jest jednostajna, je»eli f(x) jest 
i¡gªa wsensie H�oldera, 
zylijf(x)� f(y)j ¬ Cjx� yj�; dla jakiego± 0 < � ¬ 1;



8to zbie»no±¢ jest wykªadni
za����f(x)� Z 1�1 f(x+ y) 2j '(2j y) dy���� ¬ C 0 2�j�:Dowód. Nie
h [�R;R℄ b�dzie przedziaªem, poza którym '(x) � 0. Na przykªad, z dowodutwierdzenia 6 z rozdziaªu o analizie MRA wynika, »e dla �ltru o dªugo±
i 2k mamy R = 2k�1.Ustalmy x oraz � > 0 i nie
h N 2 N b�dzie takie, »e8j ­ N jyj < 2�j R ) jf(x)� f(x+ y)j < �:Dla j ­ N mamy wtedy osza
owanie����f(x)� Z 1�1 f(x+ y) 2j '(2j y) dy���� = ����Z 1�1(f(x)� f(x+ y)) 2j '(2j y) dy����¬ Z 1�1 jf(x)� f(x+ y)j 2j j'(2j y)j dy= Z 1�1 jf(x)� f(x+ 2�j y)j j'(y)j dy= Z R�R jf(x)� f(x+ 2�j y)j j'(y)j dy¬ � Z R�R j'(y)j dy¬ C�;gdzie C = Z 1�1 j'(y)j dy:Zauwa»my, »e wszystkie tezy faktu wynikaj¡ z powy»szego osza
owania. �Funk
ja skaluj¡
a i falka Daube
hies s¡ ró»ni
zkowalne, a wi�
 speªniaj¡ warunek H�olderaz � = 1. Zbie»no±¢ w powy»szym fak
ie jest wi�
 dla ni
h wykªadni
za, 
zyli szybka. Nie
hx b�dzie li
zb¡ diady
zn¡, x = 2�J n, J;2 Z. Wtedy'(x) = limj!1 2j Z 1�1 '(2�J n+ y)'(2j y) dy= limj!1 2j=2 Z 1�1 '(y) 2j=2 '(2j y � 2�J+j n) dy= limj!1 2j=2 
';'j;2�J+j n� ;
zyli, w punkta
h diady
zny
h 2�J n, dla odpowiednio du»ego j ­ J(12) '(2�J n) ' 2j=2h';'j;2j�J ni = 2j=2aj(2j�J n);gdzie 
i¡g aj z twierdzenia Mallata jest obli
zony dla f = '. Ci¡g ten mo»emy obli
zy¢dla dowolnego j > 0 korzystaj¡
 z drugiej 
z�±
i twierdzenia Mallata. Wiemy, »e dla f = '
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i¡g a0 skªada si� z 1 w zerze i poza tym samy
h zer, a 
i¡gi dj skªadaj¡ si� z samy
h zer,dla j ­ 0. Aby narysowa¢ wykres '(x) post�pujemy wi�
 nast�puj¡
o. Wybieramy J 2 Zodpowiednio du»e, w zale»no±
i od potrzebnej dokªadno±
i. Warto±¢ J de
yduje o tym, jakg�sta jest siatka li
zb posta
i 2J n, ale tak»e o dokªadno±
i przybli»enia (12), w którymwe¹miemy j = J . Nast�pnie stosujemy twierdzenie Mallata J razy. Podobnie post�pujemyw 
elu narysowania wykresu falek. Wy
hodzimy od 
i¡gówa0(k) � 0; d0(k) = Æ(0); (jedynka w 0 i 0 poza tym); dj(k) � 0; dla j ­ 1:Nast�pnie stosujemy twierdzenie Mallata J razy. Na obrazka
h pokazujemy kilka przykªadów.W ka»dym przypadku stosowali±my J = 15.
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Fig. 3. Funk
ja skaluj¡
a i falka Daube
hies, �ltry dªugo±
i 4Wykresy funk
ji skaluj¡
y
h zostaªy wygenerowane przy pomo
y nast�puj¡
ego skryptuw Matlabie. Nale»y wybra¢ N w 1 linij
e (dªugo±¢ �ltra), oraz J w linij
e 5 (dokªadno±¢).N=20;%dªugo±¢ filtra, musi by¢ parzystaA=-1;%lewy zakres wykresu funk
ji skaluj¡
ej, musi by¢ ujemnyB=N;%prawy zakres wykresu funk
ji skaluj¡
ej, musi by¢ > N-1h=daub
qf(N);J=15;a=2^J*(N-1);dx=2^(-J);X=[floor(A):dx:floor(B)℄;phi1=zeros(1,size(X,2));offset=-floor(A)/dx;phi=zeros(1,a+1);temp=zeros(1,a+1);phi(1)=1;for j=1:J



10 temp=phi;for n=0:a
=0;par=n-2*floor(n/2);for l=par:2:N-1ind=(n-l)/2;if (ind>=0)&(ind<=a)
=
+h(l+1)*temp(ind+1);end;end;phi(n+1)=
;end;end;for i=1:a+1phi1(offset+i)=phi(i);end;phi1=sqrt(2^J)*phi1;plot(X,phi1,'bla
k');
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Fig. 4. Funk
ja skaluj¡
a i falka Daube
hies, �ltry dªugo±
i 10
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