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0.1 Liczby rzeczywiste i zespolone

Liczby rzeczywiste

Nie bedziemy szczegdétowo zajmowacé sie konstrukcja zbioru liczb rzeczywi-
stych. Konstrukcja zbioru liczb rzeczywistych, okreslenie dziatan na liczbach
i pokazanie wszystkich potrzebnych wtasnosci to temat bardzo ciekawy, i
na pewno warto sie nim zainteresowa¢. Ale na tym wykladzie przypomnimy
tylko najwazniejsze fakty, i zaktadamy, ze generalnie liczby rzeczywiste wszy-
scy znaja. Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy R, a liczbe rzeczywista ro-
zumiemy jako rozwiniecie dziesietne (ciagi cyfr dziesietnych), na przyktad
123,357290. ... Rozwiniecie dziesietne zawiera przecinek, jest skoriczone po
lewej stronie i skonczone lub nieskoriczone po prawej stronie. Rozwiniecia
moga mie¢ znak, wtedy nazywamy je liczbami ujemnymi. Wszyscy wiemy,
jak dodawaé, odejmowacé, mnozy¢ i dzieli¢ takie liczby, oraz znamy wtasno-
Sci tych dziatan, na przyktad tacznosé i rozdzielno$é. Przypomnijmy wazne
fakty:

1. Jezeli pewien uktad cyfr po przecinku powtarza sie okresowo, to ten
uktad cyfr zapisujemy w nawiasie: 0,03212512512--- = 0,032(125).

2. Jezeli od pewnego miejsca po przecinku w rozwinieciu s same zera, to

nie piszemy ich, i takie rozwiniecie nazywamy skoriczonym 3, 234000000 - - -

3,234(0) = 3,234.

3. W zasadzie rézne rozwiniecia dziesietne oznaczaja rozne liczby. Sa jed-
nak wyjatki, i zdarza sie, ze 2 rézne rozwiniecia dziesietne oznaczaja
ta sama liczbe rzeczywista. Wyjatek taki ma miejsce w sytuacji, gdy
w rozwinieciu od pewnego miejsca sa same 9. Takie rozwiniecie re-
prezentuje ta sama liczbe, co rozwiniecie, gdzie dziewiatki zastapimy
zerami, a pierwsza (od prawej) cyfre mniejsza od 9 powiekszamy o 1.
Na przyktad 0,09999--- = 0,0(9) = 0,1. Mozna to latwo udowodnié,
korzystajac z wlasnosci dzialan (na przyktad tego, ze mnozenie przez 10
oznacza przesuniecie przecinka dziesietnego w prawo o jedna pozycje).
Niech z = 0,0(9). Mamy wtedy

10-2=0,(9)=0,94+0,009)=0,942=9-2=0,9=2=0,1.

Liczby rzeczywiste, ktorych rozwiniecia dziesietne maja po przecinku
same zera nazywamy liczbami catkowitymi, i oznaczamy Z. Dodatnie liczby
catkowite 1,2,... (bez zera) nazywamy liczbami naturalnymi i oznaczamy

N.



Liczby wymierne

Liczby ktorych rozwiniecia sa skonczone lub okresowe nazywamy liczbami
wymiernymi. Zbior liczb wymiernych oznaczamy Q. Liczby wymierne mozna
zapisa¢ jako utamki ™, gdzie m,n € Z, oraz n # 0. Jezeli n € N oraz m i
n nie maja wspolnego dzielnika, to przedstawienie liczby wymiernej x jako
utamka ™ jest jednoznaczne, a taki utamek nazywamy nieskracalnym. Kazda

liczbe wymierng mozna przedstawi¢ jako utamek nieskracalny.

Przyktady: (a) % = 0,1428571428 - - - = 0, (142857). Rozwiniecie dziesietne
otrzymujemy po prostu stosujac ,dtugie dzielenie”. Dzielac kolejno w pew-
nym momencie widzimy, ze reszta powtarza sie, i zauwazamy w zwigzku z
tym okres.

(b) 0,123 = %. Jest to utamek nieskracalny, gdyz licznik i mianownik nie
maja wspolnych dzielnikéw, a mianownik jest dodatni.

(c) 0, (arag---ax) = "5 (k — dziewigtek w mianowniku). Fatwo to udo-

wodnié¢, wypisujac i rozwiazujac odpowiednie rownanie na x = 0, (ay - - - ay).

(d) Przeksztalcimy nastepujace rozwiniecie dziesietne na utamek
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Liczby niewymierne

Liczby rzeczywiste ktore nie sg wymierne, czyli ktorych rozwiniecia dziesietne
sa nieskonczone i nieokresowe nazywamy liczbami niewymiernymi.

Przyktady: (a) Napiszmy liczbe, w ktorej rozwinieciu dziesietnym coraz dtuz-
sze ciagi zer przedzielane sg jedynkami:

x = 0,101001000100001 - --10---010--- .

Serie zer sg coraz dluzsze, a wiec rozwiniecie nie jest okresowe. Nie jest tez
skoniczone, bo zawiera nieskonczenie wiele jedynek. z jest wiec liczba rzeczy-
wista niewymierng.

(b) Innym przyktadem liczby niewymiernej jest v/100. Pokazemy, ze v/100
nie jest liczba wymierng. Rozumowanie to jest typowe, i mozna je zaadapto-
wa¢ do wielu przykladow. Zalozmy, ze /100 jest liczba wymierna, i przed-
stawmy ja w postaci utamka nieskracalnego
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5 dzieli lewa strone ostatniej réwnosci, wiec musi dzieli¢ prawa strone. 5
jest liczba pierwsza, wiec jezeli dzieli iloczyn liczb, to musi dzieli¢ ktorys z
czynnikow (to jest wlasnosé liczb pierwszych). W takim razie 5 musi dzieli¢
m, a w takim razie prawa strona, jako sze$cian, dzieli sie przez 125. W takim
razie po lewej stronie rownosci n® musi sie dzieli¢ przez 5 (bo 100 dzieli sig
tylko przez 25), a wiec znowuz, skoro 5 jest liczba pierwsza, n musi dzielié¢ sie
przez 5. Utamek “* nie jest wigc nieskracalny, co jest sprzeczne z zalozeniem.
Zalozenie, 7e /100 jest liczba wymierna musi wiec by¢ falszywe.

Uwagi: (i) Liczba pierwsza to liczna naturalna, ktora nie ma innych dziel-
nikow oprocz 1 i siebie samej. Liczby pierwsze maja nastepujaca wlasnosé:
jezeli p jest pierwsza i p|m - n (p dzieli m - n), to p|m lub p|n.

(ii) Powyzsze rozumowanie stanowi zastosowanie rozkladu liczby na czyn-
niki pierwsze. Kazdg liczbe naturalng mozna roztozy¢ na iloczyn czynnikow,
ktore sg liczbami pierwszymi. Taki rozktad nazywamy rozktadem na czynniki
pierwsze. Rozktad taki jest jednoznaczny. W réwnosci

n3-100 = m?

czynniki pierwsze n3 i m? wystepuja w kompletach po 3, a czynniki pierwsze

100, czyli 2 i 5 nie maja takich kompletow. Istnienie i jednoznacznosé¢ roz-
ktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze to wtasnos¢ zbioru N, ktorej
nie bedziemy dowodzi¢, ale o ktorej zawsze warto pamietac. Jako ¢wiczenie
w ktorym rozktad na czynniki pierwsze moze sie przyda¢ przytoczmy jeszcze
nastepujace pytanie: ile zer koicowych ma liczba (1000)! (1000 silnia)?

(iii) Pierwiastek wystepujacy w poprzednim przyktadzie, podobnie jak loga-
rytm i potegi wystepujace w nastepnym stanowia przyktady funkcji elemen-
tarnych. Zakladamy, ze znamy funkcje elementarne, i nie bedziemy zajmowa¢é
sie ich definicjami. W nastepnym rozdziale kr6tko przypomnimy najwazniej-
sze fakty z nimi zwigzane.

(c) logy3. Bedziemy rozumowaé jak w poprzednim przykladzie. Niech
log, 3 = ™ bedzie ulamkiem nieskracalnym

log,3=2 = 2% =3 = 2m=3"
n

Otrzymalismy sprzeczno$é¢, gdyz lewa strona ostatniej rownosci zawiera je-
dynie dwojki jako swoje czynniki pierwsze, a prawa strona jedynie trojki.
Zalozenie, ze log, 3 € Q musi wiec by¢ falszywe.

(d) Suma, roznica, iloczyn i iloraz dwoch liczb wymiernych sa wymierne
(nie mozna dzieli¢ przez zero). Suma, roznica, iloczyn i iloraz liczby wy-
miernej i niewymiernej sa niewymierne (chyba ze, w przypadku mnozenia i
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dzielenia, liczba wymierna jest rowna 0). Wynik dziatan na dwoch liczbach
niewymiernych moze byé¢ rézny, wymierny lub niewymierny, w zalezno$ci od
konkretnych wartodci.

Interpretacja geometryczna

O liczbach rzeczywistych mozemy mysleé¢ jako o punktach prostej. Na prostej
zaznaczamy miejsce zera i jedynki, strzatka oznaczamy kierunek wzrostu,
i kazdej liczbie rzeczywiste] mozna przyporzadkowaé, w sposob wzajemnie
jednoznaczny punkt takiej prostej.

Rysunek 1: Prosta rzeczywista

Uporzadkowanie zbioru R

Jezeli © — y jest liczbg dodatnia, to piszemy x > y (,x jest wieksze od y”),
jezeli nieujemna, to piszemy x > y. Podobnie, jezeli x — y jest liczba ujemna
to piszemy x < y, jezeli niedodatniag, to z < y. Widzimy wiec, ze dla
x,y € R mamy albo x = y, albo x < y albo x > y. Moéwimy, ze zbior R
jest uporzadkowany. Na prostej rzeczywistej © > y jezeli x jest bardziej na
prawo od y — symbolizuje to strzatka w prawo — w prawo liczby rosng.

Symbole

V czytamy ,dla kazdego”, 3 czytamy ,istnieje”, < czytamy ,wtedy i tylko
wtedy”, (--+) = (--+) czytamy ,z (---) wynika (---)”, € czytamy ,nalezy
do”, C czytamy ,,jest podzbiorem”.



Aksjomat Archimedesa

Liczby rzeczywiste maja nastepujaca wltasnosé, ktora jest intuicyjnie zupelnie
jasna: dla dowolnych x,y > 0 istnieje liczba naturalna n taka, ze

nr > y.
Uzywajac przytoczonych powyzej symboli aksjomat mozemy zapisa¢ jako
Vae,y>0dneN nx >y.

7 aksjomatu Archimedesa wynika, na przyktad, ze istniejg liczby naturalne
dowolnie duze (wieksze od kazdej ustalonej liczby rzeczywistej). Poniewaz
mnozenie przez —1 odwraca nieréwnodci, wiec z aksjomatu wynika tez, ze
istnieja liczby catkowite dowolnie mate (mniejsze od kazdej ustalonej liczby
rzeczywistej). Zauwazmy, ze z aksjomatu wynika tez, ze istnieja liczby do-
datnie dowolnie male (dodatnie, ale mniejsze od dowolnej innej dodatniej).
Bedziemy uzywali wszystkich tych faktow, nie powohlujac sie juz bezposrednio
na aksjomat Archimedesa.

Kresy

Mowimy, 7e zbior A C R jest ograniczony od gory, jezeli
JdevVze X z<e,
ograniczony od dohu, jezeli
JdVzreXaz>d,

i ograniczony, jezeli jest ograniczony od gory i od dotu jednocze$nie. State
¢ i d w powyzszych warunkach nazywamy odpowiednio ograniczeniem od
gory i od dotu zbioru A. Zbioér liczb naturalnych jest ograniczony od dotu
(ograniczeniem od dotu jest, na przykltad liczba 1), ale nie jest ograniczony
od gory (z aksjomatu Archimedesa wynika, ze nie da sie znalez¢ ¢, bedacego
ograniczeniem N od gory). Jezeli zbior A C R jest ograniczony od gory, to
najmniejsze ograniczenie A od gory nazywamy kresem gérnym A i oznaczamy
sup A (supremum A). Jezeli A C R jest ograniczony od dotu, to najwieksze
ograniczenie A od dotu nazywamy kresem dolnym A, i zapisujemy inf A
(infimum A). Czyli, s = sup A jezeli

eVrxeAx<s,

eVu<sdzxeAx>u.



Warunek (i) mowi, ze A jest ograniczony od gory i s jest ograniczeniem od
gory, a warunek (ii) mowi, ze zadna liczba mniejsza od s nie jest ograni-
czeniem A od gory, czyli, ze s jest najmniejszym ograniczeniem od gory.
Podobnie mozemy podsumowaé definicje kresu dolnego: k& = inf A jezeli

eVreAx>k,

eVi>kdxec Ax <.

Aksjomat cigglosci

Kazdy zbior A C R ograniczony od gory ma kres gorny. Réwnowaznie
mozna sformutowac tg wtasnosé dla kreséw dolnych: kazdy zbior ograniczony
od dohlu ma kres dolny. Stwierdzenia te wyrazaja pewna wtasno$¢ ciagtosci
zbioru liczb rzeczywistych  wypelniaja calg prosta rzeczywista, bez przerw.

Uwaga: Zbiér moze zawiera¢ swoj kres lub nie Na przyktad
sup{z: z <1} =sup{z: z <1} =1,

przy czym pierwszy zbioér nie zawiera 1, a drugi zawiera.

Przyklad: A = {% . m,n € N;m < n}. Zauwazmy, ze A nie jest
ograniczony od gory. Istotnie, zbior A zawiera wszystkie liczby postaci m;gl,

m € N, m > 1. Kazda taka liczba jest wigksza od 3, a wigc A zawiera liczby
wieksze od dowolnej liczby naturalnej. Nie moze wiec byé¢ ograniczony od
gory. Zauwazmy, ze jest ograniczony od dotu, i ograniczeniem od dohu jest
1. Wykorzystamy znana nier6wnos¢:

2 2

me—+n
20b < a’>+b* = ———>1 dlam,n>0.

2mn
Przekonamy sie teraz, ze 1 jest najwiekszym ograniczeniem A od dotu. Niech
c > 1. Wtedy ﬁ jest liczba dodatnia, i z aksjomatu Archimedesa wynika,
7e istnieje liczba naturalna m wieksza od —~. Niech dodatkowo m > 2, co

c—1"
zawsze mozemy zalozy¢, ewentualnie powiekszajac m. Wtedy

1 1
2 -H>m>— = 14+ —<c
m(m —1) > m c—1 +2m(m—1) ¢
Mamy wiec
m?>+(m—12 m*4+m?>*-2m+1 2m(m—1)+1 14 1 -
— — — S c
2m(m — 1) 2m(m — 1) 2m(m — 1) 2m(m — 1)



Zaktadajac, ze ¢ > 1 znalezliSmy w zbiorze A element % mniejszy

od c. Tak wiec zadne ¢ > 1 nie jest ograniczeniem A od dolu, a wiec 1
jest najwiekszym ograniczeniem A od dotu, czyli inf A = 1. Przy okazji
zauwazmy, ze 1 ¢ A: gdyby 1 € A, to istnialyby m,n € N, n # m, takie, ze
m?+n? = 2mn. Wiemy jednak, ze taka rowno$¢ jest rownowazna (m—n)? =
0, czyli m = n.

Przedziaty

Przedzialy oznaczamy nastepujaco: (a,b) = {z : a < x < b}, [a,b] = {z :
a<x<b}, (a,b] ={x: a <z <b}oraz [a,b) ={x: a <x <b}. W
przypadku przedziatow (a,b) i (a,b] dopuszczamy a = —oo, a w przypadku
przedziatow (a,b) i [a,b) dopuszczamy b = oco. Takie przedzialy oznaczaja
wtedy odpowiednie potproste. Domyslnie rozumiemy, ze a < b.

Wartosé bezwzgledna

Wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej definiujemy nastepujaco

2] x jezeli x > 0,
xTr| =
—x  jezeli x < 0.

Wartos¢ bezwzgledna ma nastepujace wtasnodci:
L. | — x| = || oraz —|z| <z < |z,

2. |z +y| < |z|+ |y| (nierownosé trojkata),

w

N =yl <z -yl

4. |x — y| reprezentuje odleglos¢ = od y na prostej rzeczywistej,

ot

Na oyl = x| - |yl oraz |z| = Va2,

D

.|z > 0oraz |z| =0< z =0.

Dla przykladu przeprowadzimy dowod nierownosci trojkata (2). Rozpa-
trzymy osobno dwa przypadki

(a) z i y maja ten sam znak +. Wtedy ich suma ma ten sam znak, a wiec

lz+yl==*(x+y) =+r+ Ly = [z[ + [yl
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W tym przypadku widzimy, ze nier6wnosé¢ trojkata jest rownoscia.

(b) iy maja przeciwne znaki. Mozemy zalozy¢, ze x < 0 < y, w przeciwnym

przypadku zamieniajac miejscami z i y. Jezeli x +y > 0 to
zt+yl=r+y< —z+y=|z[+]y],

a jezelix +y <0 to

lz+yl=—(r+y)=—r—y< —x+y=z|+ [yl

W tym przypadku, jezeli zadna z liczb z,y nie jest zerem, to nier6wno$¢
trojkata jest ostra.

Cze$é caltkowita i ulamkowa

Czesé catkowita x to najwieksza liczba catkowita nie wieksza od z. Czescé
catkowita = oznaczamy [z]. Cze$¢ utamkowa z to {z} = = — [z]. Czes¢
catkowita ma wiec nastepujace whasnosci

e [z] €Z,

o ]<zr<zr+1lcezyliz—1<]z] <z,

e = 2ecl

Przyktady: [1,5] =1, [-1,5] = =2, {—1,5} =0,5.

Rysunek 2: Crzesé¢ catkowita i czes¢ utamkowa



Gestosé liczb wymiernych i niewymiernych w R

W kazdym przedziale otwartym (a,b) lezy liczba wymierna i niewymierna.
Niech (a,b) bedzie dowolnym przedziatem (a < b). Udowodnimy, ze w (a, b)
musi leze¢ liczba wymierna, niewymierna pozostaje jako ¢wiczenie. ﬁ > 0,
wiec z aksjomatu Archimedesa istnieje n € N taka, ze n > ﬁ czyli % <
(b — a). Rozwazmy zbior liczb postaci

k
—: keZl;.
(£ vez
Ktoras z liczb z powyzszego zbioru musi wpasé do przedziatu (a,b). Niech
k
kozsup{kEZ:—ga},
n

(fatwo uzasadnié¢, ze powyzsze supremum istnieje, i ze nalezy do tego zbioru).
Zauwazmy, ze 20l > g oraz skoro %o < q,a L < (b—a), to Bt < g4-(b—a) =
n n n n

b. Tak wiec % € (a,b) i jest oczywiscie liczba wymierna.

Zasada indukcji

Zbior liczb naturalnych ma nastepujaca wlasnoséé: Kazdy jego niepusty pod-
zbior posiada element najmniejszy. 7 tej wlasnosci wynika nastepujaca za-
sada indukcji. Niech T'(n), n > ny bedzie pewnym ciggiem twierdzen. Cze-
sto w zastosowaniach sa to rowno$ci badz nieréwnosci, w ktorych wystepuje
liczba naturalna n. Niech:

1. T(ng) bedzie prawdziwe (punkt startowy indukcji),

2. ¥ n > ng zachodzi wynikanie (T'(n) prawdziwe) = (T'(n+1) praw-
dziwe) (krok indukcyjny).

Wtedy wszystkie twierdzenia T'(n), n > ng sa prawdziwe. Zasada indukcji
jest intuicyjnie oczywista, i mozna ja tatwo udowodni¢: Jezeli nie wszystkie
twierdzenia T'(n), n > ng sa prawdziwe, to niech A C N bedzie zbiorem tych
n > ng, dla ktorych T'(n) nie jest prawdziwe. A ma element najmniejszy
ktory oznaczymy przez n. Zauwazmy, ze z warunku (1) wynika, ze n > nq.
Mamy wiec T'(n) falszywe (bo i € A), ale T'(n — 1) prawdziwe, gdyz n — 1 ¢
A. Ale to przeczy warunkowi (2), gdyz z prawdziwosci T'(7 — 1) wynika
prawdziwosé¢ T'(n).

Przyklad: Pokazemy, ze V n € N prawdziwe jest twierdzenie T'(n), ktore
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w tym przypadku jest nierownoscia 10n < 2" 4 25. Przeprowadzimy krok
indukcyjny, czyli dowod (2). Zalozmy wiec

10n < 2" + 25,
i sprobujmy, przy wykorzystaniu powyzszego udowodni¢
10(n + 1) < 2"+t 4 25. (0.1.1)

Mamy wiec
10(n+ 1) = 10n + 10 < 225 + 10. (0.1.2)

Zeby dokoriczy¢ dowod, i dojéé do (0.1.1) potrzebujemy nieréwnosé 10 < 27,
ktora, niestety, jest prawdziwa tylko dla n > 4. Zalézmy wiec, ze n > 4, i
dokoriczmy (0.1.2):

2" 425 410 < 2" + 2" 4 25 = 2"l 4 95,

czyli mamy zrobiony krok indukcyjny, dla dowolnego n > 4. Oznacza to, ze
zasade indukcji bedziemy mogli zastosowac¢ tylko do udowodnienia nierow-
nosci dla n > 4. Co z nieréwnosciami dla n = 1,2,37 Tych kilka przypad-
kow sprawdzimy recznie, niezaleznie od indukcji. Dodatkowo zostal jeszcze
przypadek n = ng = 4, ktory jest punktem startowym dla indukcji n > 4.
Musimy wiec sprawdzi¢ bezposrednio:

n=1: 10 < 2 + 25 prawdziwe,

n=2: 20 < 2% 4 25 prawdziwe,

n=3:30 < 2% + 25 prawdziwe, oraz w koncu

n=4: 40 < 2* 4+ 25 = 41 tez prawdziwe.

Skorzystaliémy z zasady indukcji, zeby przeprowadzi¢ dowod dla n > 4,
a pozostate przypadki sprawdziliémy bezposrednio. To jest typowy przy-
ktad: probujac wykona¢ krok indukcyjny znajdujemy ograniczenie na n przy
ktorym krok indukecyjny jest mozliwy. Do tego ograniczenia dopasowujemy
punkt startowy indukcji, a pozostate przypadki sprawdzamy ,recznie”.

Liczby zespolone

Zbior liczb zespolonych C to zbiér symboli a + b4, gdzie a,b € R. Symbole
dodajemy i mnozymy zgodnie ze wzorami

(a1 + b1 Z) + (CLQ + bg Z) = (CLl + CLQ) + (bl + b2) i,
(Cll + bl Z) . (CLQ + b2 Z) = (al&g — blbg) + (albg -+ &le) 1.
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Liczby rzeczywiste traktujemy jako podzbior liczb zespolonych R C C po-
przez identyfikacje x ~ x + 0i. Zauwazmy, ze ta identyfikacja zachowuje
dziatania: na przyktad (a; +01i) 4 (a2 +04) = (a3 + az) + 04. Zauwazmy tez
ze (1) = (0+141)? = =1+ 07 = —1. Przy powyzszej identyfikacji i = —1,
a liczby zespolone traktujemy jako rozszerzenie zbioru liczb rzeczywistych.
Zbior C ma zalete: kazdy wielomian o wspotezynnikach zespolonych rozktada
sie na iloczyn czynnikéw liniowych. Dzieki temu liczby zespolone stanowia
wazne narzedzie i dla matematykow i dla inzynierow (takze dla informatykow
:-)). Przypomnijmy nastepujace pojecia:

o R(a+bi) = czes¢ rzeczywista (a + bi) = a,

o J(a+bi) = czes¢ urojona (a+ bi) = b,

e a+ bi = sprzezenie (a+bi) =a — bi.

Mamy nastepujace wlasnosci

Modut
Modut liczby zespolonej definiujemy jako

|z| = VR(2)? + (=)

Przyktady: | — 1+ 2i| =+/—1)2+22=+/5, |i| =0+ 1i| = 1.
Modut liczby zespolonej jest odpowiednikiem wartosci bezwzglednej liczby
rzeczywistej. Mamy nastepujace wlasno$ci modutu

o 2| >0iz|=0<2=0,

o |z| =|—2z2|=1z|, |az| = || |z] dla a € R,
o |z-w| = [z] - fwl,

e |z 4 w| < |z| + |w| (nieréwnosé trojkata),

o |z—w|>|z| — |wl
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Interpretacja geometryczna

Liczby zespolone, czyli wyrazenia postaci a + bi mozna utozsamiaé¢ z punk-
tami plaszczyzny R? = {(z,y) : z,y € R}. Przy tej interpretacji dodawanie

Rysunek 3: Plaszczyzna liczb zespolonych

jest zgodne z dodawaniem wektoro6w, a mnozenie przez liczbe rzeczywista z
mnozeniem przez skalar. Sprzezenie jest odbiciem wzgledem osi poziomej, a
modul oznacza euklidesowa odlegtosé od poczatku uktadu wspotrzednych.

Rysunek 4: Modut i sprzezenie liczby zespolonej

Postaé¢ trygonometryczna

Liczbe zespolona a + bi mozna zapisa¢ w tak zwanej postaci trygonome-
trycznej. W tej postaci liczby tatwo mnozy sie, podnosi do potegi, wyciaga
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pierwiastki. Niech z =a +bi # 0

a b
z:a+bi:\/a2—|—62( + z)
1/a2_|_b2 ,/a2+b2

Mozna znalezé taka liczbe ¢ € [0, 27), 7e

a ) b
—— sinp=——.
a® + b2 VR

Mozemy to podstawi¢ do wzoru na z, i otrzymamy postaé¢ trygonometryczng
liczby zespolonej

coS =

z =|z|(cosp + 1 singp).

Uzywajac interpretacji geometrycznej zapis liczby zespolonej a+0b4 w postaci
trygonometrycznej r(cos ¢ +i sin ¢) odpowiada przedstawieniu punktu (a, b)
na plaszczyznie we wspotrzednych biegunowych (7, ¢).

Rysunek 5: Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Liczbe ¢ nazywamy argumentem z. Poniewaz funkcje sin i cos sa okre-
sowe o okresie 27, wiec istnieje nieskonczenie wiele argumentéow kazdej liczby
z, roznigceych sie doktadnie o catkowita wielokrotnosé 27. Ten sposrod argu-
mentow, ktory lezy w przedziale [0, 27) (jest dokladnie jeden taki) nazywamy
argumentem gtownym z.

Przyktad: z = 1 —i = v2(% 4+ =% 4). Szukamy ¢ € [0, 27), takiej, 7e

N

Si= o

cos p = , singp = —

Nl

7

Latwo zauwazy¢, ze p = 7.
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Rysunek 6: Wspotrzedne biegunowe

Uwagi: (i) Dwie liczby zespolone sa rowne, jezeli ich czedci rzeczywiste i
urojone sg rowne. W przypadku zapisu liczb w postaci trygonometrycznej
mamy

r1(cos 1 + i singy) = ro(cos g + i sin )

wtedy gdy r1 = ry oraz ¢ — @9 jest caltkowita wielokrotnodcia 2,

(ii) 71 (cos 1 +1 siny) - ro(cos o + 1 sin ) = r113(cos(p1 + ps2) +1i sin(er +
©2)) (moduty mnozymy, argumenty dodajemy),

(iii) z = r(cos p + i sinp) = 2" = r"(cos(ny) + i sin(ny)),

(iv) pierwiastkiem liczby zespolonej z stopnia n € N nazywamy liczbe zespo-
long w taka, ze w™ = z. Postugujac sie postacia trygonometryczng pokazemy,
ze kazda liczba zespolona z # 0 ma doktadnie n réznych pierwiastkow stop-
nia n. Niech z = r(cosp + i sinp) (przy czym ¢  argument gtowny z),
n € N, i niech

o+ 2r
n

wl:{L/F(cosqﬁl—kisinwl), 77[)[ l:O,l,...,n—l.
Zauwazmy, ze kazda z liczb w; jest pierwiastkiem stopnia n z z, oraz wszystkie
sa rozne:, — U = % 27, przy czym —1 < % < 1. Jedyng liczba catkowita
spelniajaca obie nierownosci jest zero, a wiec jezeli wy = w; to k = [. Mamy
wiec n réznych pierwiastkow. Wiecej nie moze by¢, gdyz kazdy pierwiastek
stopnia n z liczby z jest pierwiastkiem wielomianu stopnia n P(w) = w" — z.
Wiemy, ze wielomiany stopnia n maja najwyzej n réznych pierwiastkow.
Przyktad: Obliczmy nastepujace pierwiastki: /1 — 4 = v/2(cos; +i siny),

ZTI' i T
gdzie @y = AT — (T8 1 93,
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0.2 Funkcje

Przypomnimy najwazniejsze potrzebne nam pojecia dotyczace funkcji. Niech
A C R bedzie podzbiorem liczb rzeczywistych. Funkcja f okreslong na A o
wartodciach rzeczywistych nazywamy przyporzadkowanie kazdemu punktowi
A jakiej$ liczby rzeczywistej. Funkcja jest o wartosciach zespolonych, jezeli
kazdemu punktowi A przyporzadkowana jest liczba zespolona. Piszemy

f:M—R lub f:M— C.

Zbior A nazywa si¢ dziedzing funkcji f i czesto oznaczany jest przez Dy.
Zbior

{y: Fze Dy fz) =y}
nazywa sie obrazem f, lub zbiorem wartosci f.

Okreslenie funkcji (czyli przyporzadkowanie wartosci elementom dzie-
dziny) najczesciej ma postac¢ wzoru. Czesto nie pisze sie dziedziny Dy. Wtedy
domyélnie funkcja jest okreslona na najwickszym zbiorze, na ktorym wzor
definiujagcy funkcje ma sens. Taki maksymalny zbior nazywamy dziedzing
naturalna f.

Funkcje elementarne

(a) Wielomiany to funkcje postaci f(z) = ag+ ayz + - - - + a,a2™. Wspolezyn-
niki moga by¢ rzeczywiste lub zespolone. dy = R. Wielomian stopnia n ma
nie wiecej niz n pierwiastkow. Wielomian o wspolczynnikach rzeczywistych
stopnia nieparzystego ma co najmniej 1 pierwiastek rzeczywisty, natomiast
stopnia parzystego moze wogole nie mieé¢ pierwiastkéw rzeczywistych. Dla
duzych |z| wielomian zachowuje sie podobnie do swojego wyrazu wiodacego

a,x".

(b) Funkcje wymierne to funkcje postaci f(x) =
mianami. Dy = {z: Q(x) # 0}.

(¢) Funkcja potegowa f(x) = 2®. Dy zalezy od a Jezeli a = ™ jest wymierna
to 2@ = Yx™. 2 = 1 dla kazdego x, oraz dla m < 0 mamy 2™ = ﬁ Jezeli
« jest niewymierna, to

ggg, gdzie P i @ sa wielo-

z® =sup{z?: ¢ € Q,q < a}.

Poza szczegolnymi przypadkami o (na przyklad a € N) mamy Dy = Rt =
{reR: z>0}.

(d) Funkcja wykladnicza f(z) = a”, a > 0. Dy = R.
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(e) Logarytm f(z) =log,x, a > 0,a # 1. Dy = R". Logarytm jest funkcja
odwrotna do wyktadniczej, czyli y = log, v < a¥ = x.

Mamy nastepujace wlasnosci poteg i logarytmow (w kazdym przypadku mu-
simy pamietaé¢ o ewentualnych ograniczeniach na zakres zmiennych): (z%)% =
2P, (z - y)* = 2%y”, 2%27 = 2°*0, log, (2 - y) = log, = + log, y, log,(z*) =

1 1 o logaa:
alog, x, logy v = 17227

(f) Funkcje trygonometryczne. Na okregu jednostkowym odmierzamy od
punktu (1,0) odlegtos¢ ¢ przeciwnie do ruchu wskazowek zegara jezeli ¢ > 0
i zgodnie z ruchem wskazowek zegara jezeli ¢ < 0. Daje nam to pewien
punkt na okregu jednostkowym (z,y). Wspolrzedne tego punktu nazywamy
funkcjami cos i sin odpowiednio:

T =CoSy, Y =sinep.

Funkcje cos i sin sg okresowe o okresie 27, to znaczy obie spetiaja f(x+27) =
f(z). Mamy tez sin®z + cos> x = 1, oraz rownosci

cos(¢ + 1) = cos @ cosp — sin @ sin Y,
sin(y + 1)) = cos @ sin + sin @ cos .

Dziatania na funkcjach

f jest rosnaca (lub $cisle rosnaca), jezeli x < y = f(z) < f(y). Mowimy, ze
jest stabo rosnaca (lub niemalejaca, jezeli z < y = f(x) < f(y). Podobnie
f jest malejaca (Scisle malejaca) jezeli x < y = f(x) > f(y) oraz stabo
malejaca (nierosnaca) jezeli x < y = f(z) > f(y). Innymi stowy funkcje
rosnaca mozna zastosowa¢ do stron nieréwnosci, i nierownosé sie zachowa,
a w przypadku funkcji malejacej nieréwno$¢ zamieni sie na przeciwng. Mo-
wimy, ze f jest monotoniczna, jezeli jest albo rosngca, albo malejaca, i to
samo z przymiotnikami ,Sciéle” lub ,stabo”. Funkcje moga by¢ monotoniczne
kawalkami. Na przyklad, f(z) = 23 jest $ciSle rosngca, a wiec nieréwnosci
mozemy podnosi¢ stronami do 3 potegi. Natomiast f(z) = 2? jest kawal-
kami monotoniczna — rosnaca dla x > 0 i malejaca dla x < 0. Nier6wnosci
mozemy podnosi¢ stronami do kwadratu, pod warunkiem, ze dotycza liczb
nieujemnych.

0.2.1 Wykres

Jezeli f jest funkcja o wartosciach rzeczywistych, to wykres f to nastepujacy
podzbiér plaszczyzny

|(z,y): =€ Dy, y= f(z)} C R
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