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0.1 Li
zby rze
zywiste i zespoloneLi
zby rze
zywisteNie b�dziemy sz
zegóªowo zajmowa¢ si� konstruk
j¡ zbioru li
zb rze
zywi-sty
h. Konstruk
ja zbioru li
zb rze
zywisty
h, okre±lenie dziaªa« na li
zba
hi pokazanie wszystki
h potrzebny
h wªasno±
i to temat bardzo 
iekawy, ina pewno warto si� nim zainteresowa¢. Ale na tym wykªadzie przypomnimytylko najwa»niejsze fakty, i zakªadamy, »e generalnie li
zby rze
zywiste wszy-s
y znaj¡. Zbiór li
zb rze
zywisty
h ozna
zamy R, a li
zb� rze
zywist¡ ro-zumiemy jako rozwini�
ie dziesi�tne (
i¡gi 
yfr dziesi�tny
h), na przykªad
123, 357290 . . . . Rozwini�
ie dziesi�tne zawiera prze
inek, jest sko«
zone polewej stronie i sko«
zone lub niesko«
zone po prawej stronie. Rozwini�
iamog¡ mie¢ znak, wtedy nazywamy je li
zbami ujemnymi. Wszys
y wiemy,jak dodawa¢, odejmowa¢, mno»y¢ i dzieli¢ takie li
zby, oraz znamy wªasno-±
i ty
h dziaªa«, na przykªad ª¡
zno±¢ i rozdzielno±¢. Przypomnijmy wa»nefakty:1. Je»eli pewien ukªad 
yfr po prze
inku powtarza si� okresowo, to tenukªad 
yfr zapisujemy w nawiasie: 0, 03212512512 · · · = 0, 032(125).2. Je»eli od pewnego miejs
a po prze
inku w rozwini�
iu s¡ same zera, tonie piszemy i
h, i takie rozwini�
ie nazywamy sko«
zonym 3, 234000000 · · · =

3, 234(0) = 3, 234.3. W zasadzie ró»ne rozwini�
ia dziesi�tne ozna
zaj¡ ró»ne li
zby. S¡ jed-nak wyj¡tki, i zdarza si�, »e 2 ró»ne rozwini�
ia dziesi�tne ozna
zaj¡t¡ sam¡ li
zb� rze
zywist¡. Wyj¡tek taki ma miejs
e w sytua
ji, gdyw rozwini�
iu od pewnego miejs
a s¡ same 9. Takie rozwini�
ie re-prezentuje t¡ sam¡ li
zb�, 
o rozwini�
ie, gdzie dziewi¡tki zast¡pimyzerami, a pierwsz¡ (od prawej) 
yfr� mniejsz¡ od 9 powi�kszamy o 1.Na przykªad 0, 09999 · · · = 0, 0(9) = 0, 1. Mo»na to ªatwo udowodni¢,korzystaj¡
 z wªasno±
i dziaªa« (na przykªad tego, »e mno»enie przez 10ozna
za przesuni�
ie prze
inka dziesi�tnego w prawo o jedn¡ pozy
j�).Nie
h x = 0, 0(9). Mamy wtedy
10 · x = 0, (9) = 0, 9 + 0, 0(9) = 0, 9 + x⇒ 9 · x = 0, 9 ⇒ x = 0, 1.Li
zby rze
zywiste, który
h rozwini�
ia dziesi�tne maj¡ po prze
inkusame zera nazywamy li
zbami 
aªkowitymi, i ozna
zamy Z. Dodatnie li
zby
aªkowite 1, 2, . . . (bez zera) nazywamy li
zbami naturalnymi i ozna
zamy
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Li
zby wymierneLi
zby który
h rozwini�
ia s¡ sko«
zone lub okresowe nazywamy li
zbamiwymiernymi. Zbiór li
zb wymierny
h ozna
zamy Q. Li
zby wymierne mo»nazapisa¢ jako uªamki m
n
, gdzie m,n ∈ Z, oraz n 6= 0. Je»eli n ∈ N oraz m i

n nie maj¡ wspólnego dzielnika, to przedstawienie li
zby wymiernej x jakouªamka m
n
jest jednozna
zne, a taki uªamek nazywamy nieskra
alnym. Ka»d¡li
zb� wymiern¡ mo»na przedstawi¢ jako uªamek nieskra
alny.Przykªady: (a) 1

7
= 0, 1428571428 · · · = 0, (142857). Rozwini�
ie dziesi�tneotrzymujemy po prostu stosuj¡
 �dªugie dzielenie�. Dziel¡
 kolejno w pew-nym momen
ie widzimy, »e reszta powtarza si�, i zauwa»amy w zwi¡zku ztym okres.(b) 0, 123 = 123

1000
. Jest to uªamek nieskra
alny, gdy» li
znik i mianownik niemaj¡ wspólny
h dzielników, a mianownik jest dodatni.(
) 0, (a1a2 · · · ak) = a1a2···ak

99···9
(k � dziewi¡tek w mianowniku). �atwo to udo-wodni¢, wypisuj¡
 i rozwi¡zuj¡
 odpowiednie równanie na x = 0, (a1 · · · ak).(d) Przeksztaª
imy nast�puj¡
e rozwini�
ie dziesi�tne na uªamek

0, 123(45) = 0, 123 + 0, 000(45) =
123

1000
+

0, (45)

1000

=
123

1000
+

1

1000

45

99
=

99 · 123 + 45

99000
=

12222

99000
.Li
zby niewymierneLi
zby rze
zywiste które nie s¡ wymierne, 
zyli który
h rozwini�
ia dziesi�tnes¡ niesko«
zone i nieokresowe nazywamy li
zbami niewymiernymi.Przykªady: (a) Napiszmy li
zb�, w której rozwini�
iu dziesi�tnym 
oraz dªu»-sze 
i¡gi zer przedzielane s¡ jedynkami:

x = 0, 101001000100001 · · · 10 · · · 010 · · · .Serie zer s¡ 
oraz dªu»sze, a wi�
 rozwini�
ie nie jest okresowe. Nie jest te»sko«
zone, bo zawiera niesko«
zenie wiele jedynek. x jest wi�
 li
zb¡ rze
zy-wist¡ niewymiern¡.(b) Innym przykªadem li
zby niewymiernej jest 3
√

100. Poka»emy, »e 3
√

100nie jest li
zb¡ wymiern¡. Rozumowanie to jest typowe, i mo»na je zaadapto-wa¢ do wielu przykªadów. Zaªó»my, »e 3
√

100 jest li
zb¡ wymiern¡, i przed-stawmy j¡ w posta
i uªamka nieskra
alnego
3
√

100 =
m

n
⇒ 100 =

m3

n3
⇒ n3 · 100 = m3.3



5 dzieli lew¡ stron� ostatniej równo±
i, wi�
 musi dzieli¢ praw¡ stron�. 5jest li
zb¡ pierwsz¡, wi�
 je»eli dzieli ilo
zyn li
zb, to musi dzieli¢ który± z
zynników (to jest wªasno±¢ li
zb pierwszy
h). W takim razie 5 musi dzieli¢
m, a w takim razie prawa strona, jako sze±
ian, dzieli si� przez 125. W takimrazie po lewej stronie równo±
i n3 musi si� dzieli¢ przez 5 (bo 100 dzieli si�tylko przez 25), a wi�
 znowu», skoro 5 jest li
zb¡ pierwsz¡, n musi dzieli¢ si�przez 5. Uªamek m

n
nie jest wi�
 nieskra
alny, 
o jest sprze
zne z zaªo»eniem.Zaªo»enie, »e 3

√
100 jest li
zb¡ wymiern¡ musi wi�
 by¢ faªszywe.Uwagi: (i) Li
zba pierwsza to li
zna naturalna, która nie ma inny
h dziel-ników opró
z 1 i siebie samej. Li
zby pierwsze maj¡ nast�puj¡
¡ wªasno±¢:je»eli p jest pierwsza i p|m · n (p dzieli m · n), to p|m lub p|n.(ii) Powy»sze rozumowanie stanowi zastosowanie rozkªadu li
zby na 
zyn-niki pierwsze. Ka»d¡ li
zb� naturaln¡ mo»na rozªo»y¢ na ilo
zyn 
zynników,które s¡ li
zbami pierwszymi. Taki rozkªad nazywamy rozkªadem na 
zynnikipierwsze. Rozkªad taki jest jednozna
zny. W równo±
i

n3 · 100 = m3
zynniki pierwsze n3 i m3 wyst�puj¡ w kompleta
h po 3, a 
zynniki pierwsze
100, 
zyli 2 i 5 nie maj¡ taki
h kompletów. Istnienie i jednozna
zno±¢ roz-kªadu li
zb naturalny
h na 
zynniki pierwsze to wªasno±¢ zbioru N, którejnie b�dziemy dowodzi¢, ale o której zawsze warto pami�ta¢. Jako ¢wi
zeniew którym rozkªad na 
zynniki pierwsze mo»e si� przyda¢ przyto
zmy jesz
zenast�puj¡
e pytanie: ile zer ko«
owy
h ma li
zba (1000)! (1000 silnia)?(iii) Pierwiastek wyst�puj¡
y w poprzednim przykªadzie, podobnie jak loga-rytm i pot�gi wyst�puj¡
e w nast�pnym stanowi¡ przykªady funk
ji elemen-tarny
h. Zakªadamy, »e znamy funk
je elementarne, i nie b�dziemy zajmowa¢si� i
h de�ni
jami. W nast�pnym rozdziale krótko przypomnimy najwa»niej-sze fakty z nimi zwi¡zane.(
) log2 3. B�dziemy rozumowa¢ jak w poprzednim przykªadzie. Nie
h
log2 3 = m

n
b�dzie uªamkiem nieskra
alnym

log2 3 =
m

n
⇒ 2

m

n = 3 ⇒ 2m = 3n.Otrzymali±my sprze
zno±¢, gdy» lewa strona ostatniej równo±
i zawiera je-dynie dwójki jako swoje 
zynniki pierwsze, a prawa strona jedynie trójki.Zaªo»enie, »e log2 3 ∈ Q musi wi�
 by¢ faªszywe.(d) Suma, ró»ni
a, ilo
zyn i iloraz dwó
h li
zb wymierny
h s¡ wymierne(nie mo»na dzieli¢ przez zero). Suma, ró»ni
a, ilo
zyn i iloraz li
zby wy-miernej i niewymiernej s¡ niewymierne (
hyba »e, w przypadku mno»enia i4



dzielenia, li
zba wymierna jest równa 0). Wynik dziaªa« na dwó
h li
zba
hniewymierny
h mo»e by¢ ró»ny, wymierny lub niewymierny, w zale»no±
i odkonkretny
h warto±
i.Interpreta
ja geometry
znaO li
zba
h rze
zywisty
h mo»emy my±le¢ jako o punkta
h prostej. Na prostejzazna
zamy miejs
e zera i jedynki, strzaªk¡ ozna
zamy kierunek wzrostu,i ka»dej li
zbie rze
zywistej mo»na przyporz¡dkowa¢, w sposób wzajemniejednozna
zny punkt takiej prostej.

Rysunek 1: Prosta rze
zywistaUporz¡dkowanie zbioru RJe»eli x − y jest li
zb¡ dodatni¡, to piszemy x > y (�x jest wi�ksze od y�),je»eli nieujemn¡, to piszemy x ≥ y. Podobnie, je»eli x− y jest li
zb¡ ujemn¡to piszemy x < y, je»eli niedodatni¡, to x ≤ y. Widzimy wi�
, »e dla
x, y ∈ R mamy albo x = y, albo x < y albo x > y. Mówimy, »e zbiór Rjest uporz¡dkowany. Na prostej rze
zywistej x > y je»eli x jest bardziej naprawo od y � symbolizuje to strzaªka w prawo � w prawo li
zby rosn¡.Symbole
∀ 
zytamy �dla ka»dego�, ∃ 
zytamy �istnieje�, ⇔ 
zytamy �wtedy i tylkowtedy�, (· · · ) ⇒ (· · · ) 
zytamy �z (· · · ) wynika (· · · )�, ∈ 
zytamy �nale»ydo�, ⊂ 
zytamy �jest podzbiorem�. 5



Aksjomat Ar
himedesaLi
zby rze
zywiste maj¡ nast�puj¡
¡ wªasno±¢, która jest intui
yjnie zupeªniejasna: dla dowolny
h x, y > 0 istnieje li
zba naturalna n taka, »e
nx > y.U»ywaj¡
 przyto
zony
h powy»ej symboli aksjomat mo»emy zapisa¢ jako

∀ x, y > 0 ∃ n ∈ N nx > y.Z aksjomatu Ar
himedesa wynika, na przykªad, »e istniej¡ li
zby naturalnedowolnie du»e (wi�ksze od ka»dej ustalonej li
zby rze
zywistej). Poniewa»mno»enie przez −1 odwra
a nierówno±
i, wi�
 z aksjomatu wynika te», »eistniej¡ li
zby 
aªkowite dowolnie maªe (mniejsze od ka»dej ustalonej li
zbyrze
zywistej). Zauwa»my, »e z aksjomatu wynika te», »e istniej¡ li
zby do-datnie dowolnie maªe (dodatnie, ale mniejsze od dowolnej innej dodatniej).B�dziemy u»ywali wszystki
h ty
h faktów, nie powoªuj¡
 si� ju» bezpo±redniona aksjomat Ar
himedesa.KresyMówimy, »e zbiór A ⊂ R jest ograni
zony od góry, je»eli
∃ c ∀ x ∈ X x ≤ c,ograni
zony od doªu, je»eli
∃ d ∀ x ∈ X x ≥ d,i ograni
zony, je»eli jest ograni
zony od góry i od doªu jedno
ze±nie. Staªe

c i d w powy»szy
h warunka
h nazywamy odpowiednio ograni
zeniem odgóry i od doªu zbioru A. Zbiór li
zb naturalny
h jest ograni
zony od doªu(ograni
zeniem od doªu jest, na przykªad li
zba 1), ale nie jest ograni
zonyod góry (z aksjomatu Ar
himedesa wynika, »e nie da si� znale¹¢ c, b�d¡
egoograni
zeniem N od góry). Je»eli zbiór A ⊂ R jest ograni
zony od góry, tonajmniejsze ograni
zenie A od góry nazywamy kresem górnym A i ozna
zamy
supA (supremum A). Je»eli A ⊂ R jest ograni
zony od doªu, to najwi�kszeograni
zenie A od doªu nazywamy kresem dolnym A, i zapisujemy inf A(in�mum A). Czyli, s = supA je»eli

• ∀ x ∈ A x ≤ s,
• ∀ u < s ∃ x ∈ A x > u. 6



Warunek (i) mówi, »e A jest ograni
zony od góry i s jest ograni
zeniem odgóry, a warunek (ii) mówi, »e »adna li
zba mniejsza od s nie jest ograni-
zeniem A od góry, 
zyli, »e s jest najmniejszym ograni
zeniem od góry.Podobnie mo»emy podsumowa¢ de�ni
j� kresu dolnego: k = inf A je»eli
• ∀ x ∈ A x ≥ k,
• ∀ l > k ∃ x ∈ A x < l.Aksjomat 
i¡gªo±
iKa»dy zbiór A ⊂ R ograni
zony od góry ma kres górny. Równowa»niemo»na sformuªowa¢ t¡ wªasno±¢ dla kresów dolny
h: ka»dy zbiór ograni
zonyod doªu ma kres dolny. Stwierdzenia te wyra»aj¡ pewn¡ wªasno±¢ 
i¡gªo±
izbioru li
zb rze
zywisty
h � wypeªniaj¡ 
aª¡ prost¡ rze
zywist¡, bez przerw.Uwaga: Zbiór mo»e zawiera¢ swój kres lub nie Na przykªad

sup{x : x < 1} = sup{x : x ≤ 1} = 1,przy 
zym pierwszy zbiór nie zawiera 1, a drugi zawiera.Przykªad: A = {m2+n2

2mn
: m,n ∈ N,m < n}. Zauwa»my, »e A nie jestograni
zony od góry. Istotnie, zbiór A zawiera wszystkie li
zby posta
i m2+1

2m
,

m ∈ N, m > 1. Ka»da taka li
zba jest wi�ksza od m
2
, a wi�
 A zawiera li
zbywi�ksze od dowolnej li
zby naturalnej. Nie mo»e wi�
 by¢ ograni
zony odgóry. Zauwa»my, »e jest ograni
zony od doªu, i ograni
zeniem od doªu jest

1. Wykorzystamy znan¡ nierówno±¢:
2ab ≤ a2 + b2 ⇒ m2 + n2

2mn
≥ 1 dla m,n > 0.Przekonamy si� teraz, »e 1 jest najwi�kszym ograni
zeniem A od doªu. Nie
h

c > 1. Wtedy 1
c−1

jest li
zb¡ dodatni¡, i z aksjomatu Ar
himedesa wynika,»e istnieje li
zba naturalna m wi�ksza od 1
c−1

. Nie
h dodatkowo m ≥ 2, 
ozawsze mo»emy zaªo»y¢, ewentualnie powi�kszaj¡
 m. Wtedy
2m(m− 1) > m >

1

c− 1
⇒ 1 +

1

2m(m− 1)
< c.Mamy wi�


m2 + (m− 1)2

2m(m− 1)
=
m2 +m2 − 2m+ 1

2m(m− 1)
=

2m(m− 1) + 1

2m(m− 1)
= 1+

1

2m(m− 1)
< c.7



Zakªadaj¡
, »e c > 1 znale¹li±my w zbiorze A element m2+(m−1)2

2m(m−1)
mniejszyod c. Tak wi�
 »adne c > 1 nie jest ograni
zeniem A od doªu, a wi�
 1jest najwi�kszym ograni
zeniem A od doªu, 
zyli inf A = 1. Przy okazjizauwa»my, »e 1 /∈ A: gdyby 1 ∈ A, to istniaªyby m,n ∈ N, n 6= m, takie, »e

m2+n2 = 2mn. Wiemy jednak, »e taka równo±¢ jest równowa»na (m−n)2 =
0, 
zyli m = n.PrzedziaªyPrzedziaªy ozna
zamy nast�puj¡
o: (a, b) = {x : a < x < b}, [a, b] = {x :
a ≤ x ≤ b}, (a, b] = {x : a < x ≤ b} oraz [a, b) = {x : a ≤ x < b}. Wprzypadku przedziaªów (a, b) i (a, b] dopusz
zamy a = −∞, a w przypadkuprzedziaªów (a, b) i [a, b) dopusz
zamy b = ∞. Takie przedziaªy ozna
zaj¡wtedy odpowiednie póªproste. Domy±lnie rozumiemy, »e a ≤ b.Warto±¢ bezwzgl�dnaWarto±¢ bezwzgl�dn¡ li
zby rze
zywistej de�niujemy nast�puj¡
o

|x| =

{

x je»eli x ≥ 0,

−x je»eli x < 0.Warto±¢ bezwzgl�dna ma nast�puj¡
e wªasno±
i:1. | − x| = |x| oraz −|x| ≤ x ≤ |x|,2. |x+ y| ≤ |x| + |y| (nierówno±¢ trójk¡ta),3. ||x| − |y|| ≤ |x− y|,4. |x− y| reprezentuje odlegªo±¢ x od y na prostej rze
zywistej,5. |x · y| = |x| · |y| oraz |x| =
√
x2,6. |x| ≥ 0 oraz |x| = 0 ⇔ x = 0.Dla przykªadu przeprowadzimy dowód nierówno±
i trójk¡ta (2). Rozpa-trzymy osobno dwa przypadki(a) x i y maj¡ ten sam znak ±. Wtedy i
h suma ma ten sam znak, a wi�


|x+ y| = ±(x+ y) = ±x+ ±y = |x| + |y|.8



W tym przypadku widzimy, »e nierówno±¢ trójk¡ta jest równo±
i¡.(b) x i y maj¡ prze
iwne znaki. Mo»emy zaªo»y¢, »e x ≤ 0 ≤ y, w prze
iwnymprzypadku zamieniaj¡
 miejs
ami x i y. Je»eli x+ y ≥ 0 to
|x+ y| = x+ y ≤ −x+ y = |x| + |y|,a je»eli x+ y ≤ 0 to

|x+ y| = −(x+ y) = −x− y ≤ −x+ y = |x| + |y|.W tym przypadku, je»eli »adna z li
zb x, y nie jest zerem, to nierówno±¢trójk¡ta jest ostra.Cz�±¢ 
aªkowita i uªamkowaCz�±¢ 
aªkowita x to najwi�ksza li
zba 
aªkowita nie wi�ksza od x. Cz�±¢
aªkowit¡ x ozna
zamy [x]. Cz�±¢ uªamkowa x to {x} = x − [x]. Cz�±¢
aªkowita ma wi�
 nast�puj¡
e wªasno±
i
• [x] ∈ Z,
• [x] ≤ x < x+ 1 
zyli x− 1 < [x] ≤ x,
• [x] = x⇔ x ∈ Z.Przykªady: [1, 5] = 1, [−1, 5] = −2, {−1, 5} = 0, 5.

Rysunek 2: Cz�±¢ 
aªkowita i 
z�±¢ uªamkowa9



G�sto±¢ li
zb wymierny
h i niewymierny
h w RW ka»dym przedziale otwartym (a, b) le»y li
zba wymierna i niewymierna.Nie
h (a, b) b�dzie dowolnym przedziaªem (a < b). Udowodnimy, »e w (a, b)musi le»e¢ li
zba wymierna, niewymierna pozostaje jako ¢wi
zenie. 1
b−a

> 0,wi�
 z aksjomatu Ar
himedesa istnieje n ∈ N taka, »e n > 1
b−a


zyli 1
n
<

(b− a). Rozwa»my zbiór li
zb posta
i
{k

n
: k ∈ Z

}

.Która± z li
zb z powy»szego zbioru musi wpa±¢ do przedziaªu (a, b). Nie
h
k0 = sup

{

k ∈ Z :
k

n
≤ a

}

,(ªatwo uzasadni¢, »e powy»sze supremum istnieje, i »e nale»y do tego zbioru).Zauwa»my, »e k0+1
n

> a oraz skoro k0

n
≤ a, a 1

n
< (b−a), to k0+1

n
< a+(b−a) =

b. Tak wi�
 k0+1
n

∈ (a, b) i jest o
zywi±
ie li
zb¡ wymiern¡.Zasada induk
jiZbiór li
zb naturalny
h ma nast�puj¡
¡ wªasno±¢: Ka»dy jego niepusty pod-zbiór posiada element najmniejszy. Z tej wªasno±
i wynika nast�puj¡
a za-sada induk
ji. Nie
h T (n), n ≥ n0 b�dzie pewnym 
i¡giem twierdze«. Cz�-sto w zastosowania
h s¡ to równo±
i b¡d¹ nierówno±
i, w który
h wyst�pujeli
zba naturalna n. Nie
h:1. T (n0) b�dzie prawdziwe (punkt startowy induk
ji),2. ∀ n ≥ n0 za
hodzi wynikanie (T (n) � prawdziwe) ⇒ (T (n+ 1) � praw-dziwe) (krok induk
yjny).Wtedy wszystkie twierdzenia T (n), n ≥ n0 s¡ prawdziwe. Zasada induk
jijest intui
yjnie o
zywista, i mo»na j¡ ªatwo udowodni¢: Je»eli nie wszystkietwierdzenia T (n), n ≥ n0 s¡ prawdziwe, to nie
h A ⊂ N b�dzie zbiorem ty
h
n ≥ n0, dla który
h T (n) nie jest prawdziwe. A ma element najmniejszyktóry ozna
zymy przez ñ. Zauwa»my, »e z warunku (1) wynika, »e ñ > n0.Mamy wi�
 T (ñ) faªszywe (bo ñ ∈ A), ale T (ñ− 1) prawdziwe, gdy» ñ− 1 /∈
A. Ale to prze
zy warunkowi (2), gdy» z prawdziwo±
i T (ñ − 1) wynikaprawdziwo±¢ T (ñ).Przykªad: Poka»emy, »e ∀ n ∈ N prawdziwe jest twierdzenie T (n), które10



w tym przypadku jest nierówno±
i¡ 10n < 2n + 25. Przeprowadzimy krokinduk
yjny, 
zyli dowód (2). Zaªó»my wi�

10n < 2n + 25,i spróbujmy, przy wykorzystaniu powy»szego udowodni¢

10(n+ 1) < 2n+1 + 25. (0.1.1)Mamy wi�

10(n+ 1) = 10n+ 10 < 2+25 + 10. (0.1.2)�eby doko«
zy¢ dowód, i doj±¢ do (0.1.1) potrzebujemy nierówno±¢ 10 ≤ 2n,która, niestety, jest prawdziwa tylko dla n ≥ 4. Zaªó»my wi�
, »e n ≥ 4, idoko«
zmy (0.1.2):

2n + 25 + 10 < 2n + 2n + 25 = 2n+1 + 25,
zyli mamy zrobiony krok induk
yjny, dla dowolnego n ≥ 4. Ozna
za to, »ezasad� induk
ji b�dziemy mogli zastosowa¢ tylko do udowodnienia nierów-no±
i dla n ≥ 4. Co z nierówno±
iami dla n = 1, 2, 3? Ty
h kilka przypad-ków sprawdzimy r�
znie, niezale»nie od induk
ji. Dodatkowo zostaª jesz
zeprzypadek n = n0 = 4, który jest punktem startowym dla induk
ji n ≥ 4.Musimy wi�
 sprawdzi¢ bezpo±rednio:
n = 1 : 10 < 2 + 25 prawdziwe,
n = 2 : 20 < 22 + 25 prawdziwe,
n = 3 : 30 < 23 + 25 prawdziwe, oraz w ko«
u
n = 4 : 40 < 24 + 25 = 41 te» prawdziwe.Skorzystali±my z zasady induk
ji, »eby przeprowadzi¢ dowód dla n ≥ 4,a pozostaªe przypadki sprawdzili±my bezpo±rednio. To jest typowy przy-kªad: próbuj¡
 wykona¢ krok induk
yjny znajdujemy ograni
zenie na n przyktórym krok induk
yjny jest mo»liwy. Do tego ograni
zenia dopasowujemypunkt startowy induk
ji, a pozostaªe przypadki sprawdzamy �r�
znie�.Li
zby zespoloneZbiór li
zb zespolony
h C to zbiór symboli a + b i, gdzie a, b ∈ R. Symboledodajemy i mno»ymy zgodnie ze wzorami

(a1 + b1 i) + (a2 + b2 i) = (a1 + a2) + (b1 + b2) i,

(a1 + b1 i) · (a2 + b2 i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1) i.11



Li
zby rze
zywiste traktujemy jako podzbiór li
zb zespolony
h R ⊂ C po-przez identy�ka
j� x ∼ x + 0 i. Zauwa»my, »e ta identy�ka
ja za
howujedziaªania: na przykªad (a1 + 0 i) + (a2 + 0 i) = (a1 + a2) + 0 i. Zauwa»my te»»e (i)2 = (0 + i i)2 = −1 + 0 i = −1. Przy powy»szej identy�ka
ji i2 = −1,a li
zby zespolone traktujemy jako rozszerzenie zbioru li
zb rze
zywisty
h.ZbiórC ma zalet�: ka»dy wielomian o wspóª
zynnika
h zespolony
h rozkªadasi� na ilo
zyn 
zynników liniowy
h. Dzi�ki temu li
zby zespolone stanowi¡wa»ne narz�dzie i dla matematyków i dla in»ynierów (tak»e dla informatyków:-)). Przypomnijmy nast�puj¡
e poj�
ia:
• ℜ(a+ b i) = 
z�±¢ rze
zywista (a+ b i) = a,
• ℑ(a+ b i) = 
z�±¢ urojona (a+ b i) = b,
• a+ b i = sprz�»enie (a+ b i) = a− b i.Mamy nast�puj¡
e wªasno±
i1. (z) = z, z + w = z + w, z · w = z · w,2. ℜ(z) = z+z

2
, ℑ(z) = z−z

2 i
,3. z = z ⇔ z ∈ R,4. z · z = ℜ(z)2 + ℑ(z)2 � nieujemna li
zba rze
zywista.ModuªModuª li
zby zespolonej de�niujemy jako

|z| =
√

ℜ(z)2 + ℑ(z)2.Przykªady: | − 1 + 2 i| =
√

−1)2 + 22 =
√

5, |i| = |0 + 1 i| = 1.Moduª li
zby zespolonej jest odpowiednikiem warto±
i bezwzgl�dnej li
zbyrze
zywistej. Mamy nast�puj¡
e wªasno±
i moduªu
• |z| ≥ 0 i |z| = 0 ⇔ z = 0,
• |z| = | − z| = |z|, |αz| = |α| · |z| dla α ∈ R,
• |z · w| = |z| · |w|,
• |z + w| ≤ |z| + |w| (nierówno±¢ trójk¡ta),
• |z − w| ≥ |z| − |w|. 12



Interpreta
ja geometry
znaLi
zby zespolone, 
zyli wyra»enia posta
i a + b i mo»na uto»samia¢ z punk-tami pªasz
zyzny R2 = {(x, y) : x, y ∈ R}. Przy tej interpreta
ji dodawanie

Rysunek 3: Pªasz
zyzna li
zb zespolony
hjest zgodne z dodawaniem wektorów, a mno»enie przez li
zb� rze
zywist¡ zmno»eniem przez skalar. Sprz�»enie jest odbi
iem wzgl�dem osi poziomej, amoduª ozna
za euklidesow¡ odlegªo±¢ od po
z¡tku ukªadu wspóªrz�dny
h.

Rysunek 4: Moduª i sprz�»enie li
zby zespolonejPosta¢ trygonometry
znaLi
zb� zespolon¡ a + b i mo»na zapisa¢ w tak zwanej posta
i trygonome-try
znej. W tej posta
i li
zby ªatwo mno»y si�, podnosi do pot�gi, wy
i¡ga13



pierwiastki. Nie
h z = a+ b i 6= 0

z = a+ b i =
√
a2 + b2

( a√
a2 + b2

+
b√

a2 + b2
i
)

.Mo»na znale¹¢ tak¡ li
zb� ϕ ∈ [0, 2π), »e
cosϕ =

a√
a2 + b2

, sinϕ =
b√

a2 + b2
.Mo»emy to podstawi¢ do wzoru na z, i otrzymamy posta¢ trygonometry
zn¡li
zby zespolonej

z = |z|(cosϕ+ i sinϕ).U»ywaj¡
 interpreta
ji geometry
znej zapis li
zby zespolonej a+b i w posta
itrygonometry
znej r(cosϕ+ i sinϕ) odpowiada przedstawieniu punktu (a, b)na pªasz
zy¹nie we wspóªrz�dny
h biegunowy
h (r, ϕ).

Rysunek 5: Posta¢ trygonometry
zna li
zby zespolonejLi
zb� ϕ nazywamy argumentem z. Poniewa» funk
je sin i cos s¡ okre-sowe o okresie 2π, wi�
 istnieje niesko«
zenie wiele argumentów ka»dej li
zby
z, ró»ni¡
y
h si� dokªadnie o 
aªkowit¡ wielokrotno±¢ 2π. Ten spo±ród argu-mentów, który le»y w przedziale [0, 2π) (jest dokªadnie jeden taki) nazywamyargumentem gªównym z.Przykªad: z = 1 − i =

√
2( 1

√

2
+ −1

√

2
i). Szukamy ϕ ∈ [0, 2π), takiej, »e

cosϕ =
1√
2
, sinϕ = − 1√

2
.�atwo zauwa»y¢, »e ϕ = 7

4
π. 14



Rysunek 6: Wspóªrz�dne biegunoweUwagi: (i) Dwie li
zby zespolone s¡ równe, je»eli i
h 
z�±
i rze
zywiste iurojone s¡ równe. W przypadku zapisu li
zb w posta
i trygonometry
znejmamy
r1(cosϕ1 + i sinϕ1) = r2(cosϕ2 + i sinϕ2)wtedy gdy r1 = r2 oraz ϕ1 − ϕ2 jest 
aªkowit¡ wielokrotno±
i¡ 2π,(ii) r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2) = r1r2(cos(ϕ1 +ϕ2)+ i sin(ϕ1 +

ϕ2)) (moduªy mno»ymy, argumenty dodajemy),(iii) z = r(cosϕ+ i sinϕ) ⇒ zn = rn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)),(iv) pierwiastkiem li
zby zespolonej z stopnia n ∈ N nazywamy li
zb� zespo-lon¡ w tak¡, »e wn = z. Posªuguj¡
 si� posta
i¡ trygonometry
zn¡ poka»emy,»e ka»da li
zba zespolona z 6= 0 ma dokªadnie n ró»ny
h pierwiastków stop-nia n. Nie
h z = r(cosϕ + i sinϕ) (przy 
zym ϕ � argument gªówny z),
n ∈ N, i nie
h

wl = n
√
r(cosψl + i sinψl), ψl =

ϕ+ 2lπ

n
l = 0, 1, . . . , n− 1.Zauwa»my, »e ka»da z li
zb wl jest pierwiastkiem stopnia n z z, oraz wszystkies¡ ró»ne:ψk −ψl = k−l

n
2π, przy 
zym −1 < k−l

n
< 1. Jedyn¡ li
zb¡ 
aªkowit¡speªniaj¡
¡ obie nierówno±
i jest zero, a wi�
 je»eli wk = wl to k = l. Mamywi�
 n ró»ny
h pierwiastków. Wi�
ej nie mo»e by¢, gdy» ka»dy pierwiastekstopnia n z li
zby z jest pierwiastkiem wielomianu stopnia n P (w) = wn − z.Wiemy, »e wielomiany stopnia n maj¡ najwy»ej n ró»ny
h pierwiastków.Przykªad: Obli
zmy nast�puj¡
e pierwiastki: 4

√
1 − i = 8

√
2(cosψl + i sinψl),gdzie ψl =

7

4
π+2lπ

4
= (7+8lπ)

16
, l = 0, 1, 2, 3.15



0.2 Funk
jePrzypomnimy najwa»niejsze potrzebne nam poj�
ia doty
z¡
e funk
ji. Nie
h
A ⊂ R b�dzie podzbiorem li
zb rze
zywisty
h. Funk
j¡ f okre±lon¡ na A owarto±
ia
h rze
zywisty
h nazywamy przyporz¡dkowanie ka»demu punktowi
A jakiej± li
zby rze
zywistej. Funk
ja jest o warto±
ia
h zespolony
h, je»elika»demu punktowi A przyporz¡dkowana jest li
zba zespolona. Piszemy

f : M → R lub f : M → C.Zbiór A nazywa si� dziedzin¡ funk
ji f i 
z�sto ozna
zany jest przez Df .Zbiór
{y : ∃ x ∈ Df f(x) = y}nazywa si� obrazem f , lub zbiorem warto±
i f .Okre±lenie funk
ji (
zyli przyporz¡dkowanie warto±
i elementom dzie-dziny) naj
z�±
iej ma posta¢ wzoru. Cz�sto nie pisze si� dziedzinyDf . Wtedydomy±lnie funk
ja jest okre±lona na najwi�kszym zbiorze, na którym wzórde�niuj¡
y funk
j� ma sens. Taki maksymalny zbiór nazywamy dziedzin¡naturaln¡ f .Funk
je elementarne(a) Wielomiany to funk
je posta
i f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx

n. Wspóª
zyn-niki mog¡ by¢ rze
zywiste lub zespolone. df = R. Wielomian stopnia n manie wi�
ej ni» n pierwiastków. Wielomian o wspóª
zynnika
h rze
zywisty
hstopnia nieparzystego ma 
o najmniej 1 pierwiastek rze
zywisty, natomiaststopnia parzystego mo»e wogóle nie mie¢ pierwiastków rze
zywisty
h. Dladu»y
h |x| wielomian za
howuje si� podobnie do swojego wyrazu wiod¡
ego
anx

n.(b) Funk
je wymierne to funk
je posta
i f(x) = P (x)
Q(x)

, gdzie P i Q s¡ wielo-mianami. Df = {x : Q(x) 6= 0}.(
) Funk
ja pot�gowa f(x) = xα. Df zale»y od α Je»eli α = m
n
jest wymiernato xα = n

√
xm. x0 = 1 dla ka»dego x, oraz dla m < 0 mamy xm = 1

x−m . Je»eli
α jest niewymierna, to

xα = sup{xq : q ∈ Q, q < α}.Poza sz
zególnymi przypadkami α (na przykªad α ∈ N) mamy Df = R+ =
{x ∈ R : x > 0}.(d) Funk
ja wykªadni
za f(x) = ax, a > 0. Df = R.16



(e) Logarytm f(x) = loga x, a > 0, a 6= 1. Df = R+. Logarytm jest funk
jaodwrotn¡ do wykªadni
zej, 
zyli y = loga x⇔ ay = x.Mamy nast�puj¡
e wªasno±
i pot�g i logarytmów (w ka»dym przypadku mu-simy pami�ta¢ o ewentualny
h ograni
zenia
h na zakres zmienny
h): (xα)β =
xα·β, (x · y)α = xαyα, xαxβ = xα+β, loga(x · y) = loga x + loga y, loga(x

α) =
α loga x, logb x = loga x

loga b
.(f) Funk
je trygonometry
zne. Na okr�gu jednostkowym odmierzamy odpunktu (1, 0) odlegªo±¢ ϕ prze
iwnie do ru
hu wskazówek zegara je»eli ϕ > 0i zgodnie z ru
hem wskazówek zegara je»eli ϕ < 0. Daje nam to pewienpunkt na okr�gu jednostkowym (x, y). Wspóªrz�dne tego punktu nazywamyfunk
jami cos i sin odpowiednio:

x = cosϕ, y = sinϕ.Funk
je cos i sin s¡ okresowe o okresie 2π, to zna
zy obie speªniaj¡ f(x+2π) =
f(x). Mamy te» sin2 x+ cos2 x = 1, oraz równo±
i

cos(ϕ+ ψ) = cosϕ cosψ − sinϕ sinψ,

sin(ϕ+ ψ) = cosϕ sinψ + sinϕ cosψ.Dziaªania na funk
ja
h
f jest rosn¡
a (lub ±
i±le rosn¡
a), je»eli x < y ⇒ f(x) < f(y). Mówimy, »ejest sªabo rosn¡
a (lub niemalej¡
a, je»eli x < y ⇒ f(x) ≤ f(y). Podobnie
f jest malej¡
a (±
i±le malej¡
a) je»eli x < y ⇒ f(x) > f(y) oraz sªabomalej¡
a (nierosn¡
a) je»eli x < y ⇒ f(x) ≥ f(y). Innymi sªowy funk
j�rosn¡
¡ mo»na zastosowa¢ do stron nierówno±
i, i nierówno±¢ si� za
howa,a w przypadku funk
ji malej¡
ej nierówno±¢ zamieni si� na prze
iwn¡. Mó-wimy, »e f jest monotoni
zna, je»eli jest albo rosn¡
a, albo malej¡
a, i tosamo z przymiotnikami �±
i±le� lub �sªabo�. Funk
je mog¡ by¢ monotoni
znekawaªkami. Na przykªad, f(x) = x3 jest ±
i±le rosn¡
a, a wi�
 nierówno±
imo»emy podnosi¢ stronami do 3 pot�gi. Natomiast f(x) = x2 jest kawaª-kami monotoni
zna � rosn¡
a dla x ≥ 0 i malej¡
a dla x ≤ 0. Nierówno±
imo»emy podnosi¢ stronami do kwadratu, pod warunkiem, »e doty
z¡ li
zbnieujemny
h.0.2.1 WykresJe»eli f jest funk
j¡ o warto±
ia
h rze
zywisty
h, to wykres f to nast�puj¡
ypodzbiór pªasz
zyzny

‖(x, y) : x ∈ Df , y = f(x)} ⊂ R2.17


