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(1) Udowodnij, »e je»eli wielomian (rzeczywisty lub zespolony)
ϕ(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x + a0

jest nierozkªadalny to nast¦puj¡ce wielomiany te» s¡ nierozkªadalne:
(a) anx

n − an−1x
n−1 + an−2x

n−2 − · · ·+ (−1)na0,
(b) a0x

n + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x + an,

(c) ϕ(a) + ϕ′(a)
1!

x + ϕ′′(a)
2!

x2 + ϕ(n)(a)
n!

xn dla dowolnego a (w R lub C),
(d) anx

n + an−1bx
n−1 + an−2b

2xn−2 + · · ·+ a1b
n−1x + a0b

n dla dowolnego b 6= 0 (w R lub C).
Znaj¡c rozkªad na czynniki pierwsze wielomianu ϕ znajd¹ rozkªad na czynniki pierwsze ka»-
dego z powy»szych wielomianów.

(2) Poka», »e je»eli x0 jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P , to x0 jest (k − 1)-krotnym
pierwiastkiem wielomianu P ′.

(3) Poka», »e je»eli x0 jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P , to
P (x0) = P ′(x0) = · · · = P (k−1)(x0) = 0, P (n)(x0) 6= 0.

(4) Poka», »e je»eli NWD(P, P ′) = 1 to wielomian P ma tylko pierwiastki pojedyncze.
(5) Niech kx0(P ) oznacza krotno±¢ pierwiastka x0 wielomianu P ró»nego od zera. Przyjmujemy,

»e je»eli x0 nie jest pierwiastkiem P to kx0(P ) = 0. Udowodnij, »e
(a) kx0(PQ) = kx0(P ) + kx0(Q),
(b) kx0(P/Q) = kx0(P )− kx0(Q) (je»eli Q

∣∣ P ).
(6) Niech P b¦dzie dowolnym wielomianem, a x0 dowoln¡ liczb¡. Wtedy x0 jest pierwiastkiem

wielomianu
1

2
(x− x0)

(
P ′(x) + P ′(x0)

)− P (x) + P (x0).

Zbadaj krotno±¢ tego pierwiastka.
(7) Udowodnij, »e wielomiany

1 +
x

1!
+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
, n = 1, 2, . . .

nie maj¡ pierwiastków wielokrotnych.
(8) Znajd¹ warunki konieczne i dostateczne na to, »eby wielomiany x2 + px + q oraz x3 = px + q

miaªy pierwiastki wielokrotne.
(9) Które z wielomianów

(a) x5 − 3x4 − 2x3 + 6x2 + 5x + 1,
(b) x5 − 7x4 + 10x3 + 18x2 + 27x− 27,
(c) x5 + 3x4 − x3 + 12x2 + x− 1
maj¡ pierwiastki wielokrotne?

(10) Udowodnij, »e je»eli x0 6= 0 i (x − x0)
k dzieli wielomian P (xn), to (xn − xn

0 )k te» dzieli ten
wielomian.
Wsk.: Udowodnij najpierw przypadek x0 = 0, k = 1.
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