ANALIZA MATEMATYCZNA
LISTA ZADAN 2
3.10.2011

(1) Znajdz potegi naturalne liczby i, czyli wyznacz liczby zespolone postaci i* dla
wszystkich liczb naturalnych n.
(2) Dla danych liczb zespolonych z = a+bioraz w = c+di wyznacz: R(z+w), S(z+
w), R(zw), (zw), w zaleznosci od a, b, ¢, d.
(3) Udowodnij nastepujace wlasnosci sprzezenia liczb zespolonych:
(a) (2) ==
(b) zF+w=z+Tw,
(c) (zw)=zw,
(d) R(z)=(24+2)/2, S(2) =(2—72)/2i.
(4) Znajdz moduly liczb zespolonych z = —2 — 3ioraz z =1 —i.
(5) Udowodnij, ze dla dowolnych liczb z,w € C mamy nastepujace whasnosci:
(a) |z2] > 01 |z] =0 wtedy i tylko wtedy gdy z =0,
(b) |zw| = |z |w],
(©) lz—w[=|[z] = |w]].
(6) Wyznacz geometrycznie (naszkicuj na plaszczyznie) zbior {z € C: |z —1—i| = 1}.
(7) Naszkicuj na plaszczyznie zbiory liczb z € C spelniajacych nieréwnosci:
(a) |z <2, (b) |2+ 3i| <1, () |z4+4-2i] <3.
(8) Wyznacz postaé trygonometryczna nastepujacych liczb zespolonych:
(a) —6+6i, (b) 2i, (¢) 1+i, (d) 2v2+i.
(9) Wykonaj dziatania:
1+i 21 4—3i
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(10) Udowodnij, ze dla z = r (cos ¢ +1 sin ) oraz z = s (cos 1 +1 sin) zachodzi wzor
z-w=r1-5(cos(p+1)+1isin(p+1)).

Wywnioskuj, ze dla dowolnej liczby k € Z mamy wzor

2F = 1F (cos(k @) +1 sin(k p)).

(11) Udowodnij, 7ze dla z € C, z # 0 istnieje w € C do niej odwrotna, to znaczy taka,
ze z-w = 1.
Wskazowka: Uloz i rozwiaz odpowiedni uktad rownan,

(12) Znajdz wszystkie wartosci pierwiastkow:
(a) v1, (b) =1, (c) VI+i, (d) V2 -2i,
(e) /=27, () V3+4i, (5 Vi, () VA
Pokaz ich potozenie na plaszczyznie.

(13) Udowodnij rownosé |z + w|* + |z — w|* = 2|z|* 4 2Jw]|?.

(14) Niech a, b, c € C beda dowolne, a # 0 i niech d € C bedzie jednym z pierwiastkow
Vb2 — 4ac. Udowodnij, ze pierwiastki réwnania a 22 + bz + ¢ = 0 sa postaci
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