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(1) Wyznacz dziedziny naturalne nast¦puj¡cych funkcji:

(a) f(x) =

√
x

sin πx
, (b) f(x) =

√
2 + x− x2,

(c) f(x) =
√
3x− x3, (d) f(x) = log(x2 − 4),

(e) f(x) = log(1− 2 cos x), (f) f(x) =
√
sin(

√
x).

(2) Zapisz wzorem y = f(x) zªo»enie nast¦puj¡cych funkcji, i wyznacz dziedzin¦ na-
turaln¡ zªo»enia:
(a) t = 2x, z = 3

√
t+ 1, y = z2, (b) t = sin x, z = log t, y =

√
1 + z2.

(3) Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem ([. . . ] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡, a {. . . }
oznacza cz¦±¢ uªamkow¡):
(a) f(x) = |x+ 1|+ |x− 1|, (b) f(x) = |x− 3| − 2 |x+ 1|+ 2 |x| − x+ 1,
(c) f(x) = x3 + 3x2, (d) f(x) = −x3 + 2x− 2,

(e) f(x) = 1− sin x, (f) f(x) = 2 sin

(
x− π

3

)
,

(g) f(x) = | sinx|, (h) f(x) =
1

cosx
,

(i) f(x) = |x2 − 1| − |x2 − 4|, (j) f(x) = |x2 − 8x+ 15|,
(k) f(x) = x2 + x+ 2− |x2 − x− 2|, (l) f(x) = {cosx},
(m) f(x) = [ 4

π
arctanx], (n) f(x) = 2{sin x} − {2 sin x}.

(4) Rozwi¡» nast¦puj¡ce równania i nierówno±ci:

(a) sinx ≥ 1
2
, (b) | cos x| ≤

√
2
2
,

(c) [sinx] = 0, (d) {cos x} = 1
2
,

(e) { 4
π
arctanx} = 0, (f) { 3

π
arctanx} ≤ 1

2
,

(g) (x2 − 4) · cosx ≥ 0, (h)
(
3
2
+ sinx

)sinx
= 1.

(5) Znajd¹ funkcje odwrotne do:

(a) f(x) = 1− 3x, (b) f(x) =
1

1− x
, x ̸= 1,

(c) f(x) = x2 − 2x, x ≥ 1, (d) f(x) = 3
√
x2 + 1, x ≥ 0,

(6) Znajd¹ 10 kolejnych wyrazów oraz granic¦ ci¡gu {an} okre±lonego wzorem: an =
(−1)n

n2
.

(7) Jakie warto±ci przyjmuje ci¡g dany wzorem: an = sin
nπ

2
?

A ci¡g dany wzorem: an = cos
nπ

3
+ i sin

nπ

3
?

(8) Ci¡g Fibonacciego okre±lony jest rekurencyjnie w sposób nast¦puj¡cy: F1 = F2 =
1, a nast¦pnie Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n = 1, 2, 3, . . . . Znajd¹ wyrazy ci¡gu Fibo-
nacciego o numerach od 3 do 12. Udowodnij, »e dla ka»dej liczby naturalnej n
prawdziwa jest równo±¢: Fn+2 · Fn − F 2

n+1 = (−1)n+1.
(9) Udowodnij, korzystaj¡c jedynie z de�nicji, zbie»no±¢ ci¡gów, znajduj¡c ich

granice:

(a) an =
1

n2
, (b) an =

(−1)n

n
,

1



(c) an =

(
2

3

)n

, (d) an =
n+ 2

n− 1
, n ≥ 2,

(e) an =
1

1 +
√
n
, (f) an =

3n3 − 2n2 − 7n+ 5

4n3 + n− 6
.

(10) Udowodnij, »e je±li x jest liczb¡ rzeczywist¡ o rozwini¦ciu dziesi¦tnym

β, α1α2 · · · ,
to ci¡g okre±lony wzorem

an = β, α1 · · ·αn

jest zbie»ny do x ( , jest punktem dziesi¦tnym, a β ∈ Z).
(11) Udowodnij, »e granica sumy (ró»nicy, ilorazu) ci¡gów zbie»nych jest sum¡ (ró»-

nic¡, ilorazem) ich granic. Oczywi±cie w przypadku ilorazu zakªadamy, »e ci¡g w
mianowniku ma wyrazy ró»ne od zera, i »e jego granica jest ró»na od zera.

(12) Zbadaj monotoniczno±¢ nast¦puj¡cych ci¡gów:

(a) an = n+
1

n
, (b) a1 = 3, an+1 = a2n − 2,

(c) an = n
√
n!, (d) an = n

√
2n + 3n

(e) an =
2n

n!
, (f) a1 = 1, an+1 =

an
1 + an

.

(13) Oblicz granice (by¢ mo»e niewªa±ciwe) ci¡gów:

(a) an =
7n+ ( 3

√
n 6
√
n)5

√
9n+ 1

11n3 + 7n+ 3
, (b) an =

√
n2 + n− n,

(c) an =
sinn

n
, (d) an = rn, r > 1,

(e) an = n
√
r, 0 < r < 1, (f) an = 2n − 1

n
,

(g) an =
3
√
n2 + n

n+ 2
, (h) an =

1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n

1 + 3 + 9 + · · ·+ 3n
,

(i) an =
1− 2 + 3− 4 + 5− 6 + · · · − 2n√

n2 + 2
, (j) an =

1 + 2 + · · ·+ n

n2
,

(k) an =
1 + 3 + 9 + · · ·+ 3n

3n
, (l) an =

√
3n + 2n

√
3n + 1,

(m) an = (n2)
√
n, (n) an =

n
√
n2,

(o) an = n(
√
n2 + 7− n), (p) an =

n2 + n+ 1

(n+ sinn)2
,

(q) an =
n2 + 1

n3 + 1
+

n2 + 2

n3 + 2
+

n2 + 3

n3 + 3
+ · · ·+ n2 + n

n3 + n
,

(r) an =
1

n2
+

1

n2 + 1
+

1

n2 + 2
+ · · ·+ 1

(n+ 1)2
,

(s) an =

√
n+ 1−

√
n√

n+ 7−
√
n
, (t) an = rn, −1 < r < 1.

(14) Wypisz wzorem ci¡g, dla którego a1 = 1, a2 =
1

2
, i ka»dy z wyrazów jest ±redni¡

harmoniczn¡ dwóch wyrazów s¡siednich:

1

an
=

1

2

(
1

an−1

+
1

an+1

)
, n ≥ 2.

(15) Wypisz wzorem ci¡g, dla którego a1 = 1, a2 = 2, i ka»dy z wyrazów jest ±redni¡
geometryczn¡ dwóch wyrazów s¡siednich:

an =
√
an−1an+1, n ≥ 2.
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