
WARSZTATY ZADANIOWE

ROK AKADEMICKI 2013/14

(ZADANIA AUTORSTWA DR WRÓBLEWSKIEGO)

(1) Uzupeªni¢ cech¦ podzielno±ci przez 9: Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k
jest podzielna przez 9 wtedy i tylko wtedy, gdy jest podzielna przez 9.

(2) Uzupeªni¢ uogólnion¡ cech¦ podzielno±ci przez 9: Dla dowolnej liczby naturalnej
k, liczba k przy dzieleniu przez 9 daje tak¡ sam¡ reszt¦, jak¡ przy dzieleniu przez
9 daje .

(3) Uzupeªni¢ cech¦ podzielno±ci przez 12: Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k
jest podzielna przez 12 wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr liczby k , a
liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k .

(4) Czy podana cecha podzielno±ci przez 4 jest poprawna? Je±li nie, tona czym polega
bª¡d i jak go naprawi¢? Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna
przez 4 wtedy i tylko wtedy, gdy liczba utworzona przez trzy ostatnie cyfry liczby
k jest podzielna przez 4.

(5) W liczbie 3?20000001?5 wpisa¢ w miejsce obu znaków zapytania tak¡ sam¡ cyfr¦
tak, aby otrzyma¢ liczb¦ podzieln¡ przez 75. Poda¢ wszystkie rozwi¡zania.

(6) W liczbie 3120000001?? wpisa¢ w miejsce znaków zapytania takie cyfry (mog¡ by¢
ró»ne), aby otrzyma¢ liczb¦ podzieln¡ przez 72. Poda¢ wszystkie rozwi¡zania.

(7) Poda¢, bez wykonywania bezpo±rednich oblicze«, trzy ostatnie cyfry liczby 23!.
(8) Która z liczb jest wi¦ksza

(a) 10! czy 1010?
(b) 20! czy 1010?
(c) 20! czy (10!)2?
(d) 100! czy (10!)10?
(e) 10! czy 6! · 7!?

(9) Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Jak¡ reszt¦ daje
(a) liczba 7n+8 przy dzieleniu przez 7?
(b) liczba 6n+11 przy dzieleniu przez 3?
(c) liczba 10n−3 przy dzieleniu przez 10?
(d) liczba 10n−23 przy dzieleniu przez 10?
(e) liczba 10n−23 przy dzieleniu przez 10, je»eli n = 1?

(10) Dowie±¢, »e w ci¡gu 3, 6, 12, 15, 21, 24, 30, 33, 39, ..., w którym ka»dy kolejny
wyraz powstaje z poprzedniego przez dodanie sumy cyfr, nie wyst¦puje liczba
2008.

(11) Jakie reszty mo»e dawa¢ kwadrat liczby caªkowitej przy dzieleniu przez 3? Przez 4?
Przez 8? Przez 5?

(12) Jakie reszty mo»e dawa¢ sze±cian liczby caªkowitej przy dzieleniu przez 7? Przez 9?
(13) Dowie±¢, »e liczba naturalna o sumie cyfr równej 47 nie mo»e by¢ ani kwadratem,

ani sze±cianem liczby caªkowitej.
(14) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d, dla których prawdziwa jest nast¦puj¡ca

cecha podzielno±ci przez d:
Dla dowolnej liczby naturalnej k, liczba k jest podzielna przez d wtedy i tylko
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wtedy, gdy liczba utworzona przez dwie ostatnie cyfry liczby k jest podzielna
przez d.

(15) Dowie±¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n liczba n2 − n jest parzysta, liczba
n3 − n jest podzielna przez 6, a liczba n5 − n jest podzielna przez 30.
Wskazówka: n5 − n = (n− 2)(n− 1)n(n+ 1)(n+ 2)+co±.

(16) Wskaza¢ takie liczby naturalne m, n, »e

m3n4 = 211 · 39 · 513 .
(17) Która liczba jest wi¦ksza, 28 · 1810 czy 619?
(18) Obliczy¢ NWD(24!, 248).
(19) Obliczy¢ NWW(1212, 1818).
(20) Niech a = 24 · 37 · 59, b = 26 · 311 · 55, c = 210 · 33 · 72. Obliczy¢ NWD(a, b, c) oraz

NWW(a, b, c).
(21) Niech a = 24 · 37 · 69, b = 26 · 311 · 45, c = 210 · 33 · 102. Obliczy¢ NWD(a, b, c) oraz

NWW(a, b, c).
(22) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne n > 1, dla których liczba n2 − 1 jest pierw-

sza.
(23) Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla których liczba 3p+ 1 jest pierwsza.
(24) Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, dla których liczba p2 + 2 jest pierwsza.
(25) Czy istniej¡ liczby naturalne m, n speªniaj¡ce równanie

6m = 12n ?

(26) Czy istniej¡ liczby naturalne m, n, k speªniaj¡ce równanie

6m · 12n = 18k ?

(27) Czy istniej¡ liczby naturalne m, n, k speªniaj¡ce równanie

18m · 24n = 12k ?

(28) Wyznaczy¢ wszystkie liczby naturalne d o nast¦puj¡cej wªasno±ci: Dla dowolnych
liczb naturalnych m, n, je»eli iloczyn mn jest podzielny przez 7, to co najmniej
jedna z liczb m, n jest podzielna przez d.

(29) To samo z liczb¡ 24 zamiast 7.
(30) Upro±ci¢ wyra»enie

1

5
+ 2

√
6 + 2

√
6 .

(31) Dowie±¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierówno±¢
√
n2 + n− n <

1

2
.

(32) Uzupeªni¢ wzory skróconego mno»enia. Kropki wyst¦puj¡ce po lewej stronie rów-
no±ci zast¡pi¢ pojedynczym znakiem.
(a) a3 . . . b3 = (a+ b) · . . .
(b) a3 . . . b3 = (a− b) · . . .
(c) a4 . . . b4 = (a+ b) · . . .
(d) a4 . . . b4 = (a− b) · . . .

(33) Dowie±¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi nierówno±¢

3
√
n3 + n2 < n+

112233

336698
.

(34) Które z wielomianów x30−1, x30+1, x60−1, x60+1 s¡ podzielne przez wielomian
(a) x5 + 1,
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(b) x5 − 1,
(c) x6 + 1,
(d) x6 − 1?

(35) Uporz¡dkowa¢ rosn¡co nast¦puj¡ce liczby:(
100

7

)
,

(
100

27

)
,

(
100

47

)
,

(
100

57

)
,

(
100

77

)
,

(
100

97

)
.

(36) Rozwi¡za¢ równanie

3 ·
(
n

4

)
=

(
k

2

)
w liczbach naturalnych n ≥ 4, k ≥ 2.

(37) Wskaza¢ tak¡ liczb¦ x, »e dla dowolnych liczb naturalnych n i k prawdziwa jest
równo±¢ (

n

k

)
+ x

(
n

k + 1

)
+

(
n

k + 2

)
=

(
n+ 2

k + 2

)
.

(38) Dowie±¢, »e dla dowolnych liczb caªkowitych nieujemnych a, b, c zachodzi równo±¢(
a+ b+ c

a

)(
b+ c

b

)
=

(
a+ b+ c

b

)(
a+ c

a

)
.

(39) Obliczy¢ sum¦(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)
+ . . .+

(
n

n− 1

)
+

(
n

n

)
.

(40) Obliczy¢ sum¦ (
n

0

)
+

(
n

2

)
+

(
n

4

)
+

(
n

6

)
+ . . .

(41) Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 2 zachodzi nierówno±¢(
2n

n

)
< 4n .

(42) Upro±ci¢ wyra»enie √
n− 40

√
n+ 400 .

(43) Rozwi¡za¢ równanie

|x− 5|+ |x+ 7| = 12 .

(44) Która z liczb jest wi¦ksza

(a)
8444

1717
czy

16333

1917
?

(b)
17667

33334 + 66664
czy

17666

33334
?

(45) Poda¢ co najmniej trzy przykªady par takich liczb wymiernych dodatnich a < b,
»e ab = ba.

(46) Upro±ci¢ wyra»enie(
32

n − 22
k
)
·
(
32

n

+ 22
k
)
·
(
32

n+1

+ 22
k+1

)
.
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(47) Niech a = 4
√
2. Która z liczb jest wi¦ksza

aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

16

czy 1010
10

?

(48) Upro±ci¢ wyra»enia:
(a) 42+log2 7

(b) log√3 2 · log5 9
(c) log6 2 + log36 9

(49) Upro±ci¢ podane wyra»enia podaj¡c wynik w postaci liczby caªkowitej:
(a) log6 12 + 3 · log6 18 + log6 24
(b) 2 · log6 12 + 4 · log6 18 + log6 24
(c) log6 12 + 5 · log6 18 + 2 · log6 24
(d) 3 · log6 12 + 5 · log6 18 + log6 24

(50) Czy podane liczby tworz¡ (w podanej kolejno±ci) post¦p arytmetyczny trójwyra-
zowy
(a) log7 1, log7 3, log7 5
(b) log7 1, log7 4, log7 16
(c) log7 4, log7 6, log7 9
(d) log7 25, log7 10, log7 4

(51) Bez u»ycia kalkulatora rozstrzygn¡¢, która liczba jest wi¦ksza:
(a) log2 7 czy log3 7
(b) log0,2 7 czy log0,3 7
(c) log2 7 czy log0,3 7
(d) log0,2 7 czy log3 7
(e) log2 0, 7 czy log3 0, 7
(f) log0,2 0, 7 czy log0,3 0, 7
(g) log2 0, 7 czy log0,3 0, 7
(h) log0,2 0, 7 czy log3 0, 7
(i) log9 27 czy log4 8
(j) log3 8 czy log2 5
(k) log5 127 czy log10 999
(l) log3 100 czy log2 10

(m) (log2 3) · log5 7 czy (log2 7) · log5 3
(n) (log2 3) · log7 5 czy (log7 9) · log16 25
(o) log2 3 czy log3 5
(p) log3 7 czy log5 19
(q) log2 3 czy log5 13
(r) log3 5 czy log15 56
(s) (log3 15) + log5 15 czy (log3 15) · log5 15
(t) (log7 123456789)

log7 123456789 czy 123456789log7 log7 123456789

(u) log√2 log
√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 log

√
2 2 czy (log666 665) +

log666 667
(v) log2 3 czy 1, 6
(w) log2 45 czy 72/13
(x) 2log3 7 czy 7log3 2
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(52) Dla ilu trójek liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c ró»nych od 1 speªniona jest po-
dana równo±¢? Dla wszystkich? Dla »adnej? Dla niektórych (poda¢ 3 przykªady,
a je±li przykªadów jest mniej ni» 3, poda¢ wszystkie)?
(a) loga(bc) = (loga b) + loga c
(b) loga(bc) = (loga b) · loga c
(c) loga(b+ c) = (loga b) · loga c
(d) loga(b+ c) = (loga b) + loga c
(e) (loga b) · logb c = loga c
(f) loga (b

c) = c · loga b
(g) loga (b

c) = (loga b)
c

(53) Dla podanych liczb a, b wskaza¢ tak¡ liczb¦ c, »e liczby loga 37, logb 37, logc 37
tworz¡ (w tej wªa±nie kolejno±ci) post¦p arytmetyczny trójwyrazowy.
(a) a = 64, b = 8
(b) a = 4, b = 8
(c) a = 2, b = 8
(d) a = 64, b = 16

(54) Obliczy¢ podaj¡c wynik w postaci uªamka zwykªego
(a)

√
0, (4) + 3

√
3, 374(9)

(b) (0, 2(9) + 1, (09)) · 12, (2)
(c) (0, (037))0,(3)

(55) Dowie±¢, »e podane liczby s¡ niewymierne
(a)

√
2

(b) m
√
n, je»eli n jest liczb¡ naturaln¡ nieb¦d¡c¡ m-t¡ pot¦g¡ liczby naturalnej

(c)
√
5 +

√
7

(d)
√
3 +

√
5 +

√
7

(e) 3
√
2 + 3

√
3

(f) logm n, je»eli liczby naturalne m,n > 1 nie s¡ pot¦gami tej samej liczby
naturalnej

(56) Rozstrzygn¡¢, czy liczba log2 3 + log4 5 jest wymierna czy niewymierna.
(57) Liczby a i b s¡ dodatnie i niewymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e liczba

a+ b jest niewymierna?
(58) Czy liczba log(

√
2−1)(

√
2 + 1) jest wymierna czy niewymierna?

(59) Dowie±¢, »e suma liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest liczb¡ niewymiern¡.
(60) Czy iloczyn liczby wymiernej i liczby niewymiernej jest zawsze liczb¡ niewymiern¡?
(61) Liczby a + b, b + c i c + a s¡ wymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e liczby

a, b, c s¡ wymierne?
(62) Liczby a+ b, b+ c i c+a s¡ niewymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e liczba

a+ b+ c jest niewymierna?
(63) Liczby a + b, b + c, c + d i d + a s¡ wymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢, »e

liczby a, b, c, d s¡ wymierne?
(64) Liczby a+ b, b+ c, c+d i d+ e, e+a s¡ wymierne. Czy mo»emy st¡d wnioskowa¢,

»e liczby a, b, c, d, e s¡ wymierne?
(65) Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Maj¡c do dyspozycji nawiasy, n, liczby caªkowite

oraz znaki +,−, ·, : i √ zapisa¢ liczb¦ niewymiern¡ dodatni¡ mniejsz¡ od 1
n
.

(66) Suma wyrazów rosn¡cego post¦pu arytmetycznego 2007-wyrazowego o wyrazach
dodatnich jest liczb¡ wymiern¡. Czy st¡d wynika, »e co najmniej jeden wyraz
post¦pu jest liczb¡ wymiern¡?

(67) To samo pytanie dla post¦pu 2008-wyrazowego.
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(68) Wszystkie poni»sze przykªady mo»na poda¢ bez u»ywania operacji bardziej skom-
plikowanych ni» logarytmy i pierwiastki, korzystaj¡c tylko z faktu niewymierno±ci
liczb o postaci rozwa»anej we wcze±niejszych zadaniach. Poda¢ przykªad takiej
liczby rzeczywistej x, »e
(a) 0 < x < 1 oraz liczba x jest niewymierna,
(b)

√
5 < x <

√
6 oraz liczba x jest wymierna,

(c) liczby x2 i x3 s¡ niewymierne, ale liczba x5 jest wymierna,
(d) liczby x4 i x6 s¡ wymierne, ale liczba x5 jest niewymierna,
(e) liczba (x+ 1)2 jest niewymierna,

(f) liczba x jest niewymierna, ale liczba x+
1

x
jest wymierna,

(g) liczba x jest niewymierna i liczba 2x jest niewymierna,
(h) 2x + 3x jest liczb¡ niewymiern¡,
(i) 2x + 3x jest liczb¡ wymiern¡,
(j) log2 x+ log3 x jest liczb¡ niewymiern¡,
(k) log2 x+ log3 x jest liczb¡ wymiern¡,
(l) log2 x · log3 x jest liczb¡ niewymiern¡,

(m) log2 x · log3 x jest liczb¡ wymiern¡,
(n) 2x + log2 x jest liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡,
(o) 2x + log2 x jest liczb¡ niewymiern¡,
(p) x+ log2 x jest liczb¡ wymiern¡ niecaªkowit¡,
(q) x

√
2 jest liczb¡ wymiern¡ niecaªkowit¡,

(r) x
√
2 jest liczb¡ niewymiern¡,

(s) logx(1 + x) jest liczb¡ wymiern¡,
(t) logx(1 + x) jest liczb¡ niewymiern¡.

(69) Funkcja jest
(a) okresowa
(b) parzysta
(c) nieparzysta
wtedy i tylko wtedy, gdy jej wykres jest niezmienniczy ze wzgl¦du na .............

(70) Czy funkcja f zde�niowana podanym wzorem jest parzysta? Nieparzysta? Mono-
toniczna?
(a) f(x) = 0
(b) f(x) = 37
(c) f(x) = 2x
(d) f(x) = 2x2 + 1
(e) f(x) = 14x5 + 6x3

(f) f(x) = 14x6 + 6x4

(g) f(x) = x6 + x5

(71) Niech

f(x) =

∣∣∣∣[x+
1

2

]
− x

∣∣∣∣ ,
gdzie [.] oznacza cz¦±¢ caªkowit¡ liczby rzeczywistej. Naszkicowa¢ wykres funkcji
f oraz wykresy nast¦puj¡cych funkcji
(a) f1(x) = f(2x)
(b) f2(x) = f(x/2)
(c) f3(x) = 2f(x)
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(d) f4(x) = f

(
x+

1

4

)
(e) f5(x) = f

(
x+

1

2

)
(f) f6(x) = f

(
x− 1

2

)
(g) f7(x) =

1

2
− f (x)

(h) f8(x) = f

(∣∣∣∣x− 1

4

∣∣∣∣)
(i) f9(x) =

∣∣∣∣f (
x− 1

4

)∣∣∣∣
(j) f10(x) =

f(2x)

2
(k) f11(x) = f(x) + x
(l) f12(x) = 5f(x) + 3x

(72) Naszkicowa¢ wykres funkcji f zde�niowanej podanym wzorem

(a) f(x) = 1 +
1

x− 1

(b) f(x) =
x

x− 1

(c) f(x) = 2 +
1

x+ 3

(d) f(x) = 1− 1

x

(e) f(x) = 1− 1

|x|
(f) f(x) = 1− 1

x− 2

(g) f(x) = 1− 1

|x| − 2

(h) f(x) = 1− 1

|x− 2|

(i) f(x) =

∣∣∣∣1− 1

x− 2

∣∣∣∣
(j) f(x) =

∣∣∣∣1− 1

|x| − 2

∣∣∣∣
(k) f(x) =

∣∣∣∣1− 1

|x− 2|

∣∣∣∣
(73) Funkcja f speªnia warunki

f(3− x) = f(x), f(6− x) = f(x)

dla dowolnej liczby rzeczywistej x. Dowie±¢, »e funkcja f jest okresowa i parzysta.
(74) Dla ka»dej z liczb i ∈ {1, 2, . . . , 13} wskaza¢ tak¡ liczb¦ j ∈ {1, 2, . . . , 13}, »e dla

dowolnej liczby rzeczywistej x

fj(fi(x)) = x .

(a) f1(x) = 37 + x
(b) f2(x) = 37− x
(c) f3(x) = x− 37
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(d) f4(x) = 3x− 2
(e) f5(x) = 3x− 4
(f) f6(x) = 3x− 6

(g) f7(x) =
x

3
+ 2

(h) f8(x) =
x

3
+

2

3

(i) f9(x) =
x

3
+

4

3

(j) f10(x) = −5

4
x+

3

4
|x|

(k) f11(x) = −5

4
x− 3

4
|x|

(l) f12(x) =
5

4
x+

3

4
|x|

(m) f13(x) =
5

4
x− 3

4
|x|

(75) Poda¢ zbiór warto±ci funkcji f danej wzorem f(x) = x2 na przedziale
(a) [1, 4)
(b) [−2, −1)
(c) (−3, 2)

(76) Poda¢ zbiór warto±ci funkcji f danej wzorem f(x) = |2x − 8| na przedziale
(a) (0, 1)
(b) (2, 4]

(c)

(
−∞, 3

1

2

]
(77) Poda¢ zbiór warto±ci funkcji f danej wzorem f(x) = x4 − 50x2 na przedziale

(a) (−10, −6)
(b) (−7, −1)
(c) (−6, 1)
(d) (−1, 7)
(e) (3, 10)

(78) Rozwi¡za¢ równania i nierówno±ci
(a) x2 − 103x+ 300 = 0
(b) 3x <

√
x2 + 8

(c)
√
x7 + x+ 7 = 3

(d) x4 − 5x2 + 4 < 0
(e) (x2 + x+ 1)3x > (x2 + x+ 1)x+1

(f) log2x(x
2 + 1) ≤ log2x(x

2 + 3x)
(g) log2 x+ logx 4 < 3

(h) ||||||x| − 1| − 1| − 1| − 1| − 1| = x

2
(i)

∣∣x2 − 17
∣∣ = 8

(j) |x− 1|+ |x|+ |x+ 1| > x2 +
20

9
(79) W trapezie o wysoko±ci 12 ramiona maj¡ dªugo±ci 15 i 20, a jedna z podstaw ma

dªugo±¢ 50. Jaka jest dªugo±¢ drugiej podstawy?
(80) Uporz¡dkowa¢ niemalej¡co nast¦puj¡ce liczby: sin 18◦, sin 36◦, sin 72◦, sin 144◦,

cos 18◦, cos 36◦, cos 72◦, cos 144◦.
(81) Niech 0 < a ≤ b ≤ c. Doko«czy¢ i uzasadni¢:
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(a) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t wtedy i tylko wtedy,
gdy ...

(b) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t prostok¡tny wtedy
i tylko wtedy, gdy ...

(c) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t rozwartok¡tny
wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(d) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t ostrok¡tny wtedy i
tylko wtedy, gdy ...

(e) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t o jednym z k¡tów
maj¡cym miar¦ 120◦ wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(f) Z odcinków o dªugo±ciach a, b, c mo»na zbudowa¢ trójk¡t o jednym z k¡tów
maj¡cym miar¦ 60◦ wtedy i tylko wtedy, gdy ...

(82) W trójk¡cie ABC k¡t przy wierzchoªku A ma miar¦ 30◦, a boki AC i BC maj¡
dªugo±ci odpowiednio

√
3 oraz 1. Wyznaczy¢ dªugo±¢ boku AB.

(83) �rodek okr¦gu opisanego na trójk¡cie le»y na prostej przechodz¡cej przez jeden z
jego wierzchoªków i ±rodek przeciwlegªego boku wtedy i tylko wtedy, gdy trójk¡t
jest ...

(84) Maj¡c narysowany okr¡g i jego ±rodek, skonstruowa¢ k¡t prosty przy u»yciu samej
linijki.

(85) Punkt O jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC. Wiadomo, »e

∠AOB = ∠ACB + 60◦ .

Wyznaczy¢ miar¦ k¡ta ACB .
(86) To samo pytanie, gdy O jest ±rodkiem okr¦gu opisanego na trójk¡cie ABC.
(87) Poni»sze warunki dotycz¡ czworok¡ta wypukªego. Poª¡czy¢ je w pary warunków

równowa»nych.
(a) w czworok¡t mo»na wpisa¢ okr¡g
(b) na czworok¡cie mo»na opisa¢ okr¡g
(c) czworok¡t jest równolegªobokiem
(d) czworok¡t jest rombem
(e) czworok¡t jest prostok¡tem
(f) sumy miar przeciwlegªych k¡tów s¡ równe
(g) sumy dªugo±ci przeciwlegªych boków s¡ równe
(h) sumy kwadratów dªugo±ci przeciwlegªych boków s¡ równe
(i) przek¡tne s¡ równej dªugo±ci i dziel¡ si¦ na poªowy
(j) przek¡tne s¡ prostopadªe i dziel¡ si¦ na poªowy
(k) przek¡tne s¡ prostopadªe
(l) przek¡tne dziel¡ si¦ na poªowy

(88) Czy istnieje czworok¡t, którego boki maj¡ dªugo±ci (w podanej kolejno±ci)
(a) 1, 3, 10, 15
(b) 2, 4, 10, 15
(c) 3, 27, 10, 15
(d) 4, 30, 10, 15

(89) Wyznaczy¢ poªo»enie punktów styczno±ci okr¦gu wpisanego w trójk¡t o bokach 3,
4, 5 do boków tego trójk¡ta.

(90) Trzy kolejne boki wielok¡ta opisanego na okr¦gu maj¡ dªugo±ci a, b, c (z zachowa-
niem kolejno±ci). Jaki warunek musz¡ speªnia¢ a, b, c, aby byªo to mo»liwe?

(91) Na okr¦gu opisano pi¦ciok¡t o bokach 3, 4, 5, 6, 7 (w tej kolejno±ci). Wyznaczy¢
poªo»enie punktów styczno±ci okr¦gu do boków pi¦ciok¡ta.
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(92) Pi¦¢ kolejnych boków wielok¡ta opisanego na okr¦gu ma dªugo±ci a, b, c, d, e
(z zachowaniem kolejno±ci). Wykaza¢, »e wówczas

b+ d < a+ c+ e .

(93) Wykaza¢, »e dla sze±ciok¡ta o bokach a, b, c, d, e, f (z zachowaniem kolejno±ci)
równo±¢

a+ c+ e = b+ d+ f

jest warunkiem (koniecznym/dostatecznym) (niepotrzebne skre±li¢) na to, aby w
sze±ciok¡t mo»na byªo wpisa¢ okr¡g. Pokaza¢ na przykªadzie, »e nie jest to waru-
nek (konieczny/dostateczny).

(94) Poda¢ 4 przykªady parami niepodobnych trójk¡tów równoramiennych, z których
ka»dy mo»na podzieli¢ na dwa trójk¡ty równoramienne.

(95) Dla których liczb naturalnych n ≥ 3 poni»sze zdanie jest prawdziwe
(a) Dowolny n-k¡t wpisany w okr¡g i maj¡cy wszystkie boki równej dªugo±ci jest

foremny.
(b) Dowolny n-k¡t wpisany w okr¡g i maj¡cy wszystkie k¡ty równej miary jest

foremny.
(c) Dowolny n-k¡t opisany na okr¦gu i maj¡cy wszystkie boki równej dªugo±ci

jest foremny.
(d) Dowolny n-k¡t opisany na okr¦gu i maj¡cy wszystkie k¡ty równej miary jest

foremny.
(96) Na pªaszczy¹nie dany jest trójk¡t ABC. Ile co najwy»ej mo»e istnie¢ takich punk-

tów D ró»nych od C, »e proste AB i CD s¡ prostopadªe, a przy tym

∠ACB = ∠ADB ?

(97) Dla której liczby naturalnej n w dowolnym n-k¡cie wypukªym liczba przek¡tnych
jest k razy wi¦ksza od liczby boków, je»eli
(a) k = 2
(b) k = 3
(c) k = 5
(d) k = 10

(98) Dla których liczb naturalnych n istnieje n-k¡t wypukªy, którego ka»dy k¡t we-
wn¦trzny ma miar¦ 60◦ lub 160◦?

(99) Dziewi¦ciok¡t A1A2A3 . . . A9 jest foremny. Wyznaczy¢ miary k¡tów trójk¡ta
(a) A1A3A7

(b) A2A3A8

(c) A3A4A5

(100) Dany jest dwunastok¡t foremny A1A2A3 . . . A12. Dla podanych dwóch przek¡tnych
wskaza¢ trzeci¡ przek¡tn¡ przechodz¡c¡ przez ich punkt przeci¦cia.
(a) A1A7, A3A9

(b) A1A5, A2A8

(c) A1A5, A3A7

(d) A1A6, A4A9

(101) Dany jest jedenastok¡t foremny A1A2A3 . . . A11. Poª¡czy¢ podane czworok¡ty w
pary czworok¡tów przystaj¡cych
(a) A1A2A4A9

(b) A1A3A7A11

(c) A1A4A10A11

(d) A1A6A9A10
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(e) A1A4A6A11

(f) A1A2A3A9

(g) A1A6A8A11

(h) A1A3A4A8

(i) Które czworok¡ty maj¡ równe pola?
(102) Dany jest 13-k¡t foremny A1A2A3 . . . A13. Dla podanych i, j wskaza¢ tak¡ liczb¦

k, »e trójk¡t AiAjAk jest trójk¡tem równoramiennym ostrok¡tnym
(a) i = 1, j = 2
(b) i = 1, j = 5
(c) i = 1, j = 6
(d) i = 1, j = 7

(103) Który punkt wewn¡trz trójk¡ta równobocznego ma najmniejsz¡ sum¦ odlegªo±ci
od jego boków?

(104) Który punkt wewn¡trz trójk¡ta równobocznego ma najmniejsz¡ sum¦ odlegªo±ci
od jego wierzchoªków?

(105) Który punkt wewn¡trz kwadratu ma najmniejsz¡ sum¦ odlegªo±ci od jego boków?
(106) Który punkt wewn¡trz kwadratu ma najmniejsz¡ sum¦ odlegªo±ci od jego wierz-

choªków?
(107) W wierzchoªkach kwadratu o boku 1 km znajduj¡ si¦ 4 domy. Czy mo»na zbudowa¢

sie¢ dróg o ª¡cznej dªugo±ci mniejszej od 2
√
2 km, umo»liwiaj¡c¡ doj±cie z ka»dego

domu do ka»dego innego?
(108) Obliczy¢ pole sze±ciok¡ta formenego o boku 1.
(109) Obliczy¢ pole dwunastok¡ta formenego o boku 1.
(110) W 101-k¡cie foremnym pomalowano na czerwono dowolne 52 wierzchoªki. Dowie±¢,

»e istnieje trójk¡t równoramienny, którego wszystkie wierzchoªki s¡ czerwone.
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