Pierwsza litera nazwiska

Egzamin koniicowy
1 termin, 5.02.15

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz calke:

™
/ x? cos x dr.
0

Rozwigzanie: Catke liczymy przez czesci:

s s
/ZEQCOSIde‘:/ r*(sinz) dr
0 0
™ T
—/ 2z sinx dx
0 0

= —2/ x(—cosx) dx
0

+ / COS ¥ d;z:)
0 0

™

= 2’sinzx

= —2(—1:(:08:6

= 2(mcosm —0cos0) — 2sinzx

0
= —27.
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Zadanie 2. Znajdz pole figury zawartej pomiedzy krzywa y = ze 2 i jej asymptota
(dla z > 0).

Rozwigzanie: Dla x — co mamy ze ™2 () (na przyklad z de I'Hospitala), a wiec
asymptota tej funkcji w +o00 jest prosta y = 0. Widzimy wiec, ze obszar o ktory chodzi
to {(z,y);x >0, 0 <y <xze 2} Jest to obszar nieograniczony, wiec jego pole zadane

jest catka niewlasciwa:
P = / e 2 dy.
0

Sprawdzmy, czy ta calka jest zbiezna. Niech M > 0

2
M 2

M ) t = z? 2 =5 M2 Moo
/ re T2 dr = {dt 2d } :/ e tdt = —et =1—e 2 — 1.
0 = Traxr 0

Calka niewladciwa istnieje wiec, i jest rowna 1.
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Zadanie 3. Znajdz dlugos¢ tuku krzywej y = log(1 — 2?), z € [0, 5].
Rozwigzanie: Krzywa ta jest wykresem funkcji f(z) = log(1 — #?) dla = € [0, 1], wiec

korzystamy ze wzoru
b
:/ V1+ f2(z)de.

2 4 22
:/ Vi ®

\/1—x 2 4+ 422
(1 —22)

/m

1 — 22

2 (1422
= /o —E . in dx.
Pozostaje policzy¢ ostatnig catke, ktora jest catka funkcji wymiernej. Najpierw piszemy:
(1+2%) (Q242°-1) 2 .
(1—a2) (1—22?) (1—a?) ’
a nastepnie przedstawiamy pozostaty utamek jako sume utamkoéw prostych:
2 2 A B

(1—2?) - (1—2)1+x) - 1—x+1—|—x’
Obliczamy A = B =1, i w koncu

1
2 1 1
/0 1—a:+1—|—:1: v

; S 13
—log]l—x|’ —|—log]1+x]‘ —:c) = —log - +log - —
0 0 0

Mamy f'(z) = {5, wiec

dz

1
=log3 — —.

1
2 2 2 2
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Zadanie 4. Oblicz caltke nieoznaczona
/$4+x3+4x2—|—2x—|—1
3+

Rozwigzanie: Zaczynamy od podzielenia wielomianow:

dzx.

A+ 20 +1 4+l - —x+4x+ 20 +1

3+ x4+
302 + x4+ 1
»+x
Nastepnie rozktadamy pozostaly utamek na utamki proste:
3¢*+2+1 A Bx+C
B+r oz 2241
Otrzymujemy A = C =1 oraz B = 2. Mamy wiec
a3+ 42 + 22+ 1
/ 3+

/( +1+1+2x+1>d L ||+/ 22 d+/ L
= x - r=—+x+loglx x
r z2+1 2 & 2 +1 2+ 1

Pierwsza z pozostalych calek traktujemy podstawieniem ¢t = 22 + 1 i otrzymujemy
2z t=a*+1 dt
dz = { b= [ & =loglt| + C = log(a® + 1) + C.
/x2+1 * dt = 2x dx t og|t] + og(e”+1) +
Druga z pozostalych calek to arctan x. Mamy w koncu:

/$4+x3+4x2+2x+1 x?

=z+1+

dr =

w2+ 2

dr = — + x +log|z| + log(2* + 1) + arctan x + C.

dzx.
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22

Zadanie 5. Znajdz pole obszaru zawartego pomiedzy krzywymi y = I%H oraz y = .
Rozwigzanie: Obie krzywe znajduja sie w gérnej polptaszezyznie. Sprawdzamy, gdzie

sie przecinaja:

1 a?
22+1 2

2 = gt 4 22
vt 2 —2=0.

Wstawiamy t = 22 i otrzymujemy rownanie kwadratowe t2 +t — 2 = 0, ktore jak latwo
sprawdzi¢ ma dwa rozwigzania t = —2 i ¢ = 1. Nas interesuje rozwiazanie nieujemne,
czyli t = 1. Mamy wiec 22 = 1 czyli # = 1. Zadane krzywe przecinaja sie nad punktami
x = £1, a wiec obszar zawarty pomiedzy tymi krzywymi lezy nad przedzialem [—1,1].
Na tym przedziale krzywa z++1 jest wyzej, co tatwo sprawdzi¢ badajac wartosci w 0. Pole
obszaru wynosi wiec:

1 2 3
1 1
P:/ < 5 _x_) dr = arctan x
1 \Z +1 2

1

T
6l-1 4 4 6 6 2 3

-1
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Zadanie 6. Znajdz warto$¢ najmniejsza i najwieksza funkcji

f(z) = sin* z + cos* z.

Rozwigzanie: Funkcja f jest okresowa o okresie m, a wiec wystarczy znalezé¢ wartosci
najwieksze i najmniejsze na przedziale [0, 7]. Na obu koncach przedzialu mamy f(0) =
f(m) = 1, Policzmy pochodna:

f'(z) = 4sin® 2 cos v — 4 cos® x sinx = 4sin x cos z(sin® v — cos® r) = —2sin 2 cos 2.

Gdy z przebiega przedzial (0,7) (koncow juz nie rozwazamy) to 2x przebiega przedzial

s

(0,27) w tym przedziale sin zeruje sie w punkcie 7 (czyli © = 5), a cos w punktach 7 i

37”, czyliz =751z = %' Te 3 punkty to punkty krytyczne, w ktérych moze wystepowaé
3 1

ekstremum. Mamy f(2) =1, f(3)=f(3F) =1+ 1 = 1.

Warto$¢ najwieksza naszej funkcji to 1, a najmniejsza to %
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Zadanie 7. Oblicz granice:
. r+1-—¢€"
lim ———.
z—0 x sinx

Rozwigzanie: To jest wyrazenie nieoznaczone postaci 2 w 0, wigc mozemy zastosowac

regute de I'Hospitala (trzeba ja zastosowaé¢ dwukrotnie):

. r+1—e"gern,. I —e” de I'H |, —e’
lim ——— = lim — =1 .
z—0  x sinx z=08inx + r cos T =0 COST + cOST — & sinx 2




