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Egzamin ko«cowy

1 termin, 5.02.15

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦: ∫ π

0

x2 cosx dx.

Rozwi¡zanie: Caªk¦ liczymy przez cz¦±ci:∫ π

0

x2 cos x dx =

∫ π

0

x2(sinx)′ dx

= x2 sin x

∣∣∣∣π
0

−
∫ π

0

2x sinx dx

= −2

∫ π

0

x(− cos x)′ dx

= −2
(
− x cos x

∣∣∣π
0
+

∫ π

0

cosx dx
)

= 2(π cos π − 0 cos 0)− 2 sin x
∣∣∣π
0

= −2π.
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Zadanie 2. Znajd¹ pole �gury zawartej pomi¦dzy krzyw¡ y = x e−x2/2 i jej asymptot¡
(dla x ≥ 0).

Rozwi¡zanie: Dla x → ∞ mamy x e−x2/2 → 0 (na przykªad z de l'Hospitala), a wi¦c
asymptot¡ tej funkcji w +∞ jest prosta y = 0. Widzimy wi¦c, »e obszar o który chodzi
to {(x, y);x ≥ 0, 0 ≤ y ≤ x e−x2/2}. Jest to obszar nieograniczony, wi¦c jego pole zadane
jest caªk¡ niewªa±ciw¡:

P =

∫ ∞

0

x e−x2/2 dx.

Sprawd¹my, czy ta caªka jest zbie»na. Niech M > 0∫ M

0

x e−x2/2 dx =
{ t = x2

2

dt = x dx

}
=

∫ M2

2

0

e−t dt = −e−t
∣∣∣M2

2

0
= 1− e−

M2

2
M→∞−→ 1.

Caªka niewªa±ciwa istnieje wi¦c, i jest równa 1.
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Zadanie 3. Znajd¹ dªugo±¢ ªuku krzywej y = log(1− x2), x ∈ [0, 1
2
].

Rozwi¡zanie: Krzywa ta jest wykresem funkcji f(x) = log(1 − x2) dla x ∈ [0, 1
2
], wi¦c

korzystamy ze wzoru

L =

∫ b

a

√
1 + f ′2(x) dx.

Mamy f ′(x) = −2x
1−x2 , wi¦c

L =

∫ 1
2

0

√
1 +

4x2

(1− x2)2
dx

=

∫ 1
2

0

√
(1− x2)2 + 4 x2

(1− x2)
dx

=

∫ 1
2

0

√
(1 + x2)2

(1− x2)
dx

=

∫ 1
2

0

(1 + x2)

(1− x2)
dx.

Pozostaje policzy¢ ostatni¡ caªk¦, która jest caªk¡ funkcji wymiernej. Najpierw piszemy:

(1 + x2)

(1− x2)
=

(2 + x2 − 1)

(1− x2)
=

2

(1− x2)
− 1,

a nast¦pnie przedstawiamy pozostaªy uªamek jako sum¦ uªamków prostych:

2

(1− x2)
=

2

(1− x)(1 + x)
=

A

1− x
+

B

1 + x
.

Obliczamy A = B = 1, i w ko«cu

P =

∫ 1
2

0

( 1

1− x
+

1

1 + x
− 1

)
dx =

= − log |1− x|
∣∣∣ 12
0
+ log |1 + x|

∣∣∣ 12
0
− x

∣∣∣ 12
0
= − log

1

2
+ log

3

2
− 1

2
= log 3− 1

2
.
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Zadanie 4. Oblicz caªk¦ nieoznaczon¡∫
x4 + x3 + 4x2 + 2x+ 1

x3 + x
dx.

Rozwi¡zanie: Zaczynamy od podzielenia wielomianów:

x4 + x3 + 4x2 + 2x+ 1

x3 + x
=

x4 + x2 + x3 + x− x2 − x+ 4x2 + 2x+ 1

x3 + x

= x+ 1 +
3x2 + x+ 1

x3 + x
.

Nast¦pnie rozkªadamy pozostaªy uªamek na uªamki proste:

3x2 + x+ 1

x3 + x
=

A

x
+

Bx+ C

x2 + 1
.

Otrzymujemy A = C = 1 oraz B = 2. Mamy wi¦c∫
x4 + x3 + 4x2 + 2x+ 1

x3 + x
dx =

=

∫ (
x+ 1 +

1

x
+

2x+ 1

x2 + 1

)
dx =

x2

2
+ x+ log |x|+

∫
2x

x2 + 1
dx+

∫
1

x2 + 1
dx.

Pierwsz¡ z pozostaªych caªek traktujemy podstawieniem t = x2 + 1 i otrzymujemy∫
2x

x2 + 1
dx =

{ t = x2 + 1

dt = 2x dx

}
=

∫
dt

t
= log |t|+ C = log(x2 + 1) + C.

Druga z pozostaªych caªek to arctanx. Mamy w ko«cu:∫
x4 + x3 + 4x2 + 2x+ 1

x3 + x
dx =

x2

2
+ x+ log |x|+ log(x2 + 1) + arctanx+ C.
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Zadanie 5. Znajd¹ pole obszaru zawartego pomi¦dzy krzywymi y = 1
x2+1

oraz y = x2

2
.

Rozwi¡zanie: Obie krzywe znajduj¡ si¦ w górnej póªpªaszczy¹nie. Sprawdzamy, gdzie

si¦ przecinaj¡:

1

x2 + 1
=

x2

2

2 = x4 + x2

x4 + x2 − 2 = 0.

Wstawiamy t = x2 i otrzymujemy równanie kwadratowe t2 + t − 2 = 0, które jak ªatwo
sprawdzi¢ ma dwa rozwi¡zania t = −2 i t = 1. Nas interesuje rozwi¡zanie nieujemne,
czyli t = 1. Mamy wi¦c x2 = 1 czyli x = ±1. Zadane krzywe przecinaj¡ si¦ nad punktami
x = ±1, a wi¦c obszar zawarty pomi¦dzy tymi krzywymi le»y nad przedziaªem [−1, 1].
Na tym przedziale krzywa 1

x2+1
jest wy»ej, co ªatwo sprawdzi¢ badaj¡c warto±ci w 0. Pole

obszaru wynosi wi¦c:

P =

∫ 1

−1

( 1

x2 + 1
− x2

2

)
dx = arctan x

∣∣∣1
−1

− x3

6

∣∣∣1
−1

=
π

4
+

π

4
− 1

6
− 1

6
=

π

2
− 1

3
.
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Zadanie 6. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ funkcji

f(x) = sin4 x+ cos4 x.

Rozwi¡zanie: Funkcja f jest okresowa o okresie π, a wi¦c wystarczy znale¹¢ warto±ci
najwi¦ksze i najmniejsze na przedziale [0, π]. Na obu ko«cach przedziaªu mamy f(0) =
f(π) = 1, Policzmy pochodn¡:

f ′(x) = 4 sin3 x cosx− 4 cos3 x sin x = 4 sin x cos x(sin2 x− cos2 x) = −2 sin 2x cos 2x.

Gdy x przebiega przedziaª (0, π) (ko«ców ju» nie rozwa»amy) to 2x przebiega przedziaª
(0, 2π) w tym przedziale sin zeruje si¦ w punkcie π (czyli x = π

2
), a cos w punktach π

2
i

3π
2
, czyli x = π

4
i x = 3π

4
. Te 3 punkty to punkty krytyczne, w których mo»e wyst¦powa¢

ekstremum. Mamy f(π
2
) = 1, f(π

4
) = f(3π

4
) = 1

4
+ 1

4
= 1

2
.

Warto±¢ najwi¦ksza naszej funkcji to 1, a najmniejsza to 1
2
.
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Zadanie 7. Oblicz granic¦:

lim
x→0

x+ 1− ex

x sinx
.

Rozwi¡zanie: To jest wyra»enie nieoznaczone postaci ∞
∞ w 0, wi¦c mo»emy zastosowa¢

reguª¦ de l'Hospitala (trzeba j¡ zastosowa¢ dwukrotnie):

lim
x→0

x+ 1− ex

x sin x
de l'H
= lim

x→0

1− ex

sin x+ x cos x
de l'H
= lim

x→0

−ex

cosx+ cos x− x sinx
= −1

2
.


