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Kolokwium 1

7.11.14

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Rozwi¡» równanie

|1− 2x|+ |2x− 6| = x2.

Rozwi¡zanie: Rozwa»amy 3 przypadki:

• x ≤ 1
2
⇒ 1 − 2x + 6 − 2x = x2 ⇒ x2 + 4x − 7 = 0. Mamy ∆ = 16 + 28 = 44 ⇒

pierwiastki: −2 ±
√
11. Wida¢, »e mniejszy pierwiastek wpada do zakresu, a

wi¦kszy nie.
• 1

2
< x ≤ 3 ⇒ 2x− 1 + 6− 2x = x2 ⇒ x2 − 5 = 0, czyli x = ±

√
5. Tylko x =

√
5

wpada do zakresu.
• x > 3 ⇒ 2x − 1 + 2x − 6 = x2 ⇒ x2 − 4x + 7 = 0. Mamy ∆ = 16 − 28 = −12,
czyli rzeczywistych pierwiastków nie ma.

W rezultacie otrzymali±my 2 rozwi¡zania: −2−
√
11 i

√
5.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Znajd¹ wszystkie pierwiastki

4
√
− i,

i przedstaw wyniki w postaci a+ i b.

Rozwi¡zanie: Przedstawiamy −i w postaci trygonometrycznej:

−i = cos
(3
2
π
)
+ i sin

(3
2
π
)
.

Wiemy, »e 4 pierwiastki stopnia 4 dane s¡ wzorami:

z1 = cos
(3
8
π
)
+ i sin

(3
8
π
)

z2 = cos
(7
8
π
)
+ i sin

(7
8
π
)

z3 = cos
(11
8

π
)
+ i sin

(11
8

π
)

z4 = cos
(15
8

π
)
+ i sin

(15
8

π
)
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Znajd¹ funkcj¦ odwrotn¡ (wraz z jej dziedzin¡) do:

3
√
x2 + 2x+ 2, x ≥ −1.

Rozwi¡zanie: Funkcj¦ mo»emy zapisa¢ tak:

3
√
x2 + 2x+ 2 = 3

√
(x+ 1)2 + 1.

W tej postaci widzimy, »e zbiorem warto±ci s¡ wszystkie liczby ≥ 1, wi¦c taka jest dzie-
dzina funkcji odwrotnej. Rozwi¡zujemy (dla y ≥ 1):

y = 3
√

(x+ 1)2 + 1

y3 = (x+ 1)2 + 1

(y3 − 1) = (x+ 1)2√
y3 − 1 = x+ 1√

y3 − 1− 1 = x.

Funkcj¡ odwrotn¡ jest wi¦c √
x3 − 1− 1, x ≥ 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ granic¦ (by¢ mo»e niewªa±ciw¡) ci¡gu

an =
n2 − 2n− 4

(2n+ (−1)n sinn)2
.

Rozwi¡zanie: Dzielimy licznik i mianownik przez n2

an =
n2 − 2n− 4

(2n+ (−1)n sinn)2
=

1− 2
n
− 4

n2(
2 + (−1)n sinn

n

)2 .

Dziwny ci¡g w mianowniku traktujemy twierdzeniem o 3 ci¡gach:

−1

n
≤ (−1)n sinn

n
≤ 1

n
.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do 0, wi¦c ci¡g w ±rodku te». W ko«cu:

lim
n→∞

n2 − 2n− 4

(2n+ (−1)n sinn)2
=

limn→∞

(
1− 2

n
− 4

n2

)
(
limn→∞

(
2 + (−1)n sinn

n

))2 =
1

22
=

1

4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Znajd¹ granic¦ (by¢ mo»e niewªa±ciw¡) ci¡gu

an =
n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach:

n

√(3
4

)n

≤ n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

≤ n

√
2
(3
4

)n

3

4
≤ n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

≤ 3

4
n
√
2.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do 3
4
, a wi¦c ci¡g w ±rodku te».

lim
n→∞

n

√(2
3

)n

+
(3
4

)n

=
3

4
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 6. Znajd¹ granic¦ (by¢ mo»e niewªa±ciw¡) ci¡gu

an =
n
√
2n3 − 3n2 + 15.

Rozwi¡zanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ci¡gach:
n
√
2n3 − n3 ≤ n

√
2n3 − 3n2 + 15 ≤ n

√
2n3 + 15n3, n ≥ 3.

Lewa nierówno±¢ wynika z tego, »e opu±cili±my 15 oraz zamiast 3n2 odj¦li±my n3. Ale
dla n ≥ 3 mamy n3 ≥ 3n2. Odj¦li±my wi¦c wi¦cej. Prawa nierówno±¢ bierze si¦ st¡d, »e
opu±cili±my −3n2, a 15 zwi¦kszyli±my do 15n3. Mamy wi¦c

n
√
n3 ≤ n

√
2n3 − 3n2 + 15 ≤ n

√
17n3(

n
√
n
)3

≤ n
√
2n3 − 3n2 + 15 ≤ n

√
17
(

n
√
n
)3

.

Skrajne ci¡gi d¡»¡ do 1, a wi¦c ci¡g w ±rodku te».

lim
n→∞

n
√
2n3 − 3n2 + 15 = 1.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Udowodnij, »e je»eli

lim
n→∞

an = +∞, oraz lim
n→∞

bn = g < 0,

to
lim
n→∞

an · bn = −∞.

Rozwi¡zanie: Z tego, »e an → +∞ mamy:

(*) ∀ M ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 an > M.

Potrzebujemy:
∀ M ∃ n0 ∈ N ∀ n ≥ n0 an · bn < M.

Wykorzystamy fakt, »e bn s¡ ujemne i oddzielone od 0 (od pewnego miejsca). Sprawd¹my
to. g < 0, wi¦c niech ϵ = −g/2. Wtedy istnieje n1 ∈ N takie, »e dla n ≥ n1

bn − g < ϵ ⇔ bn < g − g/2 = g/2.

Wiemy wi¦c, »e bn < g/2 < 0, dla n ≥ n1. Niech M < 0 b¦dzie dane. (M ≥ 0 rozwa»ymy
pó¹niej, ten przypadek jest prostszy.) Zastosujmy (*) z 2M/g w miejsce M . Mamy wi¦c
n2 ∈ N takie, »e dla n ≥ n2

an >
2M

g
.

Teraz niech n0 = max{n1, n2} i n ≥ n0. Mamy jednocze±nie

an >
2M

g
i bn <

g

2
.

Mno»¡c stronami pierwsz¡ nierówno±¢ przez bn (ujemne) dostajemy

an · bn <
2M

g
· bn <

2M

g
· g
2
= M.

Ostatnia nierówno±¢ to bn < g/2 pomno»one stronami przez dodatni¡ liczb¦ 2M/g.
Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy zadane jest M ≥ 0. Wystarczy zapewni¢ an · bn < 0.

Niech wi¦c n2 b¦dzie dane przez (*) z 0 w miejsce M . Mamy wi¦c, dla n ≥ n2

an > 0.

Ale dla n ≥ n1 (ustalone na przykªad tak jak wcze±niej, dla ϵ = −g/2) bn < 0, czyli dla
n ≥ n0 = max{n1, n2}

an · bn < 0 ≤ M.


