Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
7.11.14

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Rozwiaz réwnanie

|1 — 22| + 22 — 6] = 2°.

Rozwigzanie: Rozwazamy 3 przypadki:

. x§%:1—2x+6—2x:x2:x2+4x—7:0. Mamy A =16+ 28 = 44 =
pierwiastki: —2 4+ v/11. Wida¢, ze mniejszy pierwiastek wpada do zakresu, a
wiekszy nie.

° %<x§3:>2x—1+6—2x:x2:>x2—5:0,czy]ix:j:\/g. Tylko z = v/5
wpada do zakresu.

er>3=2r—1+20-6=22= 2242 +7=0. Mamy A = 16 — 28 = —12,
czyli rzeczywistych pierwiastkow nie ma.

W rezultacie otrzymalismy 2 rozwiazania: —2 — v/11 1 v/5.
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Zadanie 2. Znajdz wszystkie pierwiastki

4 B
J— Z,
i przedstaw wyniki w postaci a + 7 b.

Rozwigzanie: Przedstawiamy —¢ w postaci trygonometrycznej:

—1 = COs <%7T) + 1 sin <gﬂ')

Wiemy, ze 4 pierwiastki stopnia 4 dane sa wzorami:

Z1 = cos (— 7'(') + 7 sin (g 77)

w

22:cos< )
8 8
(11 >+, ) (11 )
= cos [ — S —
23 S T 7 sin S T
(15 >+. ) (15 )
—_ —_— m |\ — .
Z4 = COS 3 T 18 3 T
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Zadanie 3. Znajdz funkcje odwrotna (wraz z jej dziedzina) do:

Va2 42 +2, x> -1
Rozwigzanie: Funkcje mozemy zapisaé tak:
Va2 422+ 2= /(z +1)2+ 1.

W tej postaci widzimy, ze zbiorem wartosci sa wszystkie liczby > 1, wiec taka jest dzie-
dzina funkcji odwrotnej. Rozwiazujemy (dla y > 1):

y=+/(r+1)2+1
v =(x+1)?+1
(W 1) = (@ + 1)
\/y37—1:x+1
\/ﬁ—lzx.

Vid—1-1, x> 1.

Funkcja odwrotna jest wiec
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Zadanie 4. Znajdz granice (by¢ moze niewlasciwa) ciagu
n?—2n —4
(2n + (—1)*sinn)?’

Rozwigzanie: Dzielimy licznik i mianownik przez n?

Ay —

n? —2n —4 1—%—%

Qn,

n
Dziwny ciag w mianowniku traktujemy twierdzeniem o 3 ciggach:
-1 < (—1)"sinn < 1

n n ~n
Skrajne ciagi daza do 0, wiec ciag w $rodku tez. W koncu:

n:—92n—4 limy, o <1_%_n2)
lim —

(2n + (—1)nsinn)? <2+ (—1)nsinn)2'

n—oo (2n + (—1)"sinn)? <limn—>oo <2 n (—I)Zsinn>>2
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Zadanie 5. Znajdz granice (by¢ moze niewlasciwa) ciagu

G+ ()
a, = = - .
3 4
Rozwigzanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ciagach:
() =<{G) Q) =20
4/ = 3 4/ = 4
3 2\ 3\ 3
- <H{/l= -] <-=-v2.
1=VG) () =12
Skrajne ciagi daza do %, a wiec ciag w Srodku tez.

lim { <g)n+ <§)n—§
n=300 3 4) 4

3
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Zadanie 6. Znajdz granice (by¢ moze niewlasciwa) ciagu

a, = V/2n3 — 3n? + 15.

Rozwigzanie: Korzystamy z twierdzenia o 3 ciaggach:
V2n3 —nd < V/2n3 — 3n2 + 15 < V203 + 15n3, n > 3.

Lewa nierowno$é¢ wynika z tego, ze opuéciliémy 15 oraz zamiast 3n? odjeliémy n3. Ale
dla n > 3 mamy n® > 3n%. Odjelismy wiec wiecej. Prawa nier6wno$é bierze sie stad, ze
opuécilismy —3n?, a 15 zwiekszylismy do 15n3. Mamy wiec

VUn3 < /2n3 —3n2 4+ 15 < V1773
3 3
(ﬁ) < 2mF — 32+ 15 < \"/17(%) .
Skrajne ciagi daza do 1, a wiec ciag w §rodku tez.
lim V/2n3 —3n2 + 15 = 1.

n—oo
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Zadanie 7. Udowodnij, ze jezeli

lim a, = 400, oraz lim b, =g <0,
n—0o0 n—0o0
to

lim a, - b, = —o0.

n—oo
Rozwigzanie: Z tego, ze a,, — +00 mamy:
(*) VM dngeN Vn>ng a, > M.
Potrzebujemy:

VM dngeN Vn>ng ay, - b, < M.
Wykorzystamy fakt, ze b, sa ujemne i oddzielone od 0 (od pewnego miejsca). Sprawdzmy
to. g <0, wiec niech € = —g/2. Wtedy istnieje n; € N takie, ze dla n > ny
by,—g<e & b, <g—g/2=g/2.

Wiemy wiec, ze b, < g/2 < 0, dlan > n;. Niech M < 0 bedzie dane. (M > 0 rozwazymy
pozniej, ten przypadek jest prostszy.) Zastosujmy (*) z 2M /g w miejsce M. Mamy wiec
ns € N takie, ze dla n > ns

2M
a, > —.
g
Teraz niech ng = max{n;,ns} i n > ng. Mamy jednoczesnie
2M
ap > i bn < g
g 2
Mnozac stronami pierwsza nieréwnos¢ przez b, (ujemne) dostajemy

oM oM
an~bn<—-bn<—~g:
g g 2

Ostatnia nier6wnos$¢ to b, < g/2 pomnozone stronami przez dodatnia liczbe 2M/g.
Rozpatrzmy teraz przypadek, gdy zadane jest M > 0. Wystarczy zapewnié a, - b, < 0.
Niech wiec ny bedzie dane przez (*) z 0 w miejsce M. Mamy wiec, dla n > ny

a, > 0.

Ale dla n > ny (ustalone na przyktad tak jak wczesniej, dla e = —g/2) b, < 0, czyli dla
n > ng = max{ni,no}
ap b, <0< M.



