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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz pochodn¡ nast¦puj¡cej funkcji

f(x) = x2

√
1 +

√
x.

Rozwi¡zanie:

f ′(x) = 2x ·
√

1 +
√
x+ x2 · 1

2
√
1 +

√
x
· 1

2
√
x
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 2. Oblicz granic¦:

lim
x→0

ex
3 − 1− x3

sin6(2x)
.

Rozwi¡zanie: Jest to wyra»enie nieoznaczone postaci 0
0
w 0, wi¦c mo»emy stosowa¢

reguª¦ de l'Hospitala. Stosuj¡c t¡ metod¦ wprost musimy ró»niczkowa¢ licznik i mianow-

nik wielokrotnie, w dodatku kolejne pochodne mianownika b¦d¡ coraz bardziej zawiªe.

Mo»emy te» skorzysta¢ ze znanej granicy:

lim
x→0

sin 2x

2x
= 1 ⇒ lim

x→0

(
2x

sin 2x

)6

= 1,

wi¦c

lim
x→0

ex
3 − 1− x3

sin6(2x)
= lim

x→0

ex
3 − 1− x3

(2x)6
· (2x)6

sin6(2x)

= lim
x→0

ex
3 − 1− x3

64x6
.

Mo»emy sobie upro±ci¢ obliczenia dalej, zauwa»aj¡c, »e x → 0 ⇔ x3 → 0, wi¦c powy»sza

granica jest równa

lim
x→0

ex − 1− x

64x2
.

Ta ostatnia granica da si¦ ªatwo obliczy¢ stosuj¡c reguª¦ de l'Hospitala 2-krotnie

lim
x→0

ex − 1− x

64x2

de l'H
= lim

x→0

ex − 1

128x
de l'H
= lim

x→0

ex

128
=

1

128
.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 3. Oblicz caªk¦: ∫
e−x3

x2 dx.

Rozwi¡zanie: Stosujemy podstawienie∫
e−x3

x2 dx =

{
t = x3

dt = 3x2dx

}
=

∫
e−t 1

3
dt

= −1

3
e−t + C

= −1

3
e−x3

+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 4. Znajd¹ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ warto±¢ danej funkcji na podanym prze-

dziale:

f(x) = 2x3 + 3x2 − 12x+ 1 na [−3, 2].

Rozwi¡zanie: Znajdujemy warto±ci funkcji na ko«cach przedziaªu i w punktach krytycz-

nych

f(−3) = 2 (−3)3 + 3 (−3)2 − 12 (−3) + 1

= −54 + 27 + 36 + 1

= 10,

f(2) = 2 · 23 + 3 · 22 − 12 · 2 + 1

= 16 + 12− 24 + 1.

f ′(x) = 6x2+6 x−12. Szukamy punktów krytycznych. 6x2+6x−12 = 0 ⇒ x2+x−2 =
0 ⇒ x = 1 lub x = −2.

f(1) = 2 + 3− 12 + 1

= −6

f(−2) = 2 (−2)3 + 3 (−2)2 − 12 (−2) + 1

− 16 + 12 + 24 + 1

= 21.

Warto±¢ najmniejsza to −6 a najwi¦ksza to 21.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 5. Udowodnij, »e dla x > 0 zachodzi nierówno±¢

x

x+ 1
< log(1 + x).

Rozwi¡zanie: Rozwa»my funkcj¦

f(x) = log(1 + x)− x

x+ 1
.

Mamy f(0) = 0, oraz

f ′(x) =
1

1 + x
− (x+ 1)− x

(x+ 1)2

=
1

1 + x

(
1− 1

x+ 1

)
> 0.

Pochodna jest wi¦c ±ci±le dodatnia na przedziale niesko«czonym (0,∞) a wi¦c funkcja jest
±ci±le rosn¡ca na domkni¦tym przedziale niesko«czonym [0,∞). W takim razie dla x > 0
mamy f(x) > f(0) = 0, a to jest nierówno±¢ o któr¡ chodziªo.
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Zadanie 6. Oblicz caªk¦ ∫
x4 + x2 + 1

x− 1
dx.

Rozwi¡zanie: Mo»emy policzy¢ t¡ caªk¦ dziel¡c licznik przez mianownik jako wielomiany

z reszt¡. Mo»emy te» zrobi¢ proste podstawienie:∫
x4 + x2 + 1

x− 1
dx =

{
t = x− 1

dt = dx

}
=

∫
(t+ 1)4 + (t+ 1)2 + 1

t
dt

=

∫
t4 + 4t3 + 6t2 + 4t+ 1 + t2 + 2t+ 1 + 1

t
dt

=

∫
t4 + 4t3 + 7t2 + 6t+ 3

t
dt

=

∫
(t3 + 4t2 + 7t+ 6 +

3

t
) dt

=
t4

4
+

4t3

3
+

7t2

2
+ 6t+ 3 log |t|+ C

=
(x− 1)4

4
+

4(x− 1)3

3
+

7(x− 1)2

2
+ 6(x− 1) + 3 log |x− 1|+ C.
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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 7. Oblicz caªk¦ ∫
log x

x3
dx.

Rozwi¡zanie: Stosujemy caªkowanie przez cz¦±ci:∫
log x

x3
dx =

∫
log x

(
x−2

−2

)′

dx

=
log x

(
x−2

)
−2

+
1

2

∫
(log x)′ x−2 dx

=
log x

−2 x2
+

1

2

∫
1

x3
dx

=
log x

−2 x2
+

1

2

(
x−2

−2

)
+ C

= −
log x+ 1

2

2 x2
+ C.


