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(1) Pokaz, ze jezeli operator liniowy T 7 przestrzeni Banacha X w przestrzen Banacha
Y jest ograniczony, to T przeksztalca ciagi stabo zbiezne do zera w X w ciagi stabo
zbiezne do zera w Y. Pokaz, ze implikacja odwrotna tez jest prawdziwa.
Wskazéwka: Skorzystaj z twierdzenia o wykresie domknietym.

(2) Podprzestrzen Y przestrzeni unormowanej X nazywamy niezmiennicza dla opera-
tora liniowego T : X — X jezeli T(Y') C Y. Znajdz podprzestrzenie niezmiennicze
operatora przesuniecia S okreglonego na £? wzorem

S(J](),l'l,l'g, . ) = (O,Ig,xl,ZEQ, e )

(3) Dla X = C[0,1] i g € X okreslamy operator T : X — X wzorem T'f(z) = g(z) -
f(z) (mnozenie punktowe przez funkcje g). Pokaz, ze operator T' jest ograniczony.
Znajdz o(T).

(4) Rozwiaz poprzednie zadanie dla X = L?[0, 1] oraz g € C|0, 1].

(5) Operator T : £* — (? jest okreslony wzorem (T'x),, = \, 2, gdzie \, jest ustalonym
ciagiem ograniczonym. Znajdz o(T') oraz o,(T).

(6) Korzystajac z poprzedniego zadania pokaz, ze dla dowolnego zwartego zbioru K C
C istnieje operator T : 2 — (2, ktorego spektrum jest rowne K.

(7) Niech T': » — (P 1 < p < 00, bedzie okreslony wzorem

T(ZEo,Jfl,J)Q, .. ) = (ZL‘l,IQ,l'g, Ce )

Znajdz spektrum T.
(8) Udowodnij, ze dla operatora 7" € B(H) na przestrzeni Hilberta H mamy

ITI1* = |1T*|]* = |TT*|| = IT°T|| = sup < T"Te, X >= Wi Tz,Ty > .
z||=1 z||=|ly||=1

(9) Oblicz transformate Laplace’a funkeji f(x) = xjo1(2).

(10) Udowodnij, ze jezeli Y nie jest zupelna a X jest nietrywialna (X # {0}), to
B(X,Y) tez nie jest zupelna.

(11) udowodnij, ze jezeli Tx = Sz dla x z pewnego zbioru liniowo gestego, oraz oba
operatory sa ograniczone, to 7' = §S.

(12) Niech T bedzie ciaglym odwzorowaniem addytywnym (czyli T'(x; + 22) = Tz +
T'z5) pomiedzy dwoma przestrzeniami liniowymi rzeczywistymi. Udowodnij, ze T
jest liniowe. Czy podobny fakt mozna udowodnié¢ dla przestrzeni zespolonych?

(13) Czy jezeli operator liniowy przeksztalca ciagi zbiezne do 0 w ciagi ograniczone to
musi by¢ ograniczony?

(14) Niech e, = (0,...,1,0,...) oznacza zwykly baze w ¢, a {x,,} bedzie ograniczonym
ciggiem w pewnej przestrzeni Banacha X. Wtedy istnieje doktadnie jeden operator
T € B({', X) taki, ze Te, = xz,, n = 1,2,.... Pokaz, ze istnieje operator liniowy
nieograniczony S : ¢! — X taki, ze Se, =0, n=1,2,....
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(15) Operator A : C* — C? jest dany przez macierz

1 ¢ 0
01 ¢
¢ 01

Oblicz norme A, obiema poznanymi na wykladzie metodami.
(16) Rozwazmy macierz nieskonczona o wspotczynnikach a; ), = ﬂ_ﬁ, Jk=1,2,....
Ta macierz definiuje operator liniowy H na przestrzeni ciagow = = (z1,29,...),

wzorem
00

H(z); = Zaj,kxk.
k=1
Udowodnij, ze H jest ograniczony na (2.



