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(1) Poka», »e je»eli operator liniowy T z przestrzeni Banacha X w przestrze« Banacha
Y jest ograniczony, to T przeksztaªca ci¡gi sªabo zbie»ne do zera w X w ci¡gi sªabo
zbie»ne do zera w Y . Poka», ze implikacja odwrotna tez jest prawdziwa.
Wskazówka: Skorzystaj z twierdzenia o wykresie domkni¦tym.

(2) Podprzestrze« Y przestrzeni unormowanej X nazywamy niezmiennicz¡ dla opera-
tora liniowego T : X → X je»eli T (Y ) ⊂ Y . Znajd¹ podprzestrzenie niezmiennicze
operatora przesuni¦cia S okre±lonego na ℓ2 wzorem

S(x0, x1, x2, . . . ) = (0, x0, x1, x2, . . . ).

(3) Dla X = C[0, 1] i g ∈ X okre±lamy operator T : X → X wzorem Tf(x) = g(x) ·
f(x) (mno»enie punktowe przez funkcj¦ g). Poka», »e operator T jest ograniczony.
Znajd¹ σ(T ).

(4) Rozwi¡» poprzednie zadanie dla X = L2[0, 1] oraz g ∈ C[0, 1].
(5) Operator T : ℓ2 → ℓ2 jest okre±lony wzorem (Tx)n = λnxn, gdzie λn jest ustalonym

ci¡giem ograniczonym. Znajd¹ σ(T ) oraz σp(T ).
(6) Korzystaj¡c z poprzedniego zadania poka», »e dla dowolnego zwartego zbioru K ⊂

C istnieje operator T : ℓ2 → ℓ2, którego spektrum jest równe K.
(7) Niech T : ℓp → ℓp, 1 ≤ p ≤ ∞, b¦dzie okre±lony wzorem

T (x0, x1, x2, . . . ) = (x1, x2, x3, . . . ).

Znajd¹ spektrum T.
(8) Udowodnij, »e dla operatora T ∈ B(H) na przestrzeni Hilberta H mamy

∥T∥2 = ∥T ∗∥2 = ∥TT ∗∥ = ∥T ∗T∥ = sup
∥x∥=1

< T ∗Tx,X >= sup
∥x∥=∥y∥=1

< Tx, Ty > .

(9) Oblicz transformat¦ Laplace'a funkcji f(x) = χ[0,1](x).
(10) Udowodnij, »e je»eli Y nie jest zupeªna a X jest nietrywialna (X ̸= {0}), to

B(X,Y ) te» nie jest zupeªna.
(11) udowodnij, »e je»eli Tx = Sx dla x z pewnego zbioru liniowo g¦stego, oraz oba

operatory s¡ ograniczone, to T = S.
(12) Niech T b¦dzie ci¡gªym odwzorowaniem addytywnym (czyli T (x1 + x2) = Tx1 +

Tx2) pomi¦dzy dwoma przestrzeniami liniowymi rzeczywistymi. Udowodnij, ze T
jest liniowe. Czy podobny fakt mo»na udowodni¢ dla przestrzeni zespolonych?

(13) Czy je»eli operator liniowy przeksztaªca ci¡gi zbie»ne do 0 w ci¡gi ograniczone to
musi by¢ ograniczony?

(14) Niech en = (0, . . . , 1, 0, . . . ) oznacza zwykª¡ baz¦ w ℓ1, a {xn} b¦dzie ograniczonym
ci¡giem w pewnej przestrzeni BanachaX. Wtedy istnieje dokªadnie jeden operator
T ∈ B(ℓ1, X) taki, »e Ten = xn, n = 1, 2, . . . . Poka», »e istnieje operator liniowy
nieograniczony S : ℓ1 → X taki, »e Sen = 0, n = 1, 2, . . . .
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(15) Operator A : C3 → C3 jest dany przez macierz 1 i 0
0 1 i
i 0 1


Oblicz norm¦ A, obiema poznanymi na wykªadzie metodami.

(16) Rozwa»my macierz niesko«czon¡ o wspóªczynnikach aj,k = 1
j+k−1

, j, k = 1, 2, . . . .

Ta macierz de�niuje operator liniowy H na przestrzeni ci¡gów x = (x1, x2, . . . ),
wzorem

H(x)j =
∞∑
k=1

aj,kxk.

Udowodnij, »e H jest ograniczony na ℓ2.
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