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. Rozwiaz rownanie rézniczkowe
(1) = 2(t) + f (1),
gdzie f jest ustalong funkcja z C(0,1)

Wskazéwka: Zamien réwnanie rozniczkowe na catkowe. Pojawi sie operator Volterry.
. Niech X bedzie przestrzeniag Banacha, a T' € B(X). Zdefiniujmy
exp(T') = R

n=0
Udowodnij, ze exp(7T") € B(X), i ze jest odwracalny. Czy zachodzi
exp(S +T) = exp(S) +exp(T) ?

Czy mozna sformutowaé jakie$ warunki na S, T zeby to zachodzilo?
. Niech T bedzie ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Pokaz, ze
(a) T jest roznowartosciowy < obraz T™ jest gesty;
(b) T™ jest roznowartosciowy < obraz T jest gesty;
(c) Jesli T jest “na”, to istnieje S : H — H taki, ze T'S = I (i, oczywiscie, vice versa);
(d) T ma domkniety obraz < T* ma domkniety obraz.
.DlaT,S € B(X) oraz A ¢ o(T) U c(S) udowodnij, ze
RA(T) — Rx(S) = RA(S)(T — S)RA(T).
(RA(Q) = (M — Q)~! to rezolwenta operatora Q.)
. Oblicz norme operatora 1" okreslonego wzorem

75w =1 [ sy

w przestrzeni L?(0,1). ZnajdZ operator sprzezony. Pokaz, ze istnieje ciag funkcji
fn € L?(0,1) taki, ze f, — 0 stabo, ale ||T'f,|| nie dazy do 0.
Wskazowka: Zauwaz, ze
1
15a) = [ fa)dy
0

Skorzystaj z nieréwnosci

</“1 </Olg(x’y) dy>2dx)§ = /o1 </019(:c,y)2dx>é dy

Jako przyktad ciagu funkcji rozwaz funkcje f(z) = z* dla o — —%+.

. Niech T bedzie operatorem na L?*(0,1) takim, Ze wymiar obrazu T* jest skoriczony.
Pokaz, ze istnieje funkcja K(z,y) € L?((0,1) x 0,1)) taka, ze

Tf(z) = / K(z,9)f(y)dy.

Wskazoéwka: Niech ¢, ..., ¢, bedzie bazg ortonormalng obrazu T*. Zauwaz, ze funk-
cja

K(.) = Y- T(0)(@)ily)

jest dobra.



