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1. Rozwi¡» równanie ró»niczkowe

x′(t) = x(t) + f(t),

gdzie f jest ustalon¡ funkcja z C(0, 1)
Wskazówka: Zamie« równanie ró»niczkowe na caªkowe. Pojawi si¦ operator Volterry.

2. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha, a T ∈ B(X). Zde�niujmy

exp(T ) =
∞∑
n=0

T k

k!
.

Udowodnij, ze exp(T ) ∈ B(X), i »e jest odwracalny. Czy zachodzi

exp(S + T ) = exp(S) + exp(T ) ?

Czy mo»na sformuªowa¢ jakie± warunki na S, T »eby to zachodziªo?
3. Niech T b¦dzie ograniczonym operatorem na przestrzeni Hilberta H. Poka», »e

(a) T jest ró»nowarto±ciowy ⇔ obraz T ∗ jest g¦sty;
(b) T ∗ jest ró»nowarto±ciowy ⇔ obraz T jest g¦sty;
(c) Je±li T jest �na�, to istnieje S : H → H taki, »e TS = I (i, oczywi±cie, vice versa);
(d) T ma domkni¦ty obraz ⇔ T ∗ ma domkni¦ty obraz.

4. Dla T, S ∈ B(X) oraz λ /∈ σ(T ) ∪ σ(S) udowodnij, »e

Rλ(T )−Rλ(S) = Rλ(S)(T − S)Rλ(T ).

(Rλ(Q) = (λI −Q)−1 to rezolwenta operatora Q.)
5. Oblicz norm¦ operatora T okre±lonego wzorem

Tf(x) =
1

x

∫ 1

0

f(y) dy.

w przestrzeni L2(0, 1). Znajd¹ operator sprz¦»ony. Poka», »e istnieje ci¡g funkcji
fn ∈ L2(0, 1) taki, »e fn → 0 sªabo, ale ∥Tfn∥ nie d¡»y do 0.
Wskazówka: Zauwa», »e

Tf(x) =

∫ 1

0

f(xy) dy.

Skorzystaj z nierówno±ci(∫ 1

0

(∫ 1

0

g(x, y) dy
)2

dx

) 1
2

≤
∫ 1

0

(∫ 1

0

g(x, y)2 dx
) 1

2
dy

Jako przykªad ci¡gu funkcji rozwa» funkcje f(x) = xα dla α → −1
2

+
.

6. Niech T b¦dzie operatorem na L2(0, 1) takim, »e wymiar obrazu T ∗ jest sko«czony.
Poka», »e istnieje funkcja K(x, y) ∈ L2((0, 1)× 0, 1)) taka, »e

Tf(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y)dy.

Wskazówka: Niech φ1, . . . , φn b¦dzie baz¡ ortonormaln¡ obrazu T ∗. Zauwa», »e funk-
cja

K(x, y) =
n∑

i=1

T (φi)(x)φi(y)

jest dobra.
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