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1. Niech B ∈ B(H), gdzie H jest zespolon¡ przestrzeni¡ Hilberta speªnia 0 ≤ B ≤ I.
Wyka», »e ∥B∥ ≤ 1 i 0 ≤ B −B2 ≤ I.

2. Kontynuuj¡c poprzednie zadanie, utwórzmy ci¡g operatorów

B1 = B, Bn+1 = Bn −B2
n.

(a) Udowodnij, »e 0 ≤ Bn ≤ 1.
(b) Udowodnij, »e je»eli A ∈ B(H) komutuje z B to komutuje z ka»dym Bn.
(c) Udowodnij, »e B2

1 +B2
2 + · · ·+B2

n = B1 −Bn+1 ≤ B1 ≤ 1.
(d) Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ H zachodzi limn→∞ ∥Bnx∥ = 0
(e) Udowodnij, »e dla ka»dego x ∈ H zachodzi

∑∞
n=1Bnx = Bx

3. Udowodnij, »e je»eli A,B ∈ B(H) speªniaj¡ A ≥ 0 i B ≥ 0 i komutuj¡, to AB ≥ 0.
Wskazówka: Bez utraty ogólno±ci (tzw. BUO) mo»na zaªo»y¢, »e 0 ≤ B ≤ 1 i
skorzysta¢ z poprzedniego zadania.

4. Udowodnij, »e je»eli A,B ∈ B(H) speªniaj¡ A ≥ B ≥ 0 i komutuj¡ to A2 ≥ B2 ≥ 0.
5. Udowodnij, »e je»eli A,B,C ∈ B(H) s¡ nieujemne, komutuj¡ iA ≥ B ≥ 0 toAC ≥ BC.
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