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1. Operator T jest okre±lony na L2(0, 1) wzorem

(Tf)(x) =

∫ x

0

f(y) dy.

Znajd¹ jawny wzór caªkowy dla operatorów (zI − T )−1, gdzie z ̸= 0.
Wskazówka Skorzystaj z faktu, ze (zI − T )−1 =

∑
T n/zn+1 i ze wzoru:

T nf(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

(x− y)n−1f(y) dy.

2. Zaªó»my, »e T ∈ B(X) speªnia warunek p(T ) = 0 dla pewnego wielomianu p(z) =
anz

n + · · ·+ a0. Poka», »e σ(T ) jest zawarte w zbiorze pierwiastków wielomianu p(z).
3. Dla funkcji zespolonej k(x, y) dwu zmiennych x, y ∈ [0, 1] okre±lamy operator K na

L2(0, 1) wzorem

Kf(x) =

∫ 1

0

k(x, y)f(y) dy.

Zaªó»my, »e K jest ograniczony, znajd¹ wzór na K∗.
4. Ograniczony operator P na przestrzeni Banacha X nazywamy rzutem je±li P 2 = P .

Poka», »e obraz P jest domkni¦ty. Znajd¹ σ(P ). Znajd¹ wzór na operatory rezolwenty
(zI − P )−1.

5. Rzut P na przestrzeni Hilberta H nazywamy ortogonalnym je±li Px ⊥ x − Px dla
dowolnego x ∈ H. Poka», »e nast¦puj¡ce trzy warunki sa równowa»ne:

• P jest ortogonalny,
• ∥P∥ ≤ 1,
• P jest hermitowski.

6. Niech P i Q b¦d¡ rzutami ortogonalnymi w przestrzeni Hilberta H takimi, ze PQ =
QP . Poka», »e ka»dy z operatorów I − P , I − Q, PQ, P + Q − PQ i P + Q − 2PQ
jest rzutem ortogonalnym. Opisz obrazy tych rzutów u»ywaj¡c obrazów P i Q.

7. Niech U b¦dzie ograniczonym i odwracalnym odwzorowaniem liniowym z przestrzeni
Banacha X na przestrze« Banacha Y . Niech T ∈ B(X), S ∈ B(Y ) speªniaj¡ S =
UTU−1. Poka», »e spektra operatorów S i T sa równe.

8. Udowodnij, »e je»eli ci¡g An ∈ B(H) jest sªabo zbie»ny, to równie» ci¡g A∗
n jest sªabo

zbie»ny. Poka», »e podobne stwierdzenie nie jest prawdziwe dla mocnej zbie»no±ci.
9. • Niech An, A ∈ B(H). Poka», »e je±li An ≥ 0 oraz An jest zbie»ny do A w normie

operatorowej, to A ≥ 0 oraz
√
An →

√
A w normie operatorowej.

• Poka», ze je»eli An ≥ 0 oraz An → A mocno, to równie» A ≥ 0 oraz
√
An →

√
A

mocno.
• Poka», ze je»eli An → A w normie operatorowej, to |An| → |A| w normie operato-
rowej.

• Poka», ze je»eli An → A oraz A∗ → A∗ mocno, to równie» |An| → |A| mocno.
• Poka» na przykªadzie, ze poprzednie stwierdzenie nie jest prawdziwe dla sªabej
zbie»no±ci operatorowej.
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10. Niech Tt : f(x) 7→ f(x + t) b¦dzie operatorem na L2(R). Znajd¹ norm¦ Tt. Do czego
s¡ zbie»ne operatory Tt, gdy t → ∞, i w jaki sposób? Rozwa» to samo pytanie dla
L2(R, e−x2

dx).
11. Niech H b¦dzie niesko«czenie wymiarow¡ przestrzeni¡ Hilberta.

• Poka», »e je»eli An, Bn ∈ B(H) s¡ mocno zbie»ne do A i B odpowiednio to AnBn

jest mocno zbie»ny do AB.
• Poka» na przykªadzie, ze je»eli zbie»no±¢ An → A,Bn → B jest tylko sªaba, to
AnBn nie musi by¢ sªabo zbie»ny do AB.

12. ( [∗] Dla tych, którzy znaj¡ si¦ na szeregach Fouriera.)] Dla funkcji ci¡gªej
g(x), okresowej o okresie 2π okre±lmy operator T na przestrzeni L2(0, 2π) wzorem

Tf(x) =
1

2π

∫ 2π

0

g(x− y)f(y)dy.

(Operator splotu z g.) Poka», ze T jest operatorem ograniczonym i

∥T∥ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|g(y)|dy.

Znajd¹ spektrum operatora T .
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