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W badaniu niedoborów »elaza u maªych dzieci porównano wybrane losowo
grupy dzieci, których matki wybraªy ró»ne sposoby karmienia. Jedna grupa
dzieci byªa karmiona piersi¡. Druga grupa byªa karmiona standardowym
mlekiem dla niemowl¡t, bez specjalnych suplementów »elazowych. W tabeli
znajduj¡ si¦ poziomy hemoglobiny we krwi dzieci z obu grup w wieku 12
miesi¦cy.

Karmienie n x s

Naturalne 23 13,3 1,7
Od»ywka 19 12,4 1,8

(a) Czy powy»sze dane dostarczaj¡ istotnego dowodu na to, »e ±rednie
poziomy hemoglobiny (w caªej populacji) s¡ ró»ne w tych dwóch
grupach?

(b) Jaki jest 95% przedziaª ufno±ci dla ±redniej ró»nicy poziomu
hemoglobiny w tych dwóch populacjach
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Model matematyczny

1. Mamy dwie populacje, I oraz II, z ka»dej pobrano prób¦ losow¡ SRS,
odpowiednio X1 i X2

2. X1 i X2 s¡ niezale»ne,
x i ∈ N(µi , σi/

√
ni ), i = 1, 2.

3. Dane: X1 : n1, x1, s1, X2 : n2, x2, s2.

4. Hipoteza: H0 : µ1 = µ2
Ha : µ1 > µ2,
Ha : µ1 < µ2,
Ha : µ1 6= µ2.
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Rozkªad x1 − x2

�rednia zmiennej x1 − x2 to µ1 − µ2,

Wariancja zmiennej x1 − x2 to σ21
n1

+
σ22
n2
,

Rozkªad zmiennej x1 − x2 jest normalny.

z-statystyka dla 2 prób (σ1, σ2 znane):

z =
(x1 − x2)− (µ1 − µ2)√

σ21
n1

+
σ22
n2

t-statystyka dla 2 prób (σ1, σ2 nieznane):

t =
(x1 − x2)− (µ1 − µ2)√

s
2
1
n1

+
s
2
2
n2
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Uwaga: t-statystyka nie ma rozkªadu t, ale mo»na j¡ stosowa¢, przyjmuj¡c
liczb¦ stopni swobody

df = min{n1 − 1, n2 − 1}.

1. Przedziaªy ufno±ci dla µ1 − µ2 (σ1, σ2 nieznane)

(x1 − x2)± t∗

√
s21
n1

+
s22
n2
,

gdzie t∗ jest górn¡ warto±ci¡ krytyczn¡ dla (1− C )/2 i liczb¡ stopni
swobody df = min{n1 − 1, n2 − 1}.

2. Testowanie hipotez H0 : µ1 = µ2, Ha : µ1 6= µ2
2.1 Obliczamy t-warto±¢ przy µ1 = µ2

t =
(x1 − x2)√

s2
1

n1
+

s2
2

n2

,

2.2 Znajdujemy p-warto±¢, korzystaj¡c na przykªad z tablic,
2.3 Dochodzimy do konkluzji porównuj¡c p-warto±¢ z zaªo»onym poziomem

istotno±ci testu α
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Przykªad: Poziomy hemoglobiny:

Karmienie n x s

Naturalne 23 13,3 1,7
Od»ywka 19 12,4 1,8

1. Czy dane dostarczaj¡ istotnego statystycznie dowodu na to, »e poziomy
hemoglobiny w powy»szych 2 grupach s¡ ró»ne?

1.1 H0 : µ1 = µ2, Ha : µ1 6= µ2,
1.2 Obliczamy t-warto±¢:

t =
(x1 − x2)√

s2
1

n1
+

s2
2

n2

= (13, 3− 12, 4)
/√1, 72

23
+

1, 82

19
' 1, 654,

1.3 p-warto±¢: df = min{22, 18} = 18, p = 0, 10, p = 0, 05 sk¡d
t∗ = 1, 330, t∗ = 1, 734

1.4 Konkluzja: Dane nie dostarczaj¡ statystycznego dowodu na to, »e
µ1 6= µ2 (czyli nie odrzucamy H0 : µ1 = µ2) na poziomie istotno±ci
α = 2× 0, 5 = 0, 1.
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2. Obliczmy 95% przedziaª ufno±ci

(x1 − x2)± t∗

√
s21
n1

+
s22
n2

= (x1 − x2)±m.

Korzystaj¡c, na przykªad z tablic, dla
df = 18, p = (1− C )/2 = 0, 025, t∗ = 2, 101. Otrzymujemy przedziaª
ufno±ci

(13, 3− 12, 4)± 2, 101
(1, 72

23
+

1.82

19

)1/2
= 0, 9± 2, 101 · 0, 544 =

= 0, 9± 1, 143;

−0, 243 ≤ µ1 − µ2 ≤ 2, 043.
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Uwagi: 1. 95% przedziaª ufno±ci zawiera warto±¢ µ1 − µ2 = 0. W takim
razie nie odrzucamy hipotezy H0 : µ1 = µ2, na poziomie istotno±ci 5%.

2. Powy»szy wynik jest dokªadniejszy ni» poprzedni (testowanie hipotezy).
Przynajmniej dla hipotezy Ha dwustronnej przedziaª ufno±ci niesie wi¦cej
informacji.
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Wnioskowanie o proporcjach w populacji

Przykªady: 1. C. Bu�on (1707-1788) rzuciª monet¡ 4040 razy, i otrzymaª
2048 orªów, p̂ = 0, 5069.

2. K. Pearson (1857-1936) rzuciª monet¡ 24000 razy i otrzymaª 12012
orªów, p̂ = 0, 5005.

Czy te wyniki s¡ wystarczaj¡cym dowodem na to, »e u»ywane monety
nie byªy symetryczne?
Jaki jest 95% przedziaª ufno±ci dla ±redniej p w obu przypadkach.

Model: Interesuje nas pewna wªasno±¢, któr¡ osobnicy w du»ej populacji
mog¡ mie¢ lub nie mie¢. Proporcja w populacji to

p =
# osobników maj¡cych wªasno±¢

# wszystkich osobników w populacji
.

Ogólnie proporcja p nie jest znana. Wybieramy prób¦ i obliczamy proporcj¦
w próbie:

p̂ =
# osobników w próbie maj¡cych wªasno±¢

# wszystkich osobników w próbie
.
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Gªówne zaªo»enie: Caªa populacja jest co najmniej 10 razy wi¦ksza ni»
próba.

Konkluzja: # osobników w próbie maj¡cych dan¡ wªasno±¢ ma rozkªad
który jest bliski rozkªadowi dwumianowemu.
Dlatego, je»eli wielko±¢ próby to n, to mamy

E (p̂) = p, SD(p̂) =

√
p(1− p)

n
.

Testowanie hipotezy H0 : p = p0, Ha : p 6= p0 (lub p ≶ p0). Je»eli
n, np0, n(1− p0) s¡ wszystkie ≥ 10, mo»emy zastosowa¢ Centralne
Twierdzenie Graniczne: rozkªad zmiennej

z =
p̂ − p0√
p0(1−p0)

n

jest zbli»ony do normalnego N(0, 1).
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Przykªady:

1. (Moneta Bu�ona): H0 : p = 0, 5, Ha : p 6= 0, 5
1.1 z-warto±¢ = 0,5069−0,5√

0,5·0,5
4040

= 0, 88

1.2 p-warto±¢ = 2× 0, 1894 = 0, 3788

2. (Moneta Pearsona):H0 : p = 0, 5, Ha : p 6= 0, 5
2.1 z-warto±¢ = 0,50005−0,5√

0,5·0,5
24000

= 0, 155

2.2 p-warto±¢ = 2× 0, 4364 = 0, 8728

Konkluzja: Ani wyniki Bu�ona ani Pearsona nie sugeruj¡, »e ich monety
byªy niesymetryczne.
Przedziaªy ufno±ci: Przedziaª ufno±ci dla proporcji p to p̂ ± z∗SE ,

SE ≈
√

p̂(1−p̂)
n

.
Przykªady: 1. 95% przedziaª ufno±ci dla monety Bu�ona:

p̂ ± z∗SE ≈ 0, 5069± 1, 960

√
0, 5069 · 0, 4931

4040
=

= 0, 5069± 0, 0154,

0, 4915 < p < 0, 5223.
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2. 99% przedziaª ufno±ci dla monety Pearsona:

p̂ ± z∗SE ≈ 0, 5005± 2, 576

√
0, 5005 · 0, 4995

24000
=

= 0, 5005± 0, 0083,

0, 4922 < p < 0, 5088.

Rozmiar próby dla zaªo»onego marginesu bª¦du

C � poziom ufno±ci,

m � zaªo»ony margines bª¦du

p∗ � przypuszczalna warto±¢ proporcji

n =

(
z∗
m

)2

p∗(1− p∗).

(z∗ jest uzyskane z tablic dla zaªo»onego C .)
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Przykªad: PTC jest substancj¡ chemiczn¡, któr¡ niektórzy ludzie odbieraj¡
jako bardzo gorzk¡, a inni ludzie odbieraj¡ jako pozbawion¡ smaku.
Zdolno±¢ do odczuwania goryczy PTC jest dziedziczna. Okoªo 75%
Wªochów posiada t¡ zdolno±¢. Chcemy oszacowa¢ t¡ proporcj¦ w±ród
Amerykanów, którzy w±ród swoich dziadków (rodziców rodziców) maj¡ co
najmniej jednego Wªocha/jedn¡ Wªoszk¦. Jak du»a powinna by¢ próba,
aby oszacowa¢ z marginesem bª¦du m = ±0, 04 na 95% poziomie ufno±ci?
Rozwi¡zanie: Nasze przypuszczenie odno±nie proporcji to p∗ = 0, 75. Dla
95% poziomu ufno±ci mamy z∗ = 1, 96. Dla osi¡gni¦cia m = 0, 04 wielko±¢
próby musi wynie±¢ co najmniej

n =

(
z∗
m

)2

p∗(1− p∗) =

(
1, 96
0, 04

)2

0, 75 · 0, 25 = 450, 1875.

Przyjmujemy n = 451.
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