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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Znajd¹ ekstrema funkcji f(x, y, z) = xyz pod warunkami x2 + y2 + z2 =
1, x+ y + z = 0.

Rozwi¡zanie: Poniewa» warunki s¡ 2, wi¦c metoda Lagrange'a wygl¡da nast¦puj¡co, z
2 nieoznaczonymi parametrami;

yz = λ 2x+ µ,

xz = λ 2 y + µ,

xy = λ 2 z + µ.

Przy okazji zauwa»my, »e zadanie równie dobrze mo»na by rozwi¡za¢ bez ekstremów
warunkowych, eliminuj¡c zmienne z warunków, i znajduj¡c ekstrema uzyskanej funkcji 1
zmiennej. Kontynuuj¡c z Lagrangem, odejmujemy pierwsze równanie od 2 pozostaªych, i
dostajemy

z(x− y) = 2λ (y − x),

y(x− z) = 2λ (z − x).

S¡ teraz 2 mo»liwo±ci: albo zmienne x, y, z s¡ wszystkie ró»ne, albo niektóre s¡ równe.
Ze wzgl¦du na warunki nie mo»e by¢ x = y = z, ale które± 2 wspóªrz¦dne mog¡ by¢
równe. Ze wzgl¦du na symetri¦ wystarczy rozpatrzy¢ przypadek x = y, równo±¢ innych
zmiennych doprowadzi do tych samych ekstremów, tylko w innych punktach.
1. Wszystkie zmienne ró»ne. Dziel¡c otrzymane równania przez (x− y) i x− z) otrzymu-
jemy z = −2λ = y, czyli sprzeczno±¢. Ten przypadek jest niemo»liwy.
2. x = y. Wtedy z ̸= x i z drugiego równania y = −2λ, wi¦c tak»e x = −2λ, i z warunku
z = 4λ. Podstawiaj¡c to do pozostaªego warunku mamy

(−2λ)2 + (−2λ)2 + (4λ)2 = 1 ⇒ λ2 =
1

24
⇒ λ = ± 1

2
√
6
.

Mamy wi¦c 2 komplety wspóªrz¦dnych, w których mog¡ by¢ ekstrema:

±
(
− 1√

6
,− 1√

6
,
2√
6

)
.

Warto±ci f w tych punktach to ± 2
6
√
6
= ± 1

3
√
6
. To s¡ nasze ekstrema warunkowe: maksi-

mum to 1
3
√
6
, a minimum to − 1

3
√
6
.
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Zadanie 2. Znajd¹ obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami

z2 = xy, x+ y = a, x+ y = b, 0 < a < b.

Rozwi¡zanie: Pierwsze równanie daje 2 powierzchnie z = ±√
xy, które �zawieszone

s¡� powy»ej i poni»ej I i III ¢wiartki ukªadu OXY (xy ≥ 0). Dwa pozostaªe równania
daj¡ dwie pionowe pªaszczyzny których przeci¦cie z poziom¡ pªaszczyzn¡ OXY to proste:
y = −x+ a, y = −x+ b. Obj¦to±¢ bryªy to

V =

∫∫
D

(
√
xy − (−√

xy)) dx dy = 2

∫∫
D

√
xy dx dy,

gdzie D jest trapezem o wierzchoªkach (a, 0), (b, 0), (0, b), (0, a) na pªaszczy¹nie OXY .
Piszemy wi¦c caªk¦ iterowan¡:

V =

∫ a

0

∫ b−x

a−x

2
√
xy dy dx+

∫ b

a

∫ b−x

0

2
√
xy dx dy

=

∫ a

0

4

3

√
x
(
(b− x)

3
2 − (a− x)

3
2

)
dx+

∫ b

a

4

3

√
x(b− x)

3
2 dx

=

∫ b

0

4

3

√
x(b− x)

3
2 dx−

∫ a

0

4

3

√
x(a− x)

3
2 dx.

W powy»szych caªkach robimy podstawienia x = bt i x = at odpowiednio, i dostajemy

V =
4

3
(b3 − a3)

∫ 1

0

√
t(1− t)

3
2 dt.

Ostatni¡ caªk¦ mo»na policzy¢ podstawiaj¡c
√
t = sinφ, wychodzi π

16
, ale je»eli kto±

zostawi t¡ caªk¦ w tej postaci, to te» jest dobrze.
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Zadanie 3. Oblicz caªk¦ powierzchniow¡∫∫
S

z dσ,

gdzie S jest cz¦±ci¡ powierzchni x2+z2 = 2az, (a > 0) odci¦t¡ powierzchni¡ z =
√

x2 + y2.

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e powierzchni¦ t¡ mo»na zapisa¢ jako wykres funkcji z =
z(x, y). Znajd¹my rzut tej powierzchni na pªaszczyzn¦ OXY , to b¦dzie obszar parame-
tryzacji. Skoro

x2 + (z − a)2 = a2,

wi¦c x ∈ [−a, a]. Dla danego x mamy z = a ±
√
a2 − x2. Powierzchnia wycinaj¡ca

ma równanie z =
√

x2 + y2 ⇒ z2 = x2 + y2 wi¦c dla danego x zakres y w rzucie jest
nast¦puj¡cy:

y2 ≤ z2 − x2 = a2 ± 2a
√
a2 − x2 + (a2 − x2)− x2 = 2a2 ± 2a

√
a2 − x2 − 2x2.

�atwo zauwa»y¢, »e wybór − jest niemo»liwy, prawa strona jest ujemna. Oznacza to, »e
sto»ek z =

√
x2 + y2przecina si¦ tylko z górn¡ cz¦±ci¡ poziomej �rury� x2 + z2 = 2az.

Otrzymujemy ograniczenie na y:

±
√

2
(
a2 + a

√
a2 − x2 − x2

)
= ±φ.

(Wprowadzili±my tymczasowe oznaczenie.) Mamy opis obszaru: D = {(x, y) : x ∈
[−a, a], y ∈ [−φ, φ]}. Powierzchnia jest wykresem funkcji z = a +

√
a2 − x2 ponad

D. Wstawiamy to do wzoru na caªk¦ powierzchniow¡ po wykresie:∫∫
S

z dσ =

∫∫
D

z(x, y)
√
1 + z2x + z2y dx dy

=

∫∫
D

(
a+

√
a2 − x2

) a√
a2 − x2

dx dy

=

∫ a

−a

∫ φ

−φ

(
a+

√
a2 − x2

) a√
a2 − x2

dx dy

=

∫ a

−a

2φ
(
a+

√
a2 − x2

) a√
a2 − x2

dx dy

=
√
2a3

∫ 1

−1

√
1 +

√
1− x2 − x2

(
1 +

√
1− x2

) 1√
1− x2

dx.

Ostatni¡ caªk¦ mo»na policzy¢, jak zwykle stosuj¡c podstawienie trygonometryczne i na-
st¦pnie �zatopienie si¦ w trygonometrycznej orgii�, ale je»eli kto± zostawiª t¡ caªk¦ w tej
postaci, to te» jest dobrze.
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Zadanie 4. Znajd¹ mas¦ krzywej x = a cos t, y = b sin t, (0 ≤ t ≤ 2π), je»eli g¦sto±¢
liniowa w punkcie (x, y) wynosi |y|.
Rozwi¡zanie: Wiemy, »e masa wyra»a si¦ przez caªk¦ krzywoliniow¡ niezorientowan¡ z
g¦sto±ci liniowej:

M =

∫
γ

|y| ds.

Mamy dan¡ jawnie parametryzacj¦ x = a cos t, y = b sin t, wi¦c podstawiamy:

M =

∫ 2π

0

|b sin t|
√

a2 sin2 t+ b2 cos2 t dt

= 4b

∫ π
2

0

sin t
√
a2 + (b2 − a2) cos2 t dt

= 4ba

∫ π
2

0

sin t

√
1 +

b2 − a2

a2
cos2 t dt

=

{ √
b2−a2

a
cos t = s

− sin t = a√
b2−a2

ds

}

=
4ba2√
b2 − a2

∫ √
b2−a2

a

0

√
1 + s2 ds.

Ostatni¡ caªk¦ mo»na policzy¢ u»ywaj¡c podstawienia hiperbolicznego, ale je»eli kto±
zostawiª j¡ w takiej postaci, to te» jest OK.
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Zadanie 5. Znajd¹ pochodn¡ cz¡stkow¡ ∂2z
∂x2 w punkcie (x, y, z) funkcji z = z(x, y) zada-

nej niejawnie równaniem
x

z
= log

z

y
.

Rozwi¡zanie: Mamy

F (x, y, z) =
x

z
− log

z

y
= 0.

Podstawiamy to do wzoru na pochodne cz¡stkowe funkcji uwikªanej z = z(x, y):

∂z

∂x
= −Fx

Fz

= −
1
z

− x
z2

− 1
z

=
z

x+ z
,

∂2z

∂x2
=

∂z
∂x
(x+ z)− z ∂(x+z)

∂x

(x+ z)2
=

z
x+z

(x+ z)− z(1 + z
x+z

)

(x+ z)2

=
z − xz+2z2

(x+z)

(x+ z)2
=

z(x+ z)− xz − 2z2

(x+ z)3
= − z2

(x+ z)3
.
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Zadanie 6. Udowodnij, » funkcja

f(x, y, z) =
1

r
=

1√
x2 + y2 + z2

speªnia równanie Laplace'a:

∆f(x, y, z) =
∂2f

∂x2
(x, y, x) +

∂2f

∂y2
(x, y, x) +

∂2f

∂z2
(x, y, x) = 0.

Rozwi¡zanie: Liczymy:

∂f

∂x
(x, y, z) = −1

2
(x2 + y2 + z2)−

3
2 · 2x = −x (x2 + y2 + z2)−

3
2 ,

∂2f

∂x2
(x, y, z) = −(x2 + y2 + z2)−

3
2 − x

(
− 3

2

)
(x2 + y2 + z2)−

5
2 · 2x

= −(x2 + y2 + z2)−
3
2 + 3x2 (x2 + y2 + z2)−

5
2 .

Pozostaªe pochodne s¡ takie same, ze wzgl¦du na symetri¦, trzeba tylko zamieni¢ x na
odpowiedni¡ zmienn¡. Sumuj¡c, dostajemy:

∆f(x, y, z) = −3(x2 + y2 + z2)−
3
2 + 3(x2 + y2 + z2) (x2 + y2 + z2)−

5
2 = 0.


