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Zadanie 1. ZnajdZ ekstrema funkcji f(z,y,2) = xyz pod warunkami z? + y* + 22 =
I, x+y+2=0.

Rozwigzanie: Poniewaz warunki sg 2, wiec metoda Lagrange’a wyglada nastepujaco, z
2 nieoznaczonymi parametrami;

yz = A2x + p,
xz =2y + u,
Yy =22+ p.

Przy okazji zauwazmy, ze zadanie roéwnie dobrze mozna by rozwigzac¢ bez ekstremow
warunkowych, eliminujac zmienne z warunkéw, i znajdujac ekstrema uzyskanej funkeji 1
zmiennej. Kontynuujac z Lagrangem, odejmujemy pierwsze rownanie od 2 pozostatych, i
dostajemy

2Hr—y) =2y —2),
ylx —z) =2\ (z — x).

Sa teraz 2 mozliwoéci: albo zmienne z,y, 2 s3 wszystkie rozne, albo niektore sa réwne.
Ze wzgledu na warunki nie moze by¢ * = y = z, ale ktore§ 2 wspotrzedne moga byc
rowne. Ze wzgledu na symetrie wystarczy rozpatrzyé¢ przypadek x = y, r6wnos¢ innych
zmiennych doprowadzi do tych samych ekstremow, tylko w innych punktach.

1. Wszystkie zmienne rozne. Dzielac otrzymane rownania przez (z —y) i  — z) otrzymu-
jemy z = —2\ =y, czyli sprzecznosé. Ten przypadek jest niemozliwy.

2. x =y. Wtedy z # i z drugiego rownania y = —2\, wiec takze x = —2\, i z warunku
z = 4. Podstawiajac to do pozostatego warunku mamy

1 1
A+ (=202 4+ (AN =1 = V= — = A=+——.
(=20) + (=20)° + (4)) o NG

Mamy wiec 2 komplety wspotrzednych, w ktérych moga byé ekstrema:

j:( 1 1 2 )

V6 V6TVE/
Wartosci f w tych punktach to :I:%é = iﬁg- To sa nasze ekstrema warunkowe: maksi-
mum to ﬁé’ a minimum to _ﬁé‘
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Zadanie 2. Znajdz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami

P=xy, v+y=a, v+y=>b, 0<a<bh.

Rozwigzanie: Pierwsze rownanie daje 2 powierzchnie z = +,/ry, ktore ,zawieszone
sa” powyzej i ponizej I i IIT éwiartki uktadu OXY (zy > 0). Dwa pozostate rownania
daja dwie pionowe plaszczyzny ktorych przeciecie z pozioma plaszczyzna OXY to proste:
y=—x+a, y=—x+b. Objetos¢ bryty to

// ))dxdy—2/ Ty dz dy,

gdzie D jest trapezem o wierzchotkach (a,0),(b,0),(0,b),(0,a) na ptaszczyznie OXY.
Piszemy wiec catke iterowana:

//Mz\/—dydx+//“2¢—dxdy

:/0 Sf((b_x)%_(a—x% dx—i—/ ~Vz(b—2)? do
:/Obg\/z(b_x)idx_/o SVila— )l dr

W powyzszych catkach robimy podstawienia x = bt i x = at odpowiednio, i dostajemy

V— —a/\/—l—t

Ostatnig calke mozna policzy¢ pOdStaWIaJ@C Vt = sing, wychodzi 16> ale jezeli ktos
zostawi tg catke w tej postaci, to tez jest dobrze.
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Zadanie 3. Oblicz caltke powierzchniowa

/[ zae

gdzie S jest czedcig powierzchni 22+2% = 2az, (a > 0) odcieta powierzchnia z = /22 + y2.

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze powierzchnie ta mozna zapisaé jako wykres funkcji z =
z(x,y). Znajdzmy rzut tej powierzchni na plaszczyzne OXY | to bedzie obszar parame-

tryzacji. Skoro

2? + (z — a)® = a®,

wiec © € [—a,a]. Dla danego x mamy z = a £ va? — 22. Powierzchnia wycinajaca
ma réwnanie z = /22 + 9?2 = 22 = 2% + y? wiec dla danego z zakres y w rzucie jest
nastepujacy:

Y’ < 2?—2® =a® £ 2aVa? — 22+ (a* — 2*) — 2 = 2a® + 2aVa? — 22 — 227
Latwo zauwazy¢, ze wybor — jest niemozliwy, prawa strona jest ujemna. Oznacza to, ze
stozek z = +/x2 + y?przecina sie tylko z gérng czedcia poziomej ,yrury” z? + 22 = 2az.
Otrzymujemy ograniczenie na y:

:I:\/Q(a2 +ava®—x?— x2) = +¢.

(WprowadziliSmy tymczasowe oznaczenie.) Mamy opis obszaru: D = {(z,y) : = €
[—a,a], y € [—p,¢]}. Powierzchnia jest wykresem funkcji z = a + va? — 22 ponad
D. Wstawiamy to do wzoru na calkq powierzchniowa po wykresie:

//Szda:// 2(z,y) 1+z§—i—z§d:cdy
:// a+x/ﬁ)m

// a—l—\/fx?)\/i
:/ 26 (a+ Va2 = 0?) - dudy

dx dy

dx dy

N

_ 3 2 2
\/§a/ Vi+Vis -2 (14 V1 x)mx
Ostatnig catke mozna policzy¢, jak zwykle stosujac podstawienie trygonometryczne i na-
stepnie ,zatopienie sie w trygonometrycznej orgii’, ale jezeli kto§ zostawit tg catke w tej
postaci, to tez jest dobrze.
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Zadanie 4. Znajdz mase krzywej x = acost, y = bsint, (0 < ¢ < 27), jezeli gestosc
liniowa w punkcie (z,y) wynosi |y|.

Rozwiazanie: Wiemy, ze masa wyraza si¢ przez catke krzywoliniowa niezorientowana z

gestosci liniowe;j:
M = / ly| ds.
v

Mamy dang jawnie parametryzacje = acost, y = bsint, wiec podstawiamy:

2
M:/ |bsint|\/a28in2t+b2cos2tdt
0

:4b/ sinty/a2 + 2) cos? t dt
0

= 4ba/ smt\/

B —Vb’“ cost = s
N ds

—smt = \/7

C082 tdt

4ba? St
= V14 s2ds.
Vb? — a? /0

Ostatniag catke mozna policzy¢ uzywajac podstawienia hiperbolicznego, ale jezeli kto$
zostawil ja w takiej postaci, to tez jest OK.
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Zadanie 5. Znajdz pochodna czastkows % w punkcie (x,y, z) funkcji z = z(x,y) zada-
nej niejawnie rownaniem
x z
— =log —.
z

Rozwigzanie: Mamy
F(x,y,z) = z —logz = 0.
z

)
Podstawiamy to do wzoru na pochodne czastkowe funkcji uwiktanej z = z(z, y):

0z  F, % oz

or  F, —Z%—% S

02z _ E(x+2)— z% _ St2)—2(1+ %)
Ox? (x+ 2)? (x+ 2)?

Tz 22
= (a4 z) — oz — 222 22

(@+2)? (z + 2)° CEDR




Pierwsza litera nazwiska

Nazwisko i imie:

Zadanie 6. Udowodnij, z funkcja

1 1
f T, Y,2) = — =
( ) TN a?+y?+ 22
spetnia rownanie Laplace’a:
*f 0*f 0*f

Af(x,y,z) = @(x,y,x) + 55

Rozwigzanie: Liczymy:

9 1
0? 3 5
ax];(xv y,2) = — (22 + y* + 237 — fﬁ( B 5) (2 + 9 + 2272 - 22

_ —($2 +y2 +22)_% + 322 (IQ +y2 —I—ZZ)_%.
Pozostale pochodne sg takie same, ze wzgledu na symetrie, trzeba tylko zamieni¢ = na
odpowiednig zmienna. Sumujac, dostajemy:

Af(z,y,2) = =32+ 1>+ 2277 432 + 47+ 22) (P + 2+ 2%) 77 = 0.



