Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 1
18.11.16

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Napisz rownanie stycznej do podanej krzywej w podanym punkcie:

?+r—y —y=0, (2,2).

Rozwigzanie: Mamy krzywa zadang réwnaniem F(z,y) = 2® + 2 — y® —y = 0, wiec
F,(z,y) = =3y* — 1, F,(2,2) = —13 #0.

Krzywa w otoczeniu punktu (2,2) mozna wiec przedstawi¢ jako wykres funkcji f(x), przy

czym
F,(2,2) 13
/ 2 — _ T ) — _ — 1‘
M ="F52~ i

Rownanie stycznej do wykresu y = f(z) w punkcie (zo, f(z)) ma postaé
y — f(z0) = ['(z0)(x — w0),

wiec w punkcie (2,2) przybiera postaé

y—2=1-(z—-2) & y=u.

(Nietrudno zauwazy¢, ze cala krzywa to prosta y = z.)
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Zadanie 2. Wyznacz ekstrema funkcji y = f(z) zadanej w sposob niejawny rownaniem

2?4+ y* —xy — 20+ 4y = 0.

Rozwiazanie: Mamy F(x,y) = 2> +y*> — vy — 2z + 4y = 0. Wiemy, Ze w otoczeniu tych
punktow (xo,yo) krzywej, w ktorych F,(xo,yo) # 0 mozemy ja przedstawi¢ jako wykres
y = f(x), oraz
Flzo) = — Fz('r07y0>'

Fy (l'o, yO)
Szukamy wiec punktow krzywej F(z,y) = 0, w ktorych spelnione sa warunki F,(zo, yo) #
0 oraz F,(zo,y0) = 0 (czyli punktow w ktorych f istnieje i ma punkt krytyczny). Wsta-
wiamy wzory i otrzymujemy punkty

( 2 4 2> < 2 4 2)

Zastosujemy test 2 pochodnej dla ustalenia, czy mamy do czynienia z ekstremami i jakimi.
Wiemy, ze w punkcie krytycznym (f’'(z9) = 0) mamy wzor:

F.

f//<.fl'0> _ _ 1‘1‘(‘7;07y0).

Fy (,’,Co, yO)
Mamy F,, = 2, wiec znak f” jest wyznaczony przez znak F,. Wstawiamy oba punkty do
wzoru Fy(z,y) = 2y — x + 4, 1 dostajemy

2 4 2 4

—,—= - 2) - maksimum, ( -—,— - 2) - minimum.
<\/§ V3 V3 V3

Uwaga: To zadanie mozemy rozwigza¢ wprost, nie odwoltujac sie do rachunku funkcji

uwiktanych. Rownanie zadajace krzywa daje sie jawnie rozwikta¢, jako réwnanie kwadra-

towe:
T 3 4
=— —244/4— - 22 | < —.
fe)=g -2 - qat dall<

Pomiedzy punktami —4/\/§ i 4/\/3 mamy dwie galezie rozwigzania, jedng powyzej, a
druga ponizej prostej y = /2 — 2. Dolna galaz ma minimum, a gorna maksimum.
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Zadanie 3. Znajdz wartos¢ najmniejsza i najwieksza podanej funkcji na podanym zbio-
rze:

flzy)=a"+y",  2?+y*<0.

Rozwigzanie: Wartosci najwieksza i najmniejsza moga by¢ przyjete wewnatrz obszaru,
wtedy sa to ekstrema lokalne, albo na brzegu, wtedy sa to ekstrema warunkowe. Poszu-
kajmy najpierw ekstreméw lokalnych wewnatrz obszaru. Mamy f,(x,y) = 42®, f,(z,y) =
493, czyli jedynym punktem krytycznym naszej funkcji jest punkt (0,0), w ktorym przyj-
muje ona warto$¢ 0, ktora jest wartoscia najmniejsza (globalnie). Warto$¢ najwieksza
musi by¢ przyjeta na brzegu obszaru, czyli musi by¢ ekstremum warunkowym (warunek
2+ y* = 9). Korzystamy z metody mnoznikow Lagrange’a.

xz + y2 — 9’
4a® = N2z,
4o = N2y.

Rozwigzaniem tego uktadu rownan sa punkty (£3,0), (0,£3) 1 (£3/v/2, £3/v/2). W tych
punktach funkcja przyjmuje wartosci 81 i 81/2. Widzimy wiec, ze warto$¢ najwieksza to
81 (przyjeta w punktach (£3,0) i (0, £3)) a warto$¢ najmniejsza to 0 (przyjeta w punkcie

(0,0)).
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Zadanie 4. Zbadaj, czy dla podanej funkcji istnieja pochodne czastkowe w podanym

punkcie:
f(.??,y,Z) = \/5 xy(Z—l); (Oa()ul)?

Rozwigzanie: Mamy f(z,0,1) = 0, wiec pochodna czastkowa po z istnieje w punktach
(x,0,1) (w szczegolnosci w punkcie (0,0,1)), i wynosi 0 - to jest pochodna funkcji state;.
Podobnie, f(0,y,1) = 0, wiec pochodna czastkowa po y istnieje w punktach (0,y,1) i
wynosi 0. Podobnie, f(0,0,z) = 0, wiec pochodna czastkowa po z istnieje we wszystkich
punktach prostej (0,0, z) (w szczegolnosci w punkcie (0,0, 1)) i wynosi 0. Podsumowujac,
wszystkie pochodne czastkowe funkcji f w punkcie (0,0, 1) istnieja (i sa rowne 0).
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Zadanie 5. Oblicz wszystkie pochodne czastkowe rzedu 1 podanej funkcji:

f(x,y, z) = sin(x cos(y sin 2)).

Rozwigzanie: Mamy:

%(m, y,z) = cos(z cos(ysin z)) - cos(y sin 2),

g—(&:, y,z) = cos(zcos(ysinz)) - (—xsin(ysin z)) - sin z,
Y

af

a(x, y,z) = cos(z cos(ysinz)) - (—xsin(ysin z)) - y cos z.
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Zadanie 6. Znajdz nastepujaca granice, lub pokaz, ze nie istnieje

lim log(z? 4+ y?).
o ylos(@® +47)
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze |y| < /2% + 42, a wiec

lylog(a® +y°) < /22 + 12| log(z” + 7).
Warunek (z,y) — (0,0) jest réownowazny /22 +y? — 0, oraz dla 22 + y*> < 1 mamy
log(x? + y%) < 0, wiec

lim )\/x2+y | log (2 :—lir%rlogrzdLH—2hm =2limr =0.
—(0,0 r—

(z,y)— —>0—— r—0

r2
Mamy

1

—V2? +y?|log(a? + y?)| < ylog(a? +y?) < V2?2 + 2| log(a? +y?)
a skrajne funkcje maja wspolna granice 0, wiec takze

lim log(z? + 4?) = 0.
Y g( y)



