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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Napisz równanie stycznej do podanej krzywej w podanym punkcie:

x3 + x− y3 − y = 0, (2, 2).

Rozwi¡zanie: Mamy krzyw¡ zadan¡ równaniem F (x, y) = x3 + x− y3 − y = 0, wi¦c

Fy(x, y) = −3y2 − 1, Fy(2, 2) = −13 ̸= 0.

Krzyw¡ w otoczeniu punktu (2, 2) mo»na wi¦c przedstawi¢ jako wykres funkcji f(x), przy
czym

f ′(2) = −Fx(2, 2)

Fy(2, 2)
= − 13

−13
= 1.

Równanie stycznej do wykresu y = f(x) w punkcie (x0, f(x0)) ma posta¢

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0),

wi¦c w punkcie (2, 2) przybiera posta¢

y − 2 = 1 · (x− 2) ⇔ y = x.

(Nietrudno zauwa»y¢, »e caªa krzywa to prosta y = x.)
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Zadanie 2. Wyznacz ekstrema funkcji y = f(x) zadanej w sposób niejawny równaniem

x2 + y2 − xy − 2x+ 4y = 0.

Rozwi¡zanie: Mamy F (x, y) = x2 + y2 − xy− 2x+4y = 0. Wiemy, »e w otoczeniu tych
punktów (x0, y0) krzywej, w których Fy(x0, y0) ̸= 0 mo»emy j¡ przedstawi¢ jako wykres
y = f(x), oraz

f ′(x0) = − Fx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
.

Szukamy wi¦c punktów krzywej F (x, y) = 0, w których speªnione s¡ warunki Fy(x0, y0) ̸=
0 oraz Fx(x0, y0) = 0 (czyli punktów w których f istnieje i ma punkt krytyczny). Wsta-
wiamy wzory i otrzymujemy punkty( 2√

3
,
4√
3
− 2

)
,

(
− 2√

3
,− 4√

3
− 2

)
.

Zastosujemy test 2 pochodnej dla ustalenia, czy mamy do czynienia z ekstremami i jakimi.
Wiemy, »e w punkcie krytycznym (f ′(x0) = 0) mamy wzór:

f ′′(x0) = −Fxx(x0, y0)

Fy(x0, y0)
.

Mamy Fxx ≡ 2, wi¦c znak f ′′ jest wyznaczony przez znak Fy. Wstawiamy oba punkty do
wzoru Fy(x, y) = 2y − x+ 4, i dostajemy( 2√

3
,
4√
3
− 2

)
- maksimum,

(
− 2√

3
,− 4√

3
− 2

)
- minimum.

Uwaga: To zadanie mo»emy rozwi¡za¢ wprost, nie odwoªuj¡c si¦ do rachunku funkcji
uwikªanych. Równanie zadaj¡ce krzyw¡ daje si¦ jawnie rozwikªa¢, jako równanie kwadra-
towe:

f(x) =
x

2
− 2±

√
4− 3

4
x2, dla |x| ≤ 4√

3
.

Pomi¦dzy punktami −4/
√
3 i 4/

√
3 mamy dwie gaª¦zie rozwi¡zania, jedn¡ powy»ej, a

drug¡ poni»ej prostej y = x/2− 2. Dolna gaª¡¹ ma minimum, a górna maksimum.
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Zadanie 3. Znajd¹ warto±¢ najmniejsz¡ i najwi¦ksz¡ podanej funkcji na podanym zbio-
rze:

f(x, y) = x4 + y4, x2 + y2 ≤ 9.

Rozwi¡zanie: Warto±ci najwi¦ksza i najmniejsza mog¡ by¢ przyj¦te wewn¡trz obszaru,
wtedy s¡ to ekstrema lokalne, albo na brzegu, wtedy s¡ to ekstrema warunkowe. Poszu-
kajmy najpierw ekstremów lokalnych wewn¡trz obszaru. Mamy fx(x, y) = 4x3, fy(x, y) =
4y3, czyli jedynym punktem krytycznym naszej funkcji jest punkt (0, 0), w którym przyj-
muje ona warto±¢ 0, która jest warto±ci¡ najmniejsz¡ (globalnie). Warto±¢ najwi¦ksza
musi by¢ przyj¦ta na brzegu obszaru, czyli musi by¢ ekstremum warunkowym (warunek
x2 + y2 = 9). Korzystamy z metody mno»ników Lagrange'a.

x2 + y2 = 9,

4x3 = λ2x,

4y3 = λ2y.

Rozwi¡zaniem tego ukªadu równa« s¡ punkty (±3, 0), (0,±3) i (±3/
√
2,±3/

√
2). W tych

punktach funkcja przyjmuje warto±ci 81 i 81/2. Widzimy wi¦c, »e warto±¢ najwi¦ksza to
81 (przyj¦ta w punktach (±3, 0) i (0,±3)) a warto±¢ najmniejsza to 0 (przyj¦ta w punkcie
(0, 0)).
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Zadanie 4. Zbadaj, czy dla podanej funkcji istniej¡ pochodne cz¡stkowe w podanym
punkcie:

f(x, y, z) = 5
√

xy(z − 1), (0, 0, 1),

Rozwi¡zanie: Mamy f(x, 0, 1) ≡ 0, wi¦c pochodna cz¡stkowa po x istnieje w punktach
(x, 0, 1) (w szczególno±ci w punkcie (0, 0, 1)), i wynosi 0 - to jest pochodna funkcji staªej.
Podobnie, f(0, y, 1) ≡ 0, wi¦c pochodna cz¡stkowa po y istnieje w punktach (0, y, 1) i
wynosi 0. Podobnie, f(0, 0, z) ≡ 0, wi¦c pochodna cz¡stkowa po z istnieje we wszystkich
punktach prostej (0, 0, z) (w szczególno±ci w punkcie (0, 0, 1)) i wynosi 0. Podsumowuj¡c,
wszystkie pochodne cz¡stkowe funkcji f w punkcie (0, 0, 1) istniej¡ (i s¡ równe 0).
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Zadanie 5. Oblicz wszystkie pochodne cz¡stkowe rz¦du 1 podanej funkcji:

f(x, y, z) = sin(x cos(y sin z)).

Rozwi¡zanie: Mamy:

∂f

∂x
(x, y, z) = cos(x cos(y sin z)) · cos(y sin z),

∂f

∂y
(x, y, z) = cos(x cos(y sin z)) · (−x sin(y sin z)) · sin z,

∂f

∂z
(x, y, z) = cos(x cos(y sin z)) · (−x sin(y sin z)) · y cos z.
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Zadanie 6. Znajd¹ nast¦puj¡c¡ granic¦, lub poka», »e nie istnieje

lim
(x,y)→(0,0)

y log(x2 + y2).

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e |y| ≤
√
x2 + y2, a wi¦c

|y log(x2 + y2)| ≤
√

x2 + y2| log(x2 + y2)|.
Warunek (x, y) → (0, 0) jest równowa»ny

√
x2 + y2 → 0, oraz dla x2 + y2 ≤ 1 mamy

log(x2 + y2) ≤ 0, wi¦c

lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2| log(x2 + y2)| = − lim

r→0
r log r2

d l'H
= − 2 lim

r→0

1
r

− 1
r2

= 2 lim
r→0

r = 0.

Mamy

−
√
x2 + y2| log(x2 + y2)| ≤ y log(x2 + y2) ≤

√
x2 + y2| log(x2 + y2)|,

a skrajne funkcje maj¡ wspóln¡ granic¦ 0, wi¦c tak»e

lim
(x,y)→(0,0)

y log(x2 + y2) = 0.


