Pierwsza litera nazwiska @

Kolokwium 2

16.12.16
Nazwisko i imie:
Zadanie 1. Oblicz catke podwdjna:
// [z +y|ldedy, D =10,2]x10,2], [-]- czes¢ calkowita.
D

Rozwigzanie: Funkcja przyjmuje catkowite wartosci 0,1,2,3 w uko$nych pasach k <
[z +y] < k+ 1. Mozna wiec obliczy¢ caltke jako objetos¢ bryly - podstawami brylek
sa trojkaty lub trapezy, wysokosé statla. Mozna tez po prostu policzyé catki iterowane.
Calkujac na zewnatrz po = wygodnie jest podzieli¢ przedzial catkowania na [0, 1] 1 [1, 2]:

1 1—x 2—x 2
//[a:—l—y]dmdy:/ (/ Ody—l—/ 1dy+/ 2dy)dx—|—
D 0 0 11—z 2—x
2 2—x 3—x 2
+/ (/ 1dy—i—/ 2dy+/ 3dy)dx
1 0 2—zx 3—x

:/1(1+2x)dx+/2(2—x+2+(x—1).3)d1;

1 2
= (@+a%)| + (@ +2)

= 6.
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Zadanie 2. Oblicz catke podwdjna:

//(:c2+y2)da:dy, D:y>0 y<a*+y* <
D

Rozwigzanie: Latwo rozpoznaé¢ obszar catkowania. To jest obszar wewngtrz kota o pro-
mieniu % i srodku w (1,0), na zewngtrz kola o promieniu % i srodku w (0,1), i powyzej osi
OX. Wprowadzamy wspotrzedne biegunowe na ptlaszczyznie, i odczytujemy opis obszaru

D w tych wspoétrzednych:
rsing <12 <1 cos o, 0<p<m.

Zauwazamy, ze z nieréwnosci sin < cos i ¢ € [0, 7] wynika 0 < ¢ < 7. Liczymy caltke we
wspotrzednych biegunowych:
T cos
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Zadanie 3. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami:
P4yt —y=0, z=z>+9% 2=0.
Rozwigzanie: 124y?—y = 0 to walec pionowy, a z = 2%2+y? to powierzchnia przecinajaca

go, podobnie jak z = 0 (nizej). Objetos¢ wyraza sie wiec calka:

V= // (2% + y?) dx dy.
22+ (y—4)2<y

Wprowadzamy wspoélrzedne biegunowe, i zauwazamy, ze nasz obszar catkowania wyraza
sie w tych wspotrzednych warunkiem 0 < ¢ < 7, 0 <7 < sinp. Catkujemy:

V:// (2° + y?) dz dy
22+ (y—3)2<

1
1

s 511190
:/ / r2-7“drdg0
o Jo

1
:—/ (1 —2cos2¢p + cos” 2¢) dy
16 J,
1 [ cosdp +1
=~ | (1-2cos2p+ " 2F T g
16/0 ( cos2p+ —— ) dp
1 [73
L[,
16 J, 2
1 3
= — .« — .7
16 2
_3m
32

Nie bawiliémy sie pod koniec w calkowanie cosinuséw, bo wiemy, ze ich catka po okresie
wynosi 0.
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Zadanie 4. Oblicz pole tej czesci powierzchni 2z = xy, ktora lezy wewnatrz walca 2 +
y? = 4.
Rozwigzanie: Korzystamy ze wzoru na powierzchnie ptata. Powierzchnia jest wykresem

funkcji f(z,y), wiec obszarem parametrow jest {(z,y) : 22+y* < 4}. Obliczamy pochodne

czastkowe:
x

1 Y
f(xay) 251’3/, fw(xvy):§7 fy(may) :E
Wstawiamy do wzoru i liczymy, po drodze zamieniajac zmienne na biegunowe:

2 2
S:// \/1+yz+%dxdy
r2+y2<4
2 2 7,,2
:/ / \/1+Zrdrdcp
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2\/77,2
:27r/ 14+ — rdr
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) rdr =24t
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Zadanie 5. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami:

a\? a
x2+(y—§> =—, Y+272=d.

Rozwiazanie: Bryla to przeciecie dwoch walcow, pionowego x? + (y — %)2 = 4 oraz

poziomego, y? + 2% = a?, lezacego wzdhuiz osi OX. Wstawiamy to do wzoru:

V:// 2(\/@2—y2—(—\/a2—y2))dxdy
22+ (y—5)°=4

= 2/ a? —y?dxdy
/ /x2+(y;>2= ;

az
4

a ay—y>
:2/ (/ dx) Va2 —y?dy

—a ay—y

0

t=14Y
:{adt:dy}

1
= 4a3/ Vit — 121 — t2dt.
0

Ta ostatnia catka wymaga podstawienia, ktore nie jest by¢ moze oczywiste. Dlatego, jezeli
ktos zostawil to zadanie w tej postaci, to dostawal komplet punktow. Obliczenie tej catki
do korica nie bylo konieczne. Mozna ja jednak policzy¢ nastepujaco:

1 1
4a3/ \/t—tQ\/l—t2dt:4a3/ VIV — /1 — /1 + tdt
0 0

1
:2a3/ (2—2t)Vt+t2dt
0
1
:2a3/ (3— (2t + 1))Vt +t2dt
0
1 1
:6a3/ \/t+t2dt—2a3/ (2t + 1)Vt + 12 dt.
0 0

Drugg calke obliczamy przez podstawienie s = ¢? + ¢ i latwo otrzymujemy —a’y/8/3.
Pierwsza calke najpierw uporzadkowujemy, a nastepnie robimy podstawienie hiperbo-
liczne:

1 3
3
6a3/ \/t+t2dt:—a3/ V2 —1dt
0 1

t = cosh
=\ oSt } gdzie coshs = — sinh s = —

arccosh3
a? / sinh? s ds
a

rccoshl

= sinh sds
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3 arccosh3  2s —2s
_ 33 / e -2+

2 arccoshl 4

3 4 (e ) 25\ [log(3+v/8)
T8 T\ * —2 /o

3 3 8)? 3 8)~2
= §a3 (% —2log(3 4 V/8) — %)

Po drodze, rozwiazujac proste rownanie kwadratowe otrzymaliSmy arccoshl = 01 arccosh3 =
log(3++/8). Jeszcze raz, powyzszy rachunek nie byt wymagany do zrobienia tego zadania.
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Zadanie 6. Oblicz objetos¢ bryly ograniczonej powierzchniami:

2z =2 +y*, 2= a2+l

Rozwigzanie: Sprawdzamy gdzie powierzchnie sie przecinaja:

x—i—y =Vt er=2rsr=0vr=2

Widzimy, Ze dla 0 < r < 2 powierzchnia z = /22 + y? (stozek) lezy powyzej powierzchni
2z = x? + y* (paraboloida), wiec obJQtosc wyraza SlQ catka:

// Va2 42 — +y)dacdy:
x2+y2<4 2
/ / r—— Td?“dgo
3




