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Kolokwium 2

16.12.16

Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦ podwójn¡:∫∫
D

[x+ y] dx dy, D = [0, 2]× [0, 2], [ · ] - cz¦±¢ caªkowita.

Rozwi¡zanie: Funkcja przyjmuje caªkowite warto±ci 0, 1, 2, 3 w uko±nych pasach k ≤
[x + y] < k + 1. Mo»na wi¦c obliczy¢ caªk¦ jako obj¦to±¢ bryªy - podstawami bryªek
s¡ trójk¡ty lub trapezy, wysoko±¢ staªa. Mo»na te» po prostu policzy¢ caªki iterowane.
Caªkuj¡c na zewn¡trz po x wygodnie jest podzieli¢ przedziaª caªkowania na [0, 1] i [1, 2]:∫∫

D

[x+ y] dx dy =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

0 dy +

∫ 2−x

1−x

1 dy +

∫ 2

2−x

2 dy

)
dx+

+

∫ 2

1

(∫ 2−x

0

1 dy +

∫ 3−x

2−x

2 dy +

∫ 2

3−x

3 dy

)
dx

=

∫ 1

0

(1 + 2x) dx+

∫ 2

1

(
2− x+ 2 + (x− 1) · 3

)
dx

= (x+ x2)
∣∣∣1
0
+ (x2 + x)

∣∣∣2
1

= 6.
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Zadanie 2. Oblicz caªk¦ podwójn¡:∫∫
D

(x2 + y2) dx dy, D : y ≥ 0, y ≤ x2 + y2 ≤ x.

Rozwi¡zanie: �atwo rozpozna¢ obszar caªkowania. To jest obszar wewn¡trz koªa o pro-
mieniu 1

2
i ±rodku w (1, 0), na zewn¡trz koªa o promieniu 1

2
i ±rodku w (0, 1), i powy»ej osi

OX. Wprowadzamy wspóªrz¦dne biegunowe na pªaszczy¹nie, i odczytujemy opis obszaru
D w tych wspóªrz¦dnych:

r sinφ ≤ r2 ≤ r cosφ, 0 ≤ φ ≤ π.

Zauwa»amy, »e z nierówno±ci sin ≤ cos i φ ∈ [0, π] wynika 0 ≤ φ ≤ π
4
. Liczymy caªk¦ we

wspóªrz¦dnych biegunowych:∫∫
D

(x2 + y2) dx dy =

∫ π
4

0

∫ cosφ

sinφ

r2 · r dr dφ

=

∫ π
4

0

r4

4

∣∣∣cosφ
sinφ

dφ

=
1

4

∫ π
4

0

(cos4 φ− sin4 φ) dφ

=
1

4

∫ π
4

0

((1− sin2 φ)2 − sin4 φ) dφ

=
1

4

∫ π
4

0

(1− 2 sin2 φ) dφ

=
1

4

∫ π
4

0

cos 2φdφ

=
1

4

sin(2φ)

2

∣∣∣π4
0

=
1

8

(
sin

π

2
− sin 0

)
=

1

8
.
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Zadanie 3. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami:

x2 + y2 − y = 0, z = x2 + y2, z = 0.

Rozwi¡zanie: x2+y2−y = 0 to walec pionowy, a z = x2+y2 to powierzchnia przecinaj¡ca

go, podobnie jak z = 0 (ni»ej). Obj¦to±¢ wyra»a si¦ wi¦c caªk¡:

V =

∫∫
x2+(y− 1

2
)2≤ 1

4

(x2 + y2) dx dy.

Wprowadzamy wspóªrz¦dne biegunowe, i zauwa»amy, »e nasz obszar caªkowania wyra»a
si¦ w tych wspóªrz¦dnych warunkiem 0 ≤ φ ≤ π, 0 ≤ r ≤ sinφ. Caªkujemy:

V =

∫∫
x2+(y− 1

2
)2≤ 1

4

(x2 + y2) dx dy

=

∫ π

0

∫ sinφ

0

r2 · r dr dφ

=
1

4

∫ π

0

sin4 φdφ

=
1

4

∫ π

0

(
1− cos 2φ

2

)2

dφ

=
1

4

∫ π

0

r4
∣∣∣sinφ

0
dφ

=
1

16

∫ π

0

(
1− 2 cos 2φ+ cos2 2φ) dφ

=
1

16

∫ π

0

(
1− 2 cos 2φ+

cos 4φ+ 1

2

)
dφ

=
1

16

∫ π

0

3

2
dφ

=
1

16
· 3
2
· π

=
3π

32
.

Nie bawili±my si¦ pod koniec w caªkowanie cosinusów, bo wiemy, »e ich caªka po okresie
wynosi 0.
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Zadanie 4. Oblicz pole tej cz¦±ci powierzchni 2z = xy, która le»y wewn¡trz walca x2 +
y2 = 4.

Rozwi¡zanie: Korzystamy ze wzoru na powierzchni¦ pªata. Powierzchnia jest wykresem
funkcji f(x, y), wi¦c obszarem parametrów jest {(x, y) : x2+y2 ≤ 4}. Obliczamy pochodne
cz¡stkowe:

f(x, y) =
1

2
xy, fx(x, y) =

y

2
, fy(x, y) =

x

2
.

Wstawiamy do wzoru i liczymy, po drodze zamieniaj¡c zmienne na biegunowe:

S =

∫∫
x2+y2≤4

√
1 +

y2

4
+

x2

4
dx dy

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

√
1 +

r2

4
r dr dφ

= 2π

∫ 2

0

√
1 +

r2

4
r dr

=

{
1 + r2

4
= t

rdr = 2dt

}

= 4π

∫ 2

1

√
t dt

= 4π
t
3
2

3
2

∣∣∣2
1

=
8π

3
(
√
8− 1).
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Zadanie 5. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami:

x2 +
(
y − a

2

)2

=
a2

4
, y2 + z2 = a2.

Rozwi¡zanie: Bryªa to przeci¦cie dwóch walców, pionowego x2 + (y − a
2
)2 = a2

4
oraz

poziomego, y2 + z2 = a2, le»¡cego wzdªu» osi OX. Wstawiamy to do wzoru:

V =

∫∫
x2+(y−a

2
)2=a2

4

(√
a2 − y2 − (−

√
a2 − y2)

)
dx dy

=

∫∫
x2+(y−a

2
)2=a2

4

2
√
a2 − y2 dx dy

= 2

∫ a

−a

(∫ √
ay−y2

−
√

ay−y2
dx

)√
a2 − y2 dy

= 4

∫ a

0

√
ay − y2

√
a2 − y2 dy

=

{
t = y

a

adt = dy

}
= 4 a3

∫ 1

0

√
t− t2

√
1− t2 dt.

Ta ostatnia caªka wymaga podstawienia, które nie jest by¢ mo»e oczywiste. Dlatego, je»eli
kto± zostawiª to zadanie w tej postaci, to dostawaª komplet punktów. Obliczenie tej caªki
do ko«ca nie byªo konieczne. Mo»na j¡ jednak policzy¢ nast¦puj¡co:

4 a3
∫ 1

0

√
t− t2

√
1− t2 dt = 4 a3

∫ 1

0

√
t
√
1− t

√
1− t

√
1 + t dt

= 2 a3
∫ 1

0

(2− 2t)
√
t+ t2 dt

= 2 a3
∫ 1

0

(3− (2t+ 1))
√
t+ t2 dt

= 6 a3
∫ 1

0

√
t+ t2 dt− 2 a3

∫ 1

0

(2t+ 1)
√
t+ t2 dt.

Drug¡ caªk¦ obliczamy przez podstawienie s = t2 + t i ªatwo otrzymujemy −a3
√
8/3.

Pierwsz¡ caªk¦ najpierw uporz¡dkowujemy, a nast¦pnie robimy podstawienie hiperbo-
liczne:

6 a3
∫ 1

0

√
t+ t2 dt =

3

2
a3

∫ 3

1

√
t2 − 1 dt

=

{
t = cosh s

dt = sinh sds

}
gdzie cosh s =

es + e−s

2
, sinh s =

es − e−s

2

=
3

2
a3

∫ arccosh3

arccosh1

sinh2 s ds



=
3

2
a3

∫ arccosh3

arccosh1

e2s − 2 + e−2s

4
ds

=
3

8
a3

(
e2s

2
− 2s+

e−2s

−2

)∣∣∣log(3+√
8)

0

=
3

8
a3

(
(3 +

√
8)2

2
− 2 log(3 +

√
8)− (3 +

√
8)−2

2

)
.

Po drodze, rozwi¡zuj¡c proste równanie kwadratowe otrzymali±my arccosh1 = 0 i arccosh3 =
log(3+

√
8). Jeszcze raz, powy»szy rachunek nie byª wymagany do zrobienia tego zadania.
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Zadanie 6. Oblicz obj¦to±¢ bryªy ograniczonej powierzchniami:

2z = x2 + y2, z =
√
x2 + y2.

Rozwi¡zanie: Sprawdzamy gdzie powierzchnie si¦ przecinaj¡:

x2 + y2

2
=

√
x2 + y2 ⇔ r2 = 2r ⇔ r = 0 ∨ r = 2.

Widzimy, »e dla 0 ≤ r ≤ 2 powierzchnia z =
√
x2 + y2 (sto»ek) le»y powy»ej powierzchni

2z = x2 + y2 (paraboloida), wi¦c obj¦to±¢ wyra»a si¦ caªk¡:∫∫
x2+y2≤4

(√
x2 + y2 − x2 + y2

2

)
dx dy =

=

∫ 2π

0

∫ 2

0

(
r − r

2

)
r dr dφ

= 2π
(r3
3
− r4

8

)∣∣∣2
0

= 2π
(8
3
− 16

8

)
=

4π

3
.


