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Nazwisko i imi¦:

Zadanie 1. Oblicz caªk¦: ∫∫∫
D
(x2 + y2) dx dy dz,

gdzie D okre±lony jest nierówno±ciami z ≥ 0, a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2.

Rozwi¡zanie: Wprowadzamy wspóªrz¦dne sferyczne:

x = ρ cosφ sin θ,

y = ρ sinφ sin θ,

z = ρ cos θ,

⇒ |J | = ρ2 sin θ,

Obszar D we wspóªrz¦dnych sferycznych ma posta¢:

∆ = {r ≤ ρ ≤ R}.
Mamy wi¦c ∫∫∫

D

(x2 + y2) dx dy dz =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ R

r

ρ2 sin2 θ · ρ2 sin θ dρ dθ dφ

= 2π

∫ π

0

sin3 θ dθ

∫ R

r

ρ4 dρ

= 2π · 4
3
· R

5 − r5

5

=
8π(R5 − r5)

15
.
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Zadanie 2. Skorzystaj z Tw. Greena i oblicz nast¦puj¡c¡ caªk¦ krzywoliniow¡:∫
C

y dx− x dy,

gdzie C jest brzegiem kwadratu [0, 3]× [0, 3], obieganym przeciwnie do ruchu wskazówek
zegara.

Rozwi¡zanie: Orientacja C jest dodatnia wzgl¦dem wn¦trza kwadratu, wi¦c∫
C

y dx− x dy =

∫∫
[0,3]×[0,3]

(−1− 1) dx dy = −2

∫∫
[0,3]×[0,3]

dx dy = −18,

gdy» caªka z funkcji stale ≡ 1 jest równa polu obszaru.
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Zadanie 3. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡ zorientowan¡:∫
γ

x dx+ y dy + (x+ y − 1) dz,

gdzie γ jest odcinkiem prostej od (1, 1, 1) do (2, 3, 4).

Rozwi¡zanie: Napiszmy parametryzacj¦ odcinka:

γ(t) = (1 + t, 1 + 2t, 1 + 3t), t ∈ [0, 1].

Mamy wi¦c:∫
γ

x dx+ y dy + (x+ y − 1) dz =

∫ 1

0

(
(1 + t) · 1 + (1 + 2t) · 2 + (1 + t+ 1 + 2t− 1) · 3

)
dt

=

∫ 1

0

(14t+ 6) dt

= (7t2 + 6t)
∣∣∣1
0

= 7 + 6

= 13.
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Zadanie 4. Pole wektorowe siª dziaªaj¡cych na obiekt wR2 ma staª¡ warto±¢
−→
F = (F, 0).

Oblicz prac¦ wykonan¡ przez pole, gdy obiekt przebiega ªuk okr¦gu x2 + y2 = R2 le»¡cy
w pierwszej ¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych (x, y ≥ 0), od punktu (R, 0) do (0, R).

Rozwi¡zanie: Parametryzacja ªuku:

x(t) = R cos t, y(t) = R sin t, t ∈
[
0,

π

2

]
.

Praca jest równa caªce zorientowanej:

W =

∫
γ

−→
F · ds

=

∫
γ

F dx+ 0 dy

=

∫ π
2

0

F R (− sin t) dt

= F R cos t
∣∣∣π2
)

= −F R.
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Zadanie 5. Oblicz caªk¦ krzywoliniow¡ niezorientowan¡:∫
γ

z

x2 + y2
ds,

gdzie γ jest pierwszym zwojem linii ±rubowej x = a cos t, y = a sin t, z = at.

Rozwi¡zanie: Pierwszy zwój oznacza zakres parametru: t ∈ [0, 2π]. Mamy, dla caªki
krzywoliniowej niezorientowanej∫

γ

z

x2 + y2
ds =

∫ 2π

0

at

a2

√
(−a sin t)2 + (a cos t)2 + a2 dt

=
1

a

∫ 2π

0

t
√
2a2 dt

=
√
2

∫ 2π

0

t dt

=
√
2
t2

2

∣∣∣2π
0

=
√
2 2 π2.
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Zadanie 6. Znajd¹ mas¦ ¢wiartki elipsy x = 2 cos t, y = sin t znajduj¡cej si¦ w pierwszej
¢wiartce ukªadu wspóªrz¦dnych (x, y ≥ 0), je»eli g¦sto±¢ w ka»dym punkcie krzywej jest
równa y - wspóªrz¦dnej tego punktu (ρ(x, y) = y).

Rozwi¡zanie: Masa wyra»a si¦ caªk¡ niezorientowan¡. Zakres parametru to [0, π
2
] (pierw-

sza ¢wiartka).

M =

∫
γ

ρ(x, y) ds

=

∫ π
2

0

sin t
√

(−2 sin t)2 + (cos t)2 dt

=

∫ π
2

0

sin t
√

4 sin2 t+ cos2 t dt

=

∫ π
2

0

sin t
√
4− 3 cos2 t dt

= 2

∫ π
2

0

sin t

√
1− 3

4
cos2 t dt

=

{
u =

√
3
2

cos t

du = −
√
3
2

sin t dt

}

=
4√
3

∫ √
3

2

0

√
1− u2 du

=

{
u = sin t

du = cos t

}
=

4√
3

∫ π
3

0

cos2 t dt

=
4√
3

∫ π
3

0

cos 2t+ 1

2
dt

=
1√
3

∫ 2π
3

0

(cos t+ 1) dt

=
1√
3
(sin t+ t)

∣∣∣ 2π3
0

=
1√
3

(√3

2
+

2π

3

)
.


