Pierwsza litera nazwiska

Kolokwium 3
20.01.17

Nazwisko i imie:

Zadanie 1. Oblicz calke:

///D(x2 +9?) dx dy dz,

gdzie D okreslony jest nieréwnogciami z > 0, a? < 22 + y? + 22 < b2
Rozwigzanie: Wprowadzamy wspoélrzedne sferyczne:

x = pcosysinb,

y = psinpsinf,

2z = pcosb,

= |J| = p’sind,

Obszar D we wspotrzednych sferycznych ma postac:

A={r<p<R}

2m ™ R
/// ($2+y2)d:vdydz:/ / / p*sin® 6 - p? sin O dp df dy
D o Jo Jr
™ R
:27r/ sin39d9/ ptdp
0 r

Mamy wiec

4 RS —1b
=27 -
3 5}
8m(R> —r®)
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Zadanie 2. Skorzystaj z Tw. Greena i oblicz nastepujaca catke krzywoliniowa:

/yda:—:cdy,
c

gdzie C' jest brzegiem kwadratu [0, 3] x [0, 3], obieganym przeciwnie do ruchu wskazowek
zegara.

Rozwigzanie: Orientacja C' jest dodatnia wzgledem wnetrza kwadratu, wiec

/ydx—xdy:// (—1—1)dxdy:—2// dr dy = —18,
c [0,3]x[0,3] [0,3]x[0,3]

gdyz catka z funkcji stale = 1 jest rowna polu obszaru.
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Zadanie 3. Oblicz catke krzywoliniows zorientowang:

/:cda:+ydy+(:c+y—1)dz,

.
gdzie v jest odcinkiem prostej od (1,1,1) do (2, 3,4).

Rozwigzanie: Napiszmy parametryzacje odcinka:
y(t) = (1+t,14+2t,14+3t), te]o,1].

Mamy wiec:

1
/x%+y@+ﬂwﬂr&ﬁk—/,«LH%l+O+%}2+O+t+1+%—Ddﬂﬁ
vy 0

1
:(/‘(14t+—6)dt
0

= (7t2—+»6t)’
=746
= 13.

1
0
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Zadanie 4. Pole wektorowe sil dziatajacych na obiekt w R? ma staly wartosé F- (F,0).
Oblicz prace wykonana przez pole, gdy obiekt przebiega tuk okregu z2 + 3% = R? lezacy
w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych (z,y > 0), od punktu (R,0) do (0, R).
Rozwigzanie: Parametryzacja tuku:

x(t) = Rcost, y(t)= Rsint, t¢€ [O, g}

Praca jest rowna calce zorientowanej:

W:/?-ds

:/Fd:IH—Ody

o

™

- /2 FR(—sint)dt
0

= IR cost

)
=—FR.
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Zadanie 5. Oblicz catke krzywoliniowa niezorientowang:

VA
——— ds,
/ny +y?

gdzie v jest pierwszym zwojem linii Srubowej © = acost, y = asint, z = at.

Rozwigzanie: Pierwszy zw0j oznacza zakres parametru: ¢ € [0,27]. Mamy, dla calki
krzywoliniowej niezorientowanej

z T at
/—d5: —2\/(—asint)2+(acost)2+a2dt
v o @

1 27
:—/ tV2a? dt
a Jo

21
:\/5/ tdt

0

t2 27
_ L

2 1o
=227
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Zadanie 6. Znajdz mase ¢wiartki elipsy = 2cost, y = sint znajdujacej sie w pierwszej
¢wiartce uktadu wspotrzednych (z,y > 0), jezeli gestosé w kazdym punkcie krzywej jest
rowna y - wspolrzednej tego punktu (p(x,y) = y).

Rozwigzanie: Masa wyraza sie calka niezorientowang. Zakres parametru to [0, 5] (pierw-

sza ¢wiartka).
M= / p(x,y)ds

:/ sint \/(—2sint)2 + (cost)2dt

0

™

2
:/ sint \/4sin2t—|—cosztdt
0

%
:/ sintv4 — 3 cos?tdt

_2/ smt\/l—— cos? tdt
= cost
B du:—i sint dt
\/1—u2du
s1nt
U = cost
/ cos t dt
/3 coth—i—l
T7'l'
/ cost dt

2w
3
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(smt + t)
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